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第 十 二 章 ”关于 拓扑 的 补充 
与 拓扑 代数 


正如 本 节 序言 中 所 说 ， 我 们 力求 把 本 章 叙述 的 关于 拓扑 的 补 
充 内 容 限制 在 读者 所 需 的 最 小 范围 之 内 。 我 们 并 不 打算 在 一 般 拓 
扑 的 精致 部 分 ( 泪 系 ,一 臻 结构、 各 种 分 离 公理 ) 上 耽搁 , MERR 
地 进入 可 一 致 化 空间 的 范畴 ， 因 为 以 后 各 章 用 到 的 将 只 是 这 种 空 
ËJ. 通常 只 是 殷 这 种 空间 看 作 便于 处 理 的 “环绕 空间 ”， 然 而 按 
照 本 书 的 意图 ， 我 们 尤其 对 可 分 与 可 度量 化 的 子 空间 感到 . 兴 
为 此 在 本 章 引 人 了 可 度量 化 与 可 分 狂 的 许多 判断 准则 (12.3.6， 
12.4.6,12.4.7,12.5.8,12.9.1, 12.10.10,12.11.3, 12.14.6.2,12.15.7, 
12.15.9,12.15.10)。 这 些 准则 ,连同 Baire 定理 及 其 推论 (12.16)， 
是 本 章 中 仅 有 的 其 证 明 并 不 那么 直接 的 结果 . 本 章 的 其 余 内 容 ， 
一 部 分 是 盖 明 第 一 卷 中 没有 出 现 的 纯 拓扑 技巧 (单位 分 解 (12.6)、 
半 连 续 函 数 (12.7)); 另 一 部 分 ， 占 本 章 篇 幅 一半 以 上 《(12.97 到 
(12.16) 各 节 ), 用 计 阐 明 拓扑 代数 的 基本 概念 (拓扑 铬 、 带 算 子 空 
间 , 拓 盾 向 量 空间 )。 所 有 这 些 概念 ,在 以 后 各 章 中 都 常用 到 


拓扑 空间 


如 打 由 集 E 的 子 集 组 成 的 一 个 集 《 即 PE IERS 
满足 下 面 两 个 条 件 , 则 称 今 为 E 上 的 一 个 拓扑: 

(OD 属于 S 的 集 的 任意 族 (A 的 并 仍 属于 9， 

(O) 集 王 属于 2， 并且 属于 多 的 任意 两 个 集 的 交 仍 属于 9. 

赋予 一 个 拓扑 仿 的 集 3， 称 为 拓扑 空间 ; 互 的 属于 S 的 子 集 
称 为 拓扑 空间 已 的 开 集 ， 在 《0D 中 令 工 一 g, WS E 25 $ S 
总 是 开 集 ; 且 由 《Orm 得 知 ,E 自身 也 是 开 集 。 


021.1) 例 。 度量 空间 E 的 开 集 所 成 的 集 p O) 与 (0) 
(3.52 与 3.5.3); Š 称 为 度量 空间 E 的 拓扑 (或 称 该 拓 提 由 上 给 
定 的 距离 所 确定 ); 两 个 拓扑 等 价 的 虐 离 (3.12) 定义 同样 的 拓扑。 
如 果 某 个 拓扑 空间 的 拓扑 可 由 一 个 距离 来 定义 ， 就 把 这 个 拓扑 空 
闻 称 为 可 度量 化 的 (此 时 也 把 这 个 拓扑 称 为 可 度量 化 的 ). 

在 任意 的 集 B 上 , O = 12, E) 是 一 个 拓扑 《 称 它 为 平 谋 
拒 扑 ); 如 果 互 至 少 合 有 两 个 元 ,。 ME 上 的 平 席 拓 村 就 不 是 可 度量 
化 的 ， 因 为 否则 就 会 存在 含有 其 中 一 个 元 而 不 含有 另 一 个 元 的 开 
球 ,然而 由 于 E 是 唯一 的 非 空 开 集 ,所 以 这 是 不 可 能 的 。 

在 含有 两 个 元 的 集 E= {a 他 上， S= {Ø {a} E} 是 一 
个 不 可 度量 化 的 拓扑 

设 在 同一 集 E 上 给 出 两 个 拓扑 9 Do # S,c9°;, 则 称 S, 精 
*'° GS, S+ S); 若 两 个 拓扑 中 有 一 个 精 于 另 一 个 ， 则 称 它 
们 为 可 比 的 . 平 元 拓扑 粗 于 所 有 其 他 拓扑 ; 寅 散 拓 扑 ( 即 由 距离 
《3.2.5) 所 定义 的 拓扑 ,对 于 它 有 9 = PEN 精 于 所 有 其 他 拓扑 。 
上 的 两 个 丘 扑 不 一 定 可 比 ， 例 如 , 设 E 一 (a, b) 是 具有 次 个 元 
BE, HEBE LURAHE 9m {Ø a), E) 9 9,— (ó, 
{h E). 


2 拓扑 概念 


我 们 已 经 注意 到 (3.12), 对 于 度量 空间 , 闭 党 、 集 的 触 点 、 集 
的 内 点 、 梨 的 边界 点 、 点 (或 集 ) 的 邻 域 \ 关 于 另 一 个 集 为 稠密 的 集 、 
连续 函数 ,\ 同 杯 等 等 概念 ,都 是 只 从 度量 空间 内 开 集 的 概念 出 发 来 
定义 的 ,因而 可 以 犯 它们 逐 字 逐 句 地 照搬 到 任意 括 扑 空间 上 来 
此 外 ,对 于 度量 空间 证 明 的 有 关 这 些 概念 的 性 质 ,其 中 在 其 陈 
述 中 不 出 现 距 离 的 那些 命题 (参阅 (3.5) 到 (3.12))， 对 拓扑 空间 
仍然 成 立 《 因 而 我 们 将 把 这 些 命题 推广 到 一 般 拓扑 空间 的 情形 )， 
但 有 下 面 几 个 例外 : 

1° 性 质 (3.8.11) 与 (3.8.12) 对 任意 拓扑 空间 不 再 成 立 ， 这 
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直 电 贼 予 拓扑 台 一 《 台 ，{te}， EJAZN E = dab) 看 出 。 (在 
这 两 个 性 质 的 证 明 中 , 距离 起 了 根本 的 作用 , 但 在 它们 的 陈述 中 ， 
距离 并 没有 出 现 .》 

2° 我 们 可 以 象 (3.9) 中 那样 定义 拓扑 空间 E WF E E 
《也 称 为 E 的 拓 耻 基 ) 的 概念 ; 准则 (3.9.3) 在 一 般 情形 下 仍然 成 
立 . 男 一 方面 ,如 (3.9.4) 那样 ,我 们 君 到 ,如 果 关 于 拓扑 空间 下 的 
拓扑 存在 一 可 数 基 , 则 在 五 内 存在 一 处 处 稠密 的 至 多 可 数 的 集 ; 但 
对 任意 拓扑 空间 ,这 个 命题 的 逆 不 再 成 立 (12.4 节 , 问 题 6). 

根据 定义 ,拓扑 空间 王 的 拓扑 基 % 具有 下 述 性 质 : 

属于 多 的 两 个 党 的 交 是 属于 S 的 一 些 集 的 并 。 

: 友之 , R SERERE 马 的 子 集 组 成 的 一 个 集 ， 它 满足 上 述 
ERLA E € Š, 则 属于 S 的 集 的 (任意 ) 并 所 成 的 集 9 是 一 个 折 
HE @ 是 该 拓扑 的 晤 ,因为 显 见 全 满足 (02) 55 COn). 

设 E 是 拓扑 空间 ,是 五 的 任 一 子 集 , 则 当 U 取 遍 E 的 开 寺 集 
所 成 的 集 时 ， 交 U YF 所 成 的 集 满足 公理 《01) 5 (0m, 因而 它 
是 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 由 E 上 拓扑 所 庄 导 的 拓扑 ;赋予 这 个 拓扑 
的 集 P， 称 为 已 的 池 空 间 ， 在 这 样 的 定义 下 ,除了 (3.10.9) 以 外 ， 
《3.10) 中 的 所 有 性 质 对 任意 拓扑 空间 依然 成 立 :而 (3.10.9) 必须 
陈述 为 : 若 互 的 拓扑 具有 可 数 基 , 则 它 在 忆 的 任 一 子 集 上 的 诱导 
指 扑 税 样 具有 可 数 基 , 

我 们 也 已 注意 到 ， 度 量 空间 为 紧 或 局 部 紧 的 性 质 只 依赖 于 它 
的 拓扑 而 不 依赖 于 定义 该 拓扑 的 距离 ; 因而 我 们 可 豪 不 含 圈 地 谈 
论 紧 可 度量 化 空间 或 局 部 紧 可 康 量 化 空间 . 

我 们 还 注意 到 ，(3.19) 中 关于 连通 性 的 所 有 定义 与 结果 对 任 
意 拓扑 空 间 都 适用 。 
(12.21) 设 呈 ,是 集 E 上 的 两 个 拓扑 , 则 下 列 性 质 是 等 价 的 : 

2 S, 精 于 O; 

b) 如 果 以 Ei AREE LRT OG = 1, 2) 所 得 到 的 拓 
补 空间 , 则 E, 到 E, 上 的 便 等 映射 连续 ; 

o) 对 每 个 点 xe E, x 关于 台 , 的 每 个 邻 域 都 是 x 关于 O, 的 
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AG. 
事实 上 ， 由 连续 性 准则 《〈3.11.4,b)) 可 得 到 a) 5 b) 的 等 价 
性 ,而 由 连续 函数 的 定义 可 得 到 b) 与 c) 的 等 价 性 . 
(42.2.2) 附注 、 设 Uae 是 拓 扩 空间 的 一 个 开 覆盖 (3.16), 
则 为 使 集 GCE 在 E 内 是 开 的 ,必须 且 内 须 每 个 集 GNU. ETZ 
M V。 内 是 开 的 ;这 可 由 公理 (0) 与 (0iD 以 及 关系 
G= U ENU) 
aži 

立即 得 到 . 通过 取 余 集 就 可 以 推出 。 AER FC E 在 EF 内 是 闭 
的 ,必须 且 只 须 每 个 集 FNU, 在 子 空间 U, KERR. 
(12.2.3) 设 工 是 拓扑 空间 E 的 一 个 子 集 , 则 下 列 性 质 是 等 价 的 : 

a) 对 每 个 z€ L, FELE B WIDA V, 使 得 LN 在 了 
ARERR. 

b)》 工 是 子 空间 L 的 开 子 集 , 这 里 工 是 工 在 BE 内 的 闭 包 。 

) 工 是 的 某 个 开 子 集 与 某 个 闭 子 集 的 交 。 

显然 b AM c), AAH b), 工 是 工 与 的 某 个 开 子 集 的 交 。 
显然 由 < 可 推出 a), 最 后 ,我 们 证 明 a) MW b); HEN z€ L, 
因为 YNL 在 PV 内 是 肝 的 ,所 以 VNL = V A L; 这 表明 在 子 空间 
工 内 ,* 是 工 的 内 点 ,从 而 工 在 研 内 是 开 的 。 

当 工 满足 《12.2.3) 中 的 等 价 条 件 时 ， 就 把 它 称 为 也 的 局 部 六 
子 集 . 
(12.2.4) 定义 拓扑 空间 的 一 种 常用 方法 是 “ 粘 合 " 拓扑 空间 族 
Eiers 使 得 在 这 样 得 到 的 括 盾 空间 E 内 ,这 些 z, 等 同 于 也 的 开 
集 ; 由 于 这 些 开 集中 每 两 个 可 能 有 非 空 交 , 所 以 这 样 的 等 同 就 要 求 
对 一 切 二 元 组 (4,p), 都 给 出 E, 的 某 个 开 子 集 到 E 的 某 个 开 子 
REPRE. 

明确 地 说 ,假定 对 每 个 二 元 组 GQ. a) € L x L 给 定 了 : 1° 
E 的 一 个 开 子 集 Ai 2° 一 个 同 胚 bu: 4 Am 满足 下 列 
条 件 : 

D Au= En B hr 是 恒 等 映 射 sy; 
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ID 对 于 由 属于 工 的 指标 组 成 的 每 个 三 元 组 Q pn) 与 每 个 
*#€ AN Airs A hala) E An R. 
《12.2.4.1) A, (a) = hyn hartx)) 
HERH. 

HFE E,G € L) 的 和 集 , 因 而 E; 是 的 两 两 互 不 相交 的 子 
集 (1.8), 在 F 上 海 虚 关系 

R(z,y); “FE f, p, E 1E Au y€ Aa. HAF y= 
hals)”; - 
这 是 一 个 等 价 关 系 ， 事 实 上 ,根据 条 件 D， 它 是 当 反 的 ; 它 是 对 称 
的 ,因为 在 TD 中 令 = 2 H D BIL im 与 hiw 是 互 逆 的 ;最 后 ， 
它 是 传递 的 ,因为 若 : 

z€ Ano Y= halt) € Aa fl An B. z = hnly), 
则 也 会 有 * 一 b) 因而 由 ID x€ Af Ayo 所 以 由 (12.2.4.1》 
得 到 z 一 G). 我 们 还 注意 到 ,由 于 D, E, 与 R 的 等 价 类 的 交 
至 多 由 一 个 点 组 成 , Ék E = F/R 是 尺 的 等 价 类 的 集 ， 
m;F—* FIR = E 

是 典 则 映射 ， 则 每 个 限制 z = =|EÀ: Ea E 是 单 射 ， 此外， 
m(EDQE DERE HAEA. 

现在 考虑 E 的 具有 下 述 性 质 的 子 集 X 所 成 的 集 O: 对 每 个 
AEL, m'(X Nm (E)) 在 EE, 内 是 开 的 。 显然 号 满足 公理 (0) 
与 (Om), 因而 是 上 的 一 个 拓扑 。 我 们 来 证 明 ， 对 每 个 4€ L, 
mE 在 E 内 关于 这 个 拓扑 是 开 的 ， 且 = E E, 到 E 的 子 空间 
aE) 上 上 的 同 胚 。 考虑 到 mm 是 E, P (E, 上 的 双 躬 以 及 分 的 
定义 , 则 归结 为 证 明 , 对 E, 的 子 集 X,, 下 面 两 个 性 质 是 等 价 的 : 

a) X, 在 丘 扑 空间 E, 内 是 开 的 ; 

b) WAR g€ L, zh (Xi) OaE) 在 Ey 内 是 开 的 。 

Besi MADAR), KZ, E) 成 立 ， 则 按 定 义 有 
wa LED NAKE) 一 4m， 所 以 条 件 b) 表明 对 每 个 z€ L, 
hal KN Ay) 在 En 内 是 开 的 ;可 是 X, N A, 在 Au. 内 是 开 的 , 因 
而 所 需 结论 可 由 hm 是 Aan 到 Es 的 一 个 开 子 集 上 的 同 是 得 到 。 
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这 样 定义 的 拓扑 空间 E 称 为 由 E, 沿 Au 用 ha 粘 合 所 得 到 
的 拓扑 空间 。 


3 分 离 空 间 


对 于 任意 的 拓扑 空间 ， 可 以 如 《3.13) 中 那样 定义 极限 的 概 
念 ， 而 准则 (3.13.1) 不 过 是 这 个 定义 的 另 一 种 表达 方式 , 但 
(3.13.3) 的 结论 不 一 定 正确 ， 例 如 , 设 F EE tF PBI OLL) 
的 集 , 则 中 的 每 个 点 列 以 E 的 所 有 点 为 其 极限 。 

若 拓扑 空间 E 福 足 下 述 条 件 (“Hawsdorff A8), ME E% 
分 离 空间 (或 Hausdorff 空间 ), 而 称 它 的 拓扑 为 分 离 拓扑: 

对 E 的 纤 体 两 个 不 同 的 点 。，$， 存在 的 邻 城 U 与 的 令 直 
VV ,使 得 如 与 了 没有 公共 点。 

任何 可 度量 化 空间 部 是 分 离 的 ， 
(12.3.1) ERIE, 4 是 上 的 子 集 ,a 是 4 的 触 点, 则 4 到 
分 离 空间 E 的 映射 了 在 点 “处 关于 -至 多 只 能 有 一 个 航 限 。 

事实 上 ,如果 与 尹 是 在 点 < 处 的 两 个 不 同 的 前 限 ， 则 分 
别 存在 w， 2 WERU, V, 它们 没有 公共 点 ; 但 由 假设 ,在 中 
FER a DBR W, REW n a)CU', KWADEN, 而 由 于 
WNAE 9, BERAREN. 

这 样 , 我 们 仍然 可 以 用 记号 lm GO 来 表示 + 在 点 。 处 


的 唯一 极限 ;在 《3.13) 中 , 除了 (3.13.13) 与 《3.13.14) 以 外 ,在 其 
陈述 中 不 出 现 距 离 的 命题 ， 对 定义 于 任意 的 拓扑 空间 上 而 在 某 个 
分 离 空 间 中 取 值 的 映射 (特别 是 序列 ) 依 然 成 立 . 
《12.3.2) 分离 空 间 的 子 空间 是 分 离 的 。 
(12,3.3)” 精 于 分 离 拓扑 的 拓扑 是 分 离 的 。 

这 两 个 命题 都 可 由 定义 直接 推出 . 
(12.34) ”分离 空 间 E 内 的 有 限 子 集 是 闭 的 ， 

事实 上 , 设 《ai)icicn 是 互 的 点 的 有 限 序列 , 则 异 于 这 些 a, 的 
点 4b 不 可 能 是 这 些 a 所 成 的 集 的 触 点 ， 因 为 对 每 个 i, 存在 6 的 


6. 


RRTV, CASS a, 故 了 一 门 V; E 的 不 含 有 任何 a, 的 令 
域 . 5 

(12.3.5) i fsg 是 拓扑 空间 E 到 分 离 空间 E 的 两 个 连续 映射， 
则 使 得 f(x) = gC) 的 点 z € 所 成 的 集 4 在 内 是 闭 的 

本 命题 的 推理 类 似 于 (3.15.1) CEE (12.3.5) 的 特殊 情形 ): 
HR a € A, 则 f(a) = g(a), 因而 存在 fa) RBR U’ 与 g(a) 的 
SR 使得 U' 与 VV 没有 公共 点 。 由 于 FU) z) 是 
“在 己 内 的 邻 域 ,所 以 它们 的 交 钙 也 是 “在 瑟 内 的 邻 域 ， 显 然 , 对 
一 田 xe W, H fC) 天 g(x), 所 以 E 一 4 是 开 的 。 

这 样 ， 恒 等 式 延 托 原理 《3.15.2) 对 拓扑 空间 到 分 高 空间 的 连 
续 映 射 仍然 有 效 .命题 (3.15.3) 及 其 推论 (3.15.4) (“不 等 式 延 拓 
原理 ”), 连 司 它们 的 证 明 ,都 可 推广 到 任意 的 拓 折 空间 . 

(12.3.6) 设 E 是 紧 可 度量 化 空间 , 是 分 离 空间 ,f 是 E 到 FF 的 
ERREA) 在 内 是 闭 的 。 如果 是 单 射 , 则 i ERF 
的 子 空间 KE) 上 的 一 个 同 胚 ， 

设 ? AE 的 一 个 点 ; 对 每 个 z€ CE), 存在 4 的 开 邻 域 
VO 与 y HTAR WCz)， 使 得 两 者 没有 公共 点 。 当 z HOB 
KE) 时 ， 所 有 道 象 AV Cx)) 形成 E 的 一 个 开 覆 盖 11.4), 8 
而 存在 有 限 个 点 z, € KE)， 使 得 相应 这 些 点 的 VCzi) # F 内 形成 
KE) -AREZ TER U= 门 WG) 是 ”的 开 邻 域 , B.S 


IE) 不 相交 这 表明 f(E) EF KERR. 由 此 得 知 , 对 于 瑟 的 每 
个 闭 子 集 4， 由 于 4 是 紧 的 (3.17.3)， 故 fd47 在 F 内 是 闭 的 (从 
而 它 在 f(E) 内 更 是 闭 的 )， 如 果 f RAN, MERA RAR 
1(E) — E 的 逆 上 映射 是 连续 的 《3.11.47)。 

《12.3.7) 如 果 一 个 分 离 拓扑 粗 于 一 个 紧 可 度量 化 空间 的 拓扑 , 则 
这 两 个 拓扑 必定 相同 。 

(12.3.8) 设 瑟 是 紧 可 度量 化 空间 , F 是 分 离 空间 ，f E E Sl F BD 
连续 映射 ， 则 对 每 个 点 EE 5 E 内 每 个 包含 FG) 的 开 集 
U, EF REFERA b HPR V, EOU. 


FRE, EUH E AERAR Amh (12.3.6), (E — U) 在 
FREAR; 据 定义 , pa (E — U), AT iE 一 U) # F 内 的 余 
RV E b BT 30.3 Bm USF), 


Bl E 


1) 确定 具有 两 个 或 三 个 元 的 集 E 上 的 所 有 拓 挤 。 

2) 设 守 是 由 集 5 的 于 集 组 成 的 一 个 集 。 试 证 ,为 使 守 是 的 关于 E 上 
的 某 个 拓扑 的 闭 子 集 所 成 的 集 , 必 须 旧 只 须 守 满足 下 面 两 个 条 件 : 
1° 属于 人 守 的 集 组 成 的 任何 族 的 交 仍 属于 S; 
2° SERT S, 并 且 属 于 S 的 两 个 集 的 并 属于 S. 

3) 设 E 是 一 个 集 , 对 每 个 *e 5, 设 8(x) 是 E 的 子 集 组 成 的 一 个 集 ， 
试 证 ,为 了 存在 上 的 拓扑 了 , 使 对 每 个 :Ee 5,%8(x) 是 x 关于 了 的 邻 域 系 
必须 是 只 须 这 些 DC) 满足 下 列 条 和 件 : 

G) 的 每 个 包含 属于 BO) 的 某 个 集 的 于 集 也 属于 BO). 

(Vr) 属于 BOO) 的 两 个 党 的 交 属 于 BCE). 

(Vu) HRA € E BRAV ELC) # z € v. 

(Vs) KRD E E 558438 TY EBO), 存在 集 W ç S%z)， 使 对 一 到 
YEW, # V %(). 

在 这 些 条 件 下 ,拓扑 Z 是 唯一 的 。 

4) 设 4 是 具有 异 于 0 的 单位 元 ( 记 作 1) 的 交换 环 ，4 的 理想 了 AAR 
理想 ,如 果 4/p 是 整 环 (因而 它 不 会 只 含有 0). 4 的 案 泽 您 的 集 称 为 4 的 谱 
【可 以 证 明 这 个 党 是 卡 空 的), 记 作 specC4)， 对 4 的 每 个 理想 a, 以 v(a) & 
示 包 含 w 的 素 理 想 ? 的 棠 ， 试 证 对 于 4 的 任何 两 个 理想 q, b, 有 

Kanb = V(a)U (02; 
由 此 推断 spee(4) 的 子 集 VO) 098 ACAHTFOJEBMK, 2AA 
spee(4) 上 的 谱 拓 扑 。 设 *,y 是 spee(4) 的 两 个 不 同 的 点 ， 试 证 ,或 老 存 在 
x 的 邻 域 , 它 不 含有 y; 或 者 存在 y 的 邻 域 , 它 不 含有 *。 在 什么 条 件 下 ， 单 
点 集 (zY 在 e(a) AERA? BEA 二 Z 的 情形 ;考虑 4 是 离 获 凡 代 环 的 
情形 , 

设 4 是 另 一 个 环 , ñ: doa 是 使 XI) = 1 的 环 同 态 , 试 证 xpee(4 ) 到 
spee(4) 的 喘 射 ?一生 (关于 谱 拓 扑 是 连续 的 。 

5) a) 对 于 非 空 拓扑 空间 E, 下 列 条 御 是 等 价 的 : 1° E 的 两 个 非 空 开 集 
的 交 非 空 ; 2"E 内 的 每 个 非 空 开 集 是 处 处 稠密 的 ; 3" KORAN REE 


ra 


通 的 ， 此 时 我 们 把 空间 E 称 为 不 可 的 空间 。 拓扑 空间 三 的 非 空子 党 上 称 为 
不 可 约 集 , 如 果子 空间 是 不 可 约 的 ， 

b》 试 证 ,在 分 离 室 间 中 ,不 可 约 集 仅 由 一 个 点 组 成 ， 

°) 在 拓扑 空间 E 内 ,为 使 于 集 F 是 不 可 约 的 ,必须 目 只 须 它 的 闭 包 丰 是 
不 可 约 的 . ,特别 地 , 对 每 个 点 z€ E, 集 Tj 是 不 可 约 的 。 当 严 内 的 不 可 约 
EFRA TI 的 形式 时 ,就 称 > 为 的 一 般 点 ， 

d) 设 4 是 整 环 , 试 证 拓扑 空间 spee(4)》 (问题 4) 是 不 可 约 的 , 昌 (oe 
唯一 的 一 般 点 ， 

试 证 在 spee(Z) 内 ,一 般 点 的 余 僻 是 没有 一 般 点 的 不 可 约 集 . 

°) 设 E 是 不 可 约 空间 , 则 的 每 个 非 空 开 于 集 是 不 可 约 集 。 

P 设 《V。)se4 是 拓扑 空间 的 开 材 盖 ， 则 对 任何 指标 组 e), A 
UNUD, WEAR D.Ce € A) 都 是 不 可 约 的 ， 则 空间 是 不 可 约 的 . 

8) 设 :E, 是 两 个 拓扑 空 间 ，1 是 E 到 下 的 连续 映射 MA E 的 每 个 不 
可 约 子 集 2, Ca) 是 的 不 可 约 子 集 ， 

h) W EF 是 两 个 不 可 约 空间 , 每 个 都 至 少 具有 一 个 一 般 点 ; 此 外 还 假 
定 只 有 唯一 的 一 般 点 8, 设 是 E 到 F 的 连续 映射 , 试 证 , 为 使 KE) 在 5 
ARE BDE RAR E 的 每 个 一 般 点 *, 有 Ka) = 6。 

6) 如 果 拓 扑 空间 5 满足 Borel-Lebesgue 公理 (3.16), KARESA; 
如 果 它 十 分 离 的 与 拟 紧 的 , 则 称 为 紧 空间 ， 拓 六 空间 二 的 子 集 F 称 为 氛 紧 集 
《相应 地 , 紧 集 ), 如 果 E 的 于 空间 F 是 拟 紧 的 (相应 地 , 紧 的 )， 有 限 集 是 拟 紧 
集 ， 

2) 在 拟 紧 拓扑 空间 内 ,任何 闭 售 是 拟 紧 的 . 

b) 设 E 是 分 离 拓 盾 空间 , 4, B 是 E 内 的 两 个 没有 公共 点 的 紧 集 。 试 
证 ,存在 两 个 没有 公共 点 的 开 集 UV, ER ACU, BCV (首先 劳 虑 4 是 单 点 
集 情 形 )， 由 此 推断 ,在 分 离 宅 间 中 , 紧 集 是 闭 的 。 

c) 试 证 在 拓扑 空间 E 中, 有限 个 拟 紧 集 的 并 是 拟 紧 集 。 

d) 设 E 是 拟 紧 空间 , f: F—F 是 连续 映射 , 则 集 E) 是 拟 紧 的 。 

e) 的 非 空子 集 的 一 个 集 吕 cP(F) 称 为 集 E 上 的 一 个 这 系 基 ,如 果 对 
属于 各 的 任意 两 个 于 集 X, Y, 存在 子 集 Ze 和, 使 得 ZCXNY。 试 证 在 拟 
REA E 内 ,对 于 任何 由 闲 集 组 成 的 潍 系 基 Š, 所 有 属于 B 的 集 的 交 必 是 非 
空 的 (用 反 证 法 ,考虑 属于 B 的 集 的 余 集 . 

H 对 于 具有 不 等 于 0 的 单位 元 的 交换 环 4, 试 证 拓扑 空间 spec) Gi 
题 1) 是 拟 紧 的 。 


8) EERE Jo, 1] 与 两 个 单 点 集 《cs}，{B} 的 并 , B 是 形 如 Te 1], 
da} u ]0,4[,{8} U0,e[ 的 集 的 有 限 交 所 成 的 集 , 其 中 0<“<1。 试 证 加 是 
五 上 的 某 个 非 分 离 拓 持 的 基 , 对 于 这 个 拓扑 ，E 是 拟 紧 的 ,并 且 每 个 单 点 集 在 
EARR. E 的 每 个 点 都 有 一 个 可 度量 化 的 紧 钊 域 ; 但 是 存在 <“《 或 B) 的 
非 闭 邻 域 。 试 证 < 的 一 个 可 度量 化 紧邻 域 与 8# 的 一 个 可 度量 化 紧邻 域 的 交 
不 是 拟 紧 的 。 存在 王 的 可 数 拓扑 基 ， 它 由 王 的 可 分 可 度量 化 的 子 空 司 所 组 
成 ， 

h) EEEN SERRAR O.S). HEA EN, QS) = (z); 
对 x€ 4, 以 Se 表示 {x} 与 不 小 于 *# 的 整数 的 集 的 并 ,以 SCO KOR 5 Rii 
Nj Se 所 成 的 集 ， 试 证 存在 三 上 的 非 分 离 拓 补 ， 使 对 每 个 ze E, GC) 是 
* 的 基本 分 域 系 ， 单 点 集 关于 这 个 拓扑 都 是 闭 的 ， 虽 然 E 不 是 拟 紧 的 ,但 在 
五 内 存在 处 处 称 窗 且 拟 紧 的 分 离子 空间 


4. 可 一 致 化 空间 


EX EFIR ERI d RARE LOWEN, WRH rE 
E, A 2(z, z) = 0, 且 它 具 有 (3.1) 的 性 质 O, GID 与 Gv), 但 
不 一 定 具 有 性 质 GD. 显然 , 对 于 五 内 的 任何 x, 与 zx， y, z, d 还 
满足 不 等 式 
Alaran) < daear) + dlam) 十 + dss sn)» 
lalxs2) — 4(y,z)] < esy). 
(12.4.1) Pj. ZER EFRA EH j B Cy) — Ie) 一 
10| 是 一 个 伪 虐 离 。 
设 9 是 区 间 [0, 十 cof 到 自身 的 映射 ,满足 下 面 三 个 条 件 : 
1° 9p(0) = 0;. 2° p 是 递增 的 ; 3° Huo, r > 0, 有 
Plu + s) < pG) + pe). 
是 ,如果 d 是 集 E 上 的 伪 距 离 , 则 合成 映射 pod: (x, y) 一 
qlalx,y)) 也 是 上 的 伪 距 离 。 事实 上 ,只 须 证 明 三 角 不 等 式 , 而 
根据 性 质 2° 53°, 有 
gp(dG,z)) < Pay) + dy,2)) 
< pax,y)) + plaly, 2)), 


"1 。 


1 (4d,) 是 集 上 上 的 伪 际 离 序 列 , 满足: 对 一 切 Gy) € E x 
E, 级 数 DO 2, Go y) 恒 收 伊 , 则 此 级 数 的 和 a(x,y) 也 是 马上 的 多 
HER (3.15.4). 

现在 ,考虑 集 互 上 的 伪 虐 离 族 (do)ser。 对 每 个 46 E, 每 个 1 
的 元 组 成 的 有 限 族 cien 以 及 每 个 正 数 的 有 限 族 Oiam Z 

Ba; Ca) Cr) = (z€ Ela,,Ga,2) < rpl <i < mj, 

B' Cas (e), CD) = (z€ Ela,,Gz) < ril <i < m). 
UORR E 的 满足 下 述 条 件 的 子 集 U 的 集 ， 对 每 个 *e U, 存在 
工 的 元 的 有 限 族 (icien 与 正 数 的 有 限 族 Dicen EÈ BCe 
Ca), GCU, 显然 9 是 也 上 的 一 个 拓扑 ， 称 为 由 伪 距 离 族 
G. 定义 的 拓扑 ， 如 果 某 个 拓扑 可 由 一 个 伪 虐 离 族 定义 , 则 这 
个 拓 外 称 为 可 一 致 化 大 站 ， 赋 巴 这 样 的 拓扑 的 空间 称 为 可 一 致 化 
空间 ， 度 量 空间 显然 是 可 一 致 化 的 ,得 反之 不 然 (例如 , 仅 由 一 个 
DER 2 一 0 组 成 的 族 定义 的 平庸 拓 扑 )。 存在 不 可 一 致 化 的 分 
离 拓扑 (问题 3 55 4); 但 在 本 书 中 ， 此 后 只 考虑 可 一 致 化 空间 (在 
数学 分 析 的 大 部 分 问题 中 也 是 如 此 )。 
(12.4.2) 设 了 是 可 一 致 化 空间 ,其 拓扑 由 伪 虐 离 族 (4.)cer 定义， 
则 集 

BCai(cD(rD) E, B Cas Ca) CD) 
TE E EH CRE ADO. 

FRE z€ BCa; la) C) B$ s = da Casa), BE 
8 1l<;i<m # s< ru 根据 a, 的 三 角 不 等 式 ， 可知 B(a; 
GD, GD) BER B C GD, Cri 一 人) 这 表明 BCe; (a), Cr) 
是 开 的 同样 地 , 若 z& BC (GD, (zD), WEER k, 使 得 1< 
k<m, B dnbasx) = s > ru; 于 是 由 da 的 三 角 不 等 式 ,可 证 
$R B Gaios — ri) 15 B' Cos (e) , GD) 不 相交 ,因而 B Cas GD, 
CD) 是 闭 的 。 

(124.3) 在 可 一 致 化 空间 内 ,任意 一 点 的 所 有 闭 邻 域 形 成 该 点 的 
一 个 基本 邻 城 系 。 


-ile 


为 此 只 须 利 用 (12.4.2) 并 注意 
B'(a; (e), (r;/2))CB Cas (a), (r)) 


即 可 证 得 ， 
(12.4.4) 设 E 是 可 一 致 化 空间 ，(d。)ser: EE X E RIH E 
AK. 则 为 使 是 分 离 的 , 必须 上 且 只 须 对 五 的 每 对 不 同 的 点 xy， 
存在 pe 1, 使 得 dpCx,y) = Q, 

事实 上 , 如 果 瑟 是 分 离 的 , WEEL, FERA YAR B(x; 
ODC BEREDAR jo 有 dlon 22 ri 22 0. E. 
Z, 4 ds(x,y) 一 上 > 0, 则 根据 d, 的 三 角 不 等 式 ， 即 知 * 的 开 邻 
IÈ B (a; 8,112) 与 ?的 开 邻 域 BCy;8,112) 没有 公共 点 。 

若 (4.) 是 在 集 E 上 定义 一 个 分 离 拓 扑 的 伪 距 离 族 , 则 五 中 的 
点 列 (x。) 关于 该 拓扑 以 点 为 极限 意味 着 ,对 一 切 a， 有 

lmá,(a, x.) = 0, 


同一 个 集 互 上 的 两 个 伪 距 离 族 称 为 拓扑 等 价 的， 如 果 它 们 在 
吾 上 定义 相同 的 拓扑 。 
(124.5) 对 于 集 刁 上 的 每 个 钓 距离 族 〈de)。er， 必 存在 与 它 拓扑 
等 价 的 伪 距 离 族 (ae 使 对 一 切 ae 1, f 0 < a; < 1, 

% 0 < w < HO, & plu) 一 inf(w,1); 易于 验证 p(0) = 0, 
9 在 [0, 十 co[ 上 递增 , 且 满 足 不 等 式 

plu + ç) S plu) + po). 

最 后 这 个 不 等 式 当 x > 1 或 ">1 时 ， 或 当 z 十 < 饼 1 时 是 最 然 
REH; 另 一 方面 , Hale 所 1 与 4 十 vz 之 1 时 ,有 p(x 十 
e) = 1 <p) +p). 由 此 推出 (12.4.1), 对 每 个 a€ I, d, = 
pod, Æ E EWER. TERYT O < r 过 1, KA d,Gz,y) <r 
I d.Ge,y) < r SAAR (12.2.1), 即 知 Cda) 与 (ds) FEE LOFA 
扑 相同 . i 
(12.4.6) 如 果 分 离 可 一 致 化 空间 E Haihh AEAN 
(4,) KEX, 则 这 个 空间 是 可 度量 化 的 。 

可 以 限于 序列 (d,) 是 无 限 的 情形 ; 用 infCd。, 1) 代替 a, 


.12. 


《12.4.5)， 还 可 以 限于 讨论 0 < 2, < 工 对 一 切 n 都 成 立 的 情形 
此 时 对 由 五 的 元 组 碾 的 每 个 二 元 组 (x,y), 级 数 
(246. dG) = E aG) + E AG) + +e 


+G) + 


都 收 伍 , 并 且 .是 忆 上 的 伪 距 离 《12.4.1); 进而 , d 还 是 距离 ,因为 
如 果 asy) = 0, 则 对 一 切 正 整数 n, 必 有 dales y) = 0, 而 由 于 
王 是 分 离 的 ， 因 此 必 有 zx = y (2.44). 设 Box3y)》 是 以 x 为 中 
ts, 以” 为 半径 (关于 距离 d) 的 开 球 ， 则 由 《12.4.6.17 立即 得 到 ， 
HHn 有 
B.G; r)C B(z;n,2"r). 
KR Z, n ROKER 2": 2 1/7, 则 对 E 中 任何 x*,y, 有 
> 2” tq. Gy) < 2 < r /2, 
从 而 
B (50525) (Fs Zer T ])eBGi). 


根据 《12.2.1)， 命题 得 证 。 

(12.4.7) 设 E 是 拓扑 空间 、《U。) 是 E 的 一 个 至 多 可 数 开 覆 盖 ， 
并 使 得 E 的 子 空间 U, 都 是 可 度量 化 的 与 可 分 的 ， 则 EJES SEE 
化 的 与 可 分 的 。 

， ”我们 首先 证 明 五 的 拓扑 是 分 离 的 ， 事实 上 ， 设 +,y 是 EE 的 两 
个 不 同 的 点 ， 如 果 存 在 n, 使 得 x€ U, B. yx T WJ V — U, 与 
WW 一 上 一， 就 分 别 得 到 x 与 ? 在 五 内 的 邻 域 ， 它 们 没有 公共 
A. 在 相反 情形 下 , 即 假定 对 于 某 个 指标 mw。 # z€ U, B y€ D, 
则 在 可 度量 化 子 空间 U, Ao FE r 的 开 邻 域 V, 与 ? FRR 
Wo 它们 没有 公共 点 。 此 时 了 一 VN U, P z E EREA 3858, 
而 另 一 方面 ， 存 在 互 肉 的 开 集 W, 使 得 w U, 一 W, FEWE 
?在 E 内 的 开 今 域 且 VNwW =g, 
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对 每 个 a Ek da 是 定义 D, 的 拓扑 的 虐 摧 ， 且 设 (V, 是 
U, 的 拓扑 基 ， 其 中 Fo 是 以 ans 为 申 心 、 以 ron 为 学 径 的 开 球 
《3.9.4)， 完 义 实 值 函 数 fo 如下: CE Vm LEF fun dalana 
x), 在 Vm 关于 上 的 余 集 上 等 于 0; fan E V a 的 边界 上 取信 为 
0, 因而 它 在 内 是 连续 的 。 对 的 每 对 点 *, y, + dalr, y) = 
IG) 一 fa ODl 我 们 来 证 这 些 伪 距 离 dw EXT E DMI 
而 根据 《12.4.6), 这 就 证 明了 所 述 命题 。 对 每 个 me E, Ein 
darlo) < 的 不 等 式 确定 的 集 在 五 内 是 开 的 (3.11.4》。 反之 ， 
存在 正 整数 n, 使 得 me U,, 并且 对 于 ao 在 互 内 的 每 个 邻 域 W , 
PERY m, E Vm E xz 的 包含 于 W 内 的 开 俩 瑾 (3.9.3); 因 
而 forlxo) 一 & > 0, EIEE dral) < B12 的 点 xE E 所 成 的 集 
包含 于 W 内 ,从 而 所 述 命题 得 证 《12.2.1). 

注意 , 如 果 假 定 存在 E 的 不 可 数 开 覆 盖 (U), 使 得 U, 都 是 
瑟 度 量化 与 可 分 的 (甚至 紧 的 ), 则 (12.4.7) 的 结论 不 再 正确 (12.16 
问题 ?22)。 我 们 也 不 能 在 《12.4.7) 中 只 假定 开 集 UV 都 是 可 度量 
化 与 可 分 的 《12.3 问题 6g)). 


向 题 


D 设 上 是 这 样 的 折 扑 空间 ;对 于 每 个 *e E, = BRAE E ARFA 
的 邻 城 形成 的 基本 分 域 系 ， 试 证 是 可 一 致 化 的 (注意 5 内 县 开 又 闭 的 集 
的 特征 硒 数 在 E 内 是 连续 的 )， 

2) 设 5 是 可 数 ,可 一 致 化 与 分 离 的 空间 ， 试 证 于 每 个 *eE，+ 的 所 有 
EFAN = ERRER. 
` 3) 该 9 RETER. HEMA Cy) € QxQ, GIE Q = QNR) 5 
每 个 正 整数 n 设 BKzyy) 是 点 《zyy》 亿 及 使 得 |z (e + by) <in 或 
Je — Ce — 99)1<114 的 点 (4,0)e Qx Q, 所 成 的 集 。 WEN Cey) BOB 
Q xQ, 并 日" 取 这 下 整数 集 时 , 集 Cr,y) 构成 Q xQ, LENET 的 
《可 数 ) 基 ;证 明 Z 是 分 离 的 。 但 对 Q x Q, 的 任何 两 个 点 a， b, z 的 每 个 闭 邻 
域 与 4 的 每 个 团 邻 域 都 相交 。 MEEN RIRH 了 的 Qx Q, 是 连通 的 。 
E QxQ, 到 只 的 每 个 (关于 2 为 ) 连 续 的 肌 射 都 是 常 值 映射 ; 这 表明 了 是 
不 可 一 致 化 的 


. 1. 


D BORBENE WL R EIEIH0S Siti 6; 设 M 是 Q ISA 
足下 述 条 件 的 于 集 4 的 集 : 4 对 于 Z, 的 闭 包 4 RSSHR ERS 
(3.10.10)。 以 表 示 让 下 列 各 种 集 所 成 的 集 : Q 内 的 开 区 疗 ; 属于 MH 
集 在 Q 内 的 余 集 ;还 有 这 种 余 集 与 Q 的 任意 开 区 间 的 交 ， 试 证 人 是 Q 上 的 
某 个 拓扑 E, I 精 于 Ia 因而 了 是 分 离 的 。 试 证 Q 中 关于 拓扑 收 
伍 的 序 别 只 有 有 限 个 不 同 的 项 ,但 拓扑 KERK, BA Q 是 可 数 的 ,并 
且 关 于 括 扑 2，G@ 的 每 个 点 都 是 由 该 点 的 分 城 组 成 的 一 个 可 胜 族 的 交 ， 但 是 
ATAMA Q 的 每 个 点 没有 可 数 的 基本 邻 起 系 。 利 用 《12.4.3) 证 明 , 册 
RI 精 于 一 个 可 度量 化 拓扑 ,但 却 不 是 可 一 致 化 的 ， 

5) 设 是 满足 下 述 条 件 的 拓 外 空间 ; 对 每 个 * 6 与 在 E 内 的 每 个 
WAV, FEER [0,11 的 连续 阮 射 ,使 得 C) =L 且 当 ye 8 一? 时 ， 
G) 一 0。 试 证 王 是 可 一 到 化 的 

由 此 拟 煌 ,若是 这 样 的 拓扑 空间 , 它 的 每 个 点 都 有 一 个 在 互 内 为 闭 的 
B, 使 得 这 个 闭 名 域 是 可 一 到 化 的 子 空间 , 则 E 是 可 一 致 化 的 。 能 否 在 这 
DEPEN HE? (参阅 12.3, 问题 60) ,) 

6) 对 每 个 ç R SEDEER n 以 Da(*) 表示 区 间 [z, z + lS 
] 一 * — 1a, 一 拒 KEME R LARE NEI VER LARRE 
是 不 可 比 的 ,而 对 每 个 *e RR, 上 述 OC) 构成 = IEE IRR. WES 
是 可 一 玛 化 的 (利用 问题 5)， 关 于 这 个 拓 和 ,每 个 点 都 具有 可 数 的 基本 邹 域 
系 ;并 且 存在 处 处 稠密 的 可 数 集 ; 但 是 不 存在 关于 I 的 开 集 可 数 基 ,， 因 而 7 
不 是 可 度量 化 的 。 同 梯 去 证 明 了 在 RR 的 区 间 £= [—1,1] 上 的 诱导 插入 不 
是 可 度量 化 的 ,但 赋予 该 拭 扑 的 三 却 是 紧 的 。 


5. 可 一 致 化 空间 的 积 


设 E, E, 是 两 个 拓扑 空间 ， 在 积 集 E x E, 上 ， 考 感 形 如 

4, X 4; 的 集 的 (任意) 并 所 成 的 集 分 ， 其 中 4, 是 E, 内 的 开 集 而 

43 是 E; 内 的 开 集 。 R S 是 上 的 一 个 拓扑 ， 因 为 显然 它 满足 

(0); 又 对 于 E, 内 的 开 集 A B, 与 E, 内 的 开 集 4 Bo 有 关系 
(A, x AD NCB: x B) = (AB) x (ANB), 

P 3988 (O). 这 个 拓扑 称 为 E, 的 拓扑 与 E, 的 拓扑 的 积 扰 
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扑 ; 赋 予 这 个 拓扑 的 也 称 为 E, 与 E, 的 积 空间 ， 设 * 一 (zx) 是 
E 的 任意 一 点 ， 则 当 V, 取 遍 x;(i 一 1,2) 的 基本 邻 域 系 时 ， 集 
V, X V ,在 E 内 形成 点 x 的 基本 领域 系 (3.9.3)， 由 此 推出 连续 性 
判断 准则 (3.20.4) 对 任意 两 个 拓扑 空间 的 积 仍 然 有 效 . 

当 ACE ACE i, 关系 式 4, x 4, — A x A 仍然 成 
A. 因为 对 每 个 点 《si，%?)《 忆 与 该 点 的 每 个 形 姐 V, x V, 的 邻 
域 ( 其 中 V, 是 a HBR, i= 1,2), 当 且 仅 当 两 个 集 VNA 
公信 4， 之 一 为 空 集 时 ，(P: X VANC X 4) = (V, nA) X 
TND 才 是 空 的 。 

对 每 个 we E R Ca) x EDNA x 4) 或 者 是 空 的 ， 或 
者 等 于 (la) X 4;， 因 而 映射 mm 一 Gaz) 是 EF， 到 EE 的 于 空间 
{a} x ,上 的 同 且 (同样 地 , 对 每 个 me E,, Met z, — Ga) 是 
E, E 的 子 空间 E, X {a} ERRE) 由 此 立即 得 到 ,命题 
(3.20.12) 与 (3.20.13)， 还 有 连续 性 准则 《3.?0.14) 5 (3.20.15) 
在 一 般 情形 下 仍然 成 立 。 

# E, 与 E, 是 分 离 的 ， 则 E, x E, 也 是 分 离 的 。 因为 如 果 
r= (zu z) 55 y = Oo y) AAR, Pi, 设 x; > yo 则 在 E, 内 
存在 六 的 邻 域 吉 与 为 的 邻 域 了 ， 它 们 没有 公共 点 ， 王 是 E, x U 
5E X TV 分 别 是 x 与 ”的 邻 域 ,并 且 没有 公共 点 。 

# E, 一 En 则 典 则 对 称 (z,, z.) — Gas x) 是 E, x E, 到 自 
AWAK TAKSAA. 

我 们 可 以 同样 地 定义 任意 有 限 个 拓扑 空间 的 积 ; 由 这 个 定义 
可 以 直接 推出 , 使 (E, x E) x E, — E, x (E, x E) 的 “结合 ” 
AURERE. 

下 面 要 特别 考 起 E, 与 E, 是 可 一 致 化 空间 的 情形 ， 此 时 积 空 
阅 五 也 是 可 一 致 化 的 ， 更 明确 地 说 , 设 (Pers Puen 分 别 是 
定义 E, 5 BE 的 拓扑 的 两 个 伪 距 离 族 , 令 

ex) = dP prspny), eË (a, y) = dP ptr priy)» 

则 ec 外 与 c 名 是 E 上 的 伪 忠 离 , 而 且 由 上 面 给 出 的 邻 域 定义 , RIE 
证 明 当 1e 工 与 we M 时 , 伪 距 离 cf 与 e 所 成 的 集 定义 了 三 上 
. 16. 


的 积 拓扑。 

这 就 导致 推广 到 不 一 定 是 有 限 个 空间 组 成 的 族 的 积 的 概念 ; 
我 们 仍然 限于 可 一 致 化 空间 的 情形 . 

设 (Eae: 是 可 一 致 化 空间 的 任意 一 个 族 , $ E = [] Ea 


对 每 个 ae I, 设 Wiere 是 定义 已。 的 拓扑 的 代 距 离 族 。 如 果 对 
E= [I EB。 的 每 对 元 x，y, 令 


(12.5.1) esa(z,y) = daalprax, Pray) 
则 显然 这 些 eo, 都 是 王 上 的 伪 焉 离 。 4a BOB I BHEN ael, 
A BOB L.l, H cw 所 定义 的 上 的 拓扑 ， 称 为 Ee 1) 的 拓 
扑 的 积 拓扑 ; 而 赋予 该 拓扑 的 E, RA E.Cee 1) 的 积 空间 。 4 
I= {1,2} 时 ,我们 又 回 到 上 面 给 出 的 定义 。 

对 每 个 有 限 族 (jp):<rca 与 每 个 正 数 的 有 限 族 Cico 可 
以 把 集 BC; Cos 122, CO) BA [I Bo 这 里 当 asa 时 ， 


Ba = B (prae GD), Cr), 1 取 遍 使 得 % 一 o; 的 指标 ;而 当 “ 58 
于 所 有 这 些 as B, B= S., 考虑 到 (3.6.4), 由 此 可 立即 推出 : 
(12.5.2) 对 每 个 ae I, pra 是 到 E, LAURAT, BE RIE 
个 开 集 在 pr 下 的 象 是 E. 内 的 开 集 . 

(12.5.3) 对 工 的 每 个 有 限 子 集 召 与 每 个 族 (U。)cen (EP U, E: 
5。 内 的 开 集 ,a《 H) 集 [| ux I E。 在 E 内 是 开 的 。 


ach ye 、 
事实 上 ,这 个 集 是 关于 ee H BJ 3 prr (UO 的 交 , 而 pra (Ua) 
是 开 的 《12.5.2) 并 且 只 有 有 限 个 . 

(42.5.3) 中 描述 的 集 称 为 的 基本 集 ; 上 面 关于 领域 的 描述 
《并 考 志 到 (3.9.3)) 表明 ,这 些 集 形 成 五 的 拓扑 基 。 这 也 附带 证 明 
了 ,在 上 定义 的 拓扑 只 依赖 于 E。 的 拓扑 ， 而 不 依赖 于 定义 E, 
的 拓 丰 的 伪 滤 离 族 (aa). Mhh E 8。 是 E, 的 拓扑 基 , 则 对 一 切 
a (ET U. c 3。 的 基本 集 也 构成 的 拓扑 基 。 应 当 注 意 ， 如 果 了 
是 无 限 集 ， 且 对 每 个 ce l,U, 是 E, 内 的 非 空 且 蜡 于 E。 的 开 集 ， 
m J] 5 不 是 内 的 开 集 。 


aer 
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12.5.4) 对 每 个 族 (djeef《 对 一 切 Ee7 WA ACE) 着 令 
A= H da 


aat 
则 
4= J] +; 
act 
特别 地 , 若 每 个 4。 在 Es 内 是 闭 的 , 则 4 在 内 是 闭 的 。 
事实 上 , 对 一 切 w€ 1, 有 pre(A)Cprs(4) = 4。((12.5.2) 与 
(3.11.4)), 因而 4c 11 Aa BHM a= (a) ET] Aa #n 


aer 


果 壹 虑 含有 。 的 基本 集 0 一 J U。 x TE Eo WINER% 


deN ae- 


与 4 的 交 是 [[ NU) H 4a 839480W,84 2.3, 


iin ain . 
因而 每 个 4. 非 空 ,所 以 UN 4 A 2, 这 表明 ae A, 
(12.5.5) 设 z 一 f(z) 一 Gae ERENER F 到 E 的 里 射 , 则 
为 使 在 点 me MER, JH R SAB fa EA m AiE 
#. 

事实 上 ;对 每 个 基本 集 V 一 H V。 x H E., 有 


JEH I 


ro = N (02. 


(125.6) 设 Ge) 是 瑟 中 的 一 个 点 列 ， 出 为 使 。=~ G) 是 序列 
GO 的 极限 ， 必 须 目 只 须 对 每 个 ne T, a, 是 序列 (r)a 的 
BIR. f : 
这 是 《12.5.5) 与 极限 定义 的 直接 推论 . 

特别 是 ,如果 所 有 5。 痢 等 于 同一 个 空间 F, MI AF HRS 
#€ F! 是 由 了 到 的 映射 组 成 的 序列 《ws)s>，《 关 于 积 轿 扑 ) 的 极 
限 ,就 是 对 每 个 a 1 序列 (a《o))。> 在 F 内 具有 极限 (O), E 
KAE T RANEI H «PAREA Cn) 的 简单 梳 限 ， 或 者 称 
序列 (xn) MERRET c 
(12.5.7) 车 空间 E. BESSE WAZH WESEN, 


s 18 s, 


事实 上 , 若 * y, 则 存在 ce 1, 使 得 prox = prey, BEREH 
RÆ (12.44), # 46 L,, E das(prx proy) #0, AI 
Canlas y) = 0; 再 由 (12.4.4) 即 得 所 需 的 结论 ， 

(12.5.8) 可 度量 化 (相应 地 ,可 度 其 化 与 可 分 ) 空 间 的 可 数 族 的 积 
也是 可 度量 化 (相应 地 ,可 度量 化 与 可 分 ) 的 . 

事实 上 ,根据 (12.5.7), EESK. 为 证 明 E 是 可 度量 化 
的 ,只 须 应 用 (12.4.6)》 与 积 空间 上 伪 距 离 的 定义 即 可 。 假定 已 一 


TI Eo 其 中 E, 是 可 度量 化 与 可 分 的 3 于 是 对 每 个 存在 E, 的 
pa 

一 个 可 数 丘 扩 基 Umno 对 每 个 正 整数 a ik S, 是 互 内 形 如 
立 Urpi X H E, 的 基本 集 所 成 的 集 , 其 中 f Ek {1,2,*…sn} 


Rh 


到 NiE 由 于 M 是 可 数 的 (1.9.3), 所 以 S, 3 ke 8k: 
的 (1.9.2)。 我 们 已 经 看 到 ， 这 些 %, 3 S 是 卫 的 一 个 拓扑 基 
(12.5.3); 由 于 急 是 可 数 的 《1.94)，, 所 以 瑟 是 可 分 的 《3.9.4)。 
(12.5.9) 紧 可 度量 化 空间 的 可 数 族 的 积 是 紧 可 度量 化 空间 


设 (En) 是 紧 度量 空间 序列 ; HFE FE = H E, ERR 


化 的 (12.5.8), 因 而 只 须 证明 瑟 中 任何 点 列 (xs) 都 有 骸 值 (3. 16.1), 
按 下 面 的 方式 对 mw 之 0 用 归纳 法 定义 中 的 点 列 Gha: P= 
io; 对 m l, GPa 是 序列 Gha 的 子 序列 (换言之 ， 存 
在 严格 递增 映射 wo: N— N, WE < 一 x" 码 )， 使 得 序列 
(Prati am 在 En 内 收 化 于 点 ass 由 于 En 是 紧 的 ， 所 以 这 总 是 
可 能 的 。 然后 在 互 中 考虑 由 ys 一 x; 组 成 的 序列 《Cantor 的 对 
角 线 方法 ), 若 令 to 一 Papat p 则 有 y, 一 zo, RRE 
NA $,G) > haaa 一 1), 故 序列 (y,) 是 《xo) 的 子 序列 。 另 一 方 
面 ,对 每 个 m, 序列 (ye)w>m 是 序列 G)... 的 子 序 列 、 因 而 序列 
《prmyo)s>n 收敛 于 ame 而 由 于 席 列 《prmys)n>s 与 序列 《proyw)s>m 
只 差 有 限 项 ,所 以 序列 (prmys)w> 也 收敛 于 ams 因而 序列 《yw) 收 
AFA a = Can) (12.5.6)。 
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fal 题 


1) 试 证 两 个 氢 紧 拓扑 室 间 〔〈12.3 问题 6)) 的 积 是 拟 紧 的 . 

2) 试 证 拓扑 空间 EE 是 分 离 的 必要 充分 条 件 为 E x E 的 对 角 线 (1.4.2) 
EEx EE 内 是 闭 的 。 

3) 对 任意 拓扑 空间 族 (ze)esr 的 积 E = N E, 《这些 拓扑 空间 不 一 定 
是 可 一 致 化 的 )， 试 证 (12.5.3) 中 定义 的 基本 集 形成 了 的 一 个 拓扑 基 , 相应 
的 拓扑 称 为 Ela € DD 的 拓扑 的 积 拒 扑 ， 试 对 于 这 个 拓扑 推广 性 质 (12,5 .2》 
到 (12.5.7), 

4) 设 E= H E. 是 分 离 拓扑 空间 的 积 ， 这 里 每 个 E 至 少 含有 两 个 不 
同 的 点 das 如。 对 每 个 指标 ael, k ca ED, WE: pre. 一 to， 而 对 
Ba, 有 proca = sp。 试 证 在 E 内 , 集 (<)eer 的 每 个 点 都 是 孤立 点 . 

由 此 推 类 ,为 使 E 的 拓扑 具有 可 数 基 ， 必 须 且 只 须 了 为 可 数 ， 并 且 每 个 
的 拓扑 者 具有 可 数 基 . 

WIE ERIR, IA “ 一 (4。) 没有 可 数 基本 邻 域 系 ， 进而 设 对 
a, E, 只 由 两 个 点 ,5 组成， 并 设 OC E 是 满足 下 述 条 件 的 = € ER 
集 : 除 至 多 可 数 个 指标 外 , 有 pror = ba, WUE F E E KAR BEREE 
F 中 的 序列 ,使 得 o = (2。) 是 这 个 序列 的 极限 

5) 设 K 是 由 两 个 数 0。1 构成 的 离散 空间 ，4 ETRE, E 是 积 空间 
K4。 设 V 是 内 的 非 空 基 本 集 , h 是 使 得 PreV 对 的 指标 “的 个 数 ( 它 是 有 
限 数 ), 令 以 = 2? 《参阅 (13.2177: 

a) 试 证 ,车 0:，:…… ,0。 是 两 两 互 不 相交 的 非 空 基本 集 ; 则 

D Us 


r= 
(SU, A W. x KP 的 形式 , 其 中 B 对 所 有 指标 都 相同 ,并 且 是 4 的 一 个 有 
限 子 集 的 余 集 .) 

P) Ha) 推断 , 基 (Virer 是 下 的 两 两 互 不 相交 的 非 空 开 集 族 ， 则 上 至 
多 是 可 数 的 ， 尽管 在 王 内 可 以 存在 具有 任意 基数 (对 适当 选取 的 41605 Cy 


1) 如 12.4 节 问题 4 那样 , 这 个 例子 表明 ,与 可 庶 其 化 空间 的 情形 (参阅 (3.13.3》 
与 GG.13.4)) 相反 , 在 一 般 的 拓扑 空间 中 (甚至 在 分 离 可 一 致 化 空间 中 》、 对 于 
研究 这 些 空间 的 拓扑 ， 只 丰收 倒序 列 的 知识 是 不 够 的 ， 为 了 得 到 相应 的 结果 ， 
必须 用 更 一 般 的 方 系 的 概念 来 代替 序 询 的 概念 (参阅 [5 12. 
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ER c 的 所 有 点 在 五 内 者 是 弧 立 点 。 此 外 ，* 试 证 车 直 的 基 效 严格 大 于 PONG 
的 基数 , 则 在 E 内 不 可 能 存在 处 处 出 密 的 可 数 集 。 

6) BRAA S. aB 是 4 的 形 如 H M 的 子 集 的 集 ， 其 中 除了 属 
于 革 的 一 个 至 多 可 数 子 集 的 指标 汪 E, BE Fr x. =K, 试 证 加 是 K4 LE 
个 分 离 拓扑 的 基 , 这 个 拓扑 精 于 K 上 的 积 拓扑 ， 且 当 4 为 不 可 数 无 限时 , 它 
不 是 离散 的 ， 试 证 对 子 这 个 拓扑 ， 可 数 个 开 储 的 交 是 开 尝 ; 没有 一 个 点 具有 
可 教 基本 邻 域 系 ;并 且 任 何 拟 紧 耶 集 都 是 有 限 的 。 对 于 这 个 拓扑， 射影 函数 

` Pra 是 连续 的 ;由 此 推断 , K* 对 于 这 个 拓扑 还 是 可 一 致 化 的 (12.4 问题 5)). 

7) Ë r RURE D 11, 融 予 由 灵 的 拓扑 诱导 的 拓扑 ， 试 证 每 个 可 
分 可 度量 化 空间 五 同 昨 于 积 空间 性 的 一 个 子 室 闻 《归结 为 上 的 是 次 4 < 
1 的 情形 ;考虑 在 5 PARALIA ES Cn) 与 函数 dlan), 

8) 采用 问题 7 的 记号 , 试 证 在 可 一 致 化 积 空间 7 内 ,7 到 【的 过 续 映射 
所 成 的 子 空间 是 处 处 稠密 的 。 由 此 推断 , BAV 没有 开 集 可 数 基 ( 问 题 +) 
但 在 己 内 存在 处 处 稠密 的 可 数 子 党 ， 

9) 试 证 若 7 是 尺 的 非 空 开 区 间 , 刘 不 可 能 存在 1 到 积 空间 NY 的 具有 
王 述 仁 质 的 非常 入 映射 ; 对 每 个 *“ 与 每 个 正 整 数 n, 在 1 内 存在 * 的 驾 
域 户 E-i EV, ERACO) 的 前 = 项 与 序列 FC) 的 前 * 项 都 相沿 ( 注 
意 由 这 个 条 件 可 推出 / 是 连续 的 ,并 利用 (3.19.7))。 

10) a) 设 E 是 拓扑 空 闻 ,4 是 EF 的 非 空 闭 于 染 .。 RE 是 E 一 4 与 单 苑 
BE {%} DAR AH O EE 的 如 下 子 集 加 所 城 的 染 ， 或 者 是 5 一 4 的 
开 集 ,或 者 U 形 如 (CV 一 A)U (oy, 其 中 了 是 R 中 包含 4 的 开 集 、 试 证 分" 是 
5B" 上 的 一 个 拓扑 ; 以 E/4 RRRA E. 对 "eE — 4, £ 
PE) = ri 对 #* E44 Q pC) = w; 试 证 9 是 E 到 EF/4 上 的 连续 映射 此 
外 ,如 果 E 到 拓 半 空间 F 的 连续 映射 在 4 上 取 常 值 , 则 它 可 以 礁 一 地 写成 
f = gop 的 形式 ,其 中 :2/4 一 是 连续 的 . 

b) 假定 是 可 度量 化 的 与 紧 的 ; 设 4 是 定义 E 的 拓扑 的 一 个 距离 ， 而 
(Ws)ro 是 E 一 4 芍 拓 扩 基 ， 令 f(x) = d(x,4); nDL $ f(z) = d(x， 
F — W,); HEG KE) = (C) ERY, RIE (E) 是 RN 的 紧 邓 空间 ,并 
BREF E/4, 从 而 证 明 5/4 是 可 度量 化 的 与 紧 的 . 

中 REER E= R, 4 = Z, Rl a) 中 定义 的 空间 BA4 不 是 可 度量 化 
的 (参阅 3.6 的 问题 ). 
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6. 局 部 有 限 覆 盖 与 单位 分 解 


在 拓扑 空间 五 中 ， 瑟 的 子 集 的 一 个 族 〈4。)。er 称 为 局 部 有 限 
的 ， 如 果 对 每 个 点 ze E, 存在 * £ E 03658 U, 使 得 除去 有 限 
个 指标 ae IAUNA 一 B. WR E ERER, 则 对 的 
BARTEK, FEK 一 个 覆盖 ， 它 由 有 限 个 的 点 在 E 内 的 
邻 域 所 组 成 ,这 些 邻 域 中 每 一 个 只 与 有 限 个 4。 相交 ; 因而 天 只 与 
有 限 个 4. 相交 。 

给 定 拓扑 空间 互 隐 两 个 覆盖 (ers (Buens 如 果 对 每 个 
pe 对 ， 存 在 16 工 , 使 得 B.C A, WEE G) MF C42). 
(12.6.1) 设 EE 是 可 分 、 局 部 紧 、 可 度量 化 空间 ，3 是 互 的 开 集 的 
一 个 基 , 则 对 五 的 每 个 开 覆 盖 ie 存在 由 属于 Š 的 相对 紧 集 
组 成 的 可 数 开 覆 落 《8。), 使 得 〈B。) 是 局 部 有 限 的 且 精 于 AD 
因而 每 个 B, 只 与 有 限 个 集 B, 相交 ， 

已 知 (3.18.3) 存在 相对 紧 开 党 的 递增 序列 《U。)。>。。 使 对 每 
+a, 有 到 CU EH E= U U... & Kem U, — U... 当 


n> Ont, K, E SOS ils, M n < onf, e U, = 8$). 对 
每 个 s2>0, FÈ U, a U 是 K 的 一 个 邻 域 ; 因而 对 每 个 
x€ Ks， 存在 * 的 开 邻 域 We Š, 它 包含 在 Usps 一 Dr 内 且 包 
含 在 某 个 4; 内 。 存在 有 限 个 点 w € K,(1 SiS p), 使 得 相应 
WJ Wi 形成 Ks 的 覆盖 。 设 (8。) 是 集 wt (Hh m 2 0, 而 对 
每 个 mn, 1 < í < Ph) 按 任 意 次 序 排 成 的 序列 ， 显 然 《8。) 是 由 相 
对 紧 集 组 成 的 精 于 《4,)xer 的 开 覆盖 .于 是 间 题 归结 为 证 明 这 个 
覆盖 是 局 部 有 限 的 。 设 z 是 的 点 ,7 是 使 得 xe U, 的 最 小 整 
W. BT eX Uno 故 存在 z 的 邻 域 了 ， 它 包含 在 U 中 上 且 与 Usi 
不 相交 ;因此 ,了 只 能 与 满足 "一 2 <m=< n + 18583 W 相交 ， 
而 这 些 集 只 有 有 限 个 . 

《12.6.2) 设 C4,) 必 可 度量 化 空间 忆 的 局 部 有 限 可 数 开 福 盖 , 则 
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存在 瑟 的 并 性 盖 (8。)， 使 对 一 a, A B,CA,. 
我 们 对 = 归纳 地 定义 族 (Ba), 使 对 一 切 n, 有 B,CA,, EX 
每 个 4 由 B,G < x) 55 AG > n) 组 成 的 族 是 的 一 个 开 覆盖 ， 
若 对 # < m EE XT Ba 因而 Brn < m) 与 A.G 2: m) 形成 E 
的 一 个 覆盖 。 RCE — mib B, 与 指标 了 m + 1 p 
4 的 并 ,由 上 所 述 , 有 一 4sCC， 我 们 来 证 明 , 存 在 开 集 V, 使 
. 得 一 4mnCVCPCC, # E — Am WIRY = g; # c=E, 
WIRY = E; 8 F 一 4 与 了 一 C 都 非 空 , 则 存在 EB 到 [0, 1] 
的 连续 映 寻 f, 它 在 一 4 上 等 于 0, 在 互 一 C 上 等 于 1(4.5.2)3 


PERV AER f(y) < 十 的 点 ”所 成 的 开 集 , 则 F BATER 
1G) < + RAY 所 成 的 闭 集 内 ,因而 包 售 在 C 内 ， 令 B, — 一 
F, 就 有 


M 


B,CE— VCA,, B,UC = E, 
所 以 指环 n <m 80 B。 满 足 所 提 的 条 件 ， 从 而 妇 纳 过 程 可 以 继续 
进行 。 由 于 对 每 个 xe E, 存在 z; 使 对 mm > n, f x € A, 所 以 
BARA k < a, 使 得 x Br. 故 (Bs) P: E URE. 

WREE (4) 是 有 限 族 ,显然 同样 的 推理 仍然 适用 。 

给 定 拓扑 空间 E 与 E 到 实 向 量 空间 F 或 E 到 及 的 映射 1， 
HEROE Sup) EXA E 内 满足 下 述 条 件 的 最 小 闭 集 s: 
EE-S f(x) 一 0。 换言之 ，Supp(f) 是 使 得 fx) = 0 的 点 
zE EE 的 集 在 五 内 的 闭 包 ， 也 可 以 说 , 它 是 满足 下 述 条 件 的 点 re 
ERR: 在 x 的 每 个 邻 域内 ,存在 点 y, ERO) = 0. 

设 (fo)ver 是 E 到 (相应 地 ,到 R) 的 晓 射 的 一 个 疾 , 且 这 
些 大 的 支 集 形成 局 部 有 限 族 。 册 对 每 个 =e Ë, 和 >， G) 有 定 


z< 


义 , 因 为 它 只 含有 有 限 个 非 零 项 ,我 们 以 S, f 385838 
ri 


DHAOR 


nET 


WRF E R, REDRESE EAA 
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间 (12.13)), 且 每 个 大 在 5 内 连续 , 则 f 一 >) 刀 也 连续 。 事 实 


E, 对 每 个 <€ E, #efE >z BJ SER V , 它 只 与 有 限 个 js 的 支 集 相 
交 , 因 而 存在 了 的 有 限 子 集 理 , 使 对 一 切 》e V, 有 


IO) = 21 fn). 
zen 


下 上 的 单位 连续 分 解 定义 为 王 到 [0,1] 的 连续 映射 的 一 个 族 
Ges 满足 下 述 条 件 : (ae D 的 支 集 形 成 局 部 有 限 族 , 且 对 一 
BJre E, # 了 f(x) 一 1， 设 (4。)aer Ë ENFES, 具有 相 


£ 
同 的 指标 集 I. 如果 对 一 切 at 1 有 Supp 《fs) 忆 4。， 则 称 单位 分 
解 Goer 从 属于 覆盖 CA). . 
《12.6.3) 对 于 可 度量 化 空间 的 每 个 至 多 可 数 的 局 部 有 限 开 覆盖 
(A), 存在 互 上 的 单位 连续 分 解 G) 使 得 G$) MET Cre 
事实 上 , 设 (Bu) 是 8 的 一 个 开 覆 盖 , 使 对 每 个 #, 有 B,C A, 
(12.6.2)。 PREH (B) 是 局 部 有 限 的 。 根据 (4.5.2), 对 每 个 
n, FEER [0, 1] 的 连续 映射 ho EE B, 内 有 如 (x) 一 1， 而 


#E-— ARM) =O, Q gm (h 一 十 ， 则 Supp) 包 


含 在 使 得 h(x) 2 1/4 的 点 x 所 成 的 集 内 ,因而 包含 在 A, 内 。 令 
g = Ee 由 于 《Bs) 是 五 的 覆盖 ， 所 以 对 一 切 xE E, 有 gl) > 
0, 因而 fs = gv/8 在 E 内 有 定义 且 和 连续， 这些, 就 形成 具有 所 述 
性 质 的 单位 分 解 。 
(12.6.4) 设 E 是 可 度量 化 空间 ，KK EERTE, (ADe 是 
天 的 一 个 有 限 履 盖 ， 其 中 4,G < £ < m) EEREN E, WAE 
E 到 [0, 1] 的 下 个 连续 映射 fo EHI << m, 有 SGS 
As 而 对 一 切 we 互 ,有 >: RO < 1; 且 在 天 上 有 > 及 (2) 一 
i K 

” 事实 上 ,只 须 考 眼 从 属于 由 A= E— KH AG S k< m) 
组 成 的 E 的 开 覆 盖 的 单位 连续 分 级 (fi)oeren. 
《12.6.5) 附注 。 设 多 是 E 到 民 的 连续 映射 集 的 子 集 ,具有 下 放 
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性 质 : 

1° 对 于 互 的 任何 一 对 没有 公共 点 的 非 空子 窗 间 M, N, 其 中 
是 紧 的 丽 N 是 闭 的 , 存在 属于 多 的 非 负 函数 1 使 得 f 在 N 上 
等 于 0 而 在 对 上 不 小 于 13 

2° 若 Q). 是 属于 多 的 函数 的 一 个 族 ， 而 这 些 函数 的 支 
集 形成 一 个 局 部 有 限 族 , 则 > h 属于 名; 


3° BIET HHH z € E 有 f(x) > 0, 则 对 任何 函数 ge 
=, ARTF. 

此 村 ， 当 所有 4, 为 相对 紧 时 ， 如 内 还 附加 fs 属于 .多 的 条 
件 , 则 (12.6.3) 与 《12.6.4) 的 结论 仍然 成 立 ,其 证 明 不 变 。 


7. 半 连 续 函 数 


在 这 一 节 中 ,特别 在 第 十 三 章 中 ,我 们 考虑 集 4 到 完全 实 直线 
下 的 映射 (这 样 的 映射 也 称 为 实 值 函数 )， 我 们 还 把 这 样 的 函数 称 
为 有 限 实 什 函数 ,如 果 它 在 每 个 点 a€ 4 处 的 值 是 有 限 的 , 即 如 果 
Ka)CR, # (a) 存在 有 限 上 界 (相应 地 , 有 限 下 界 ), 就 称 函数 
f 为 上 有 界 的 (相应 地 ,下 有 界 的 ); £K) 同时 存在 有 限 上 界 与 
有 限 下 界 , 则 称 f 为 有 界 的 ;此 时 显然 有 厌 4)C 民 . 

我 们 记得 〈(4.1.8)，(4.1.9) 与 (3.15.5)), # ËR x R WRA 
(+, 一 oo) 与 (一 co, +00) 外 ,函数 Cery) — z 十》 有 定义 且 
连续 ; 除 点 (十 co， 0), (~, 0), (0, +co), (0, 一 co) 外 , 函数 
Cey) xz 有 定义 且 连 续 ; 在 碳 内 , 除 点 0 外 ,函数 -> 1/z* 有 定 
义 且 连续 ; 对 定义 在 10, too] 上 的 函数 z — 1/x，, 在 点 0 处 给 以 
函数 值 +o, 就 可 以 连续 延 拓 到 艳 的 区 间 10, +co] k. 

BERRIAN, f 是 到 完全 实 直线 中 的 映射 。 f 称 为 在 
A xe € E 处 下 半 连 续 (相应 地 , 上 半 连 续 ), 如 果 对 满足 = < JG) 
GEH, a > JG)) 的 任意 we R, 存在 ,mm 在 E KDPR V, E 
对 一 切 ze V, 有 o < fz) GHS, a> Hx))。 如 果 f 在 E 的 
每 个 点 处 下 半 ( 祖 应 地 ,上 半 ) 连 续 ,就 称 它 在 内 下 半 ( 相 应 地 ,上 
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半 ) 和 连续 . 

这 样 ，f 在 点 me 二 处 连续 意味 着 f 在 该 点 处 同时 是 下 半 连 
续 与 上 半 连 续 的 。 

显然 ,如 果 f 在 点 处 下 半 连 续 ， 则 一 / 在 该 点 处 上 半 连 续 ， 
这 就 允许 我 们 只 限于 考虑 下 半 连 续 函数 ， 

设 中 是 拓扑 空间 到 的 映射 , 它 在 点 pe 处 连续 ,而 了 在 
点 各 一 p(yo) 处 下 半 连 续 , R| Jep 在 点 yi TEES. 特别 闻 ， 
如 果 F 是 的 于 空间 , 且 f 在 点 ye F 处 下 半 连 续 , 则 用 也 在 该 
点 处 下 半 连 续 , 
(12.7.1) 例 ，E 到 下 的 映射 + 称 为 在 点 z€ E 处 取 到 相对 极 小 
值 ,如 果 存 在 点 xe BRV 使 对 一 邹 xEV， 有 Ke) 2 f(xo); 此 
时 了 在 点 xm 处 下 半 连 续 。 显 然 , 当 fxo) 一 一品 时 ,了 在 点 处 
取 到 相对 级 小 值 . 

定义 并 如 下 对 每 个 ze R, x 是 无 理 数 ， 则 令 fw) = 0; 
# x 是 有 理 数 且 等 于 不 可 约 分 数 p/9 (其 中 q > 0), 则 令 f(x) 一 
1/9。 对 每 个 非 负 整 数 "。 使 得 2 < ”的 有 理 数 p19 所 成 的 于 空间 
在 尺 内 是 闭 的 与 离散 的 ; 因而 对 每 个 无 再 数 z, 存在 * 的 邻 域 了 ， 
使 对 一 切 ye V, 有 f(y) < 1fn; KAR f 在 点 z 处 连续 。 另 一 
方面 ，f 在 每 个 有 理 点 处 取 到 相对 极 大 值 ， 因 而 它 在 尺 内 上 灶 连 
续 。 

(127.2) 为 使 五 到 RORA I EEA TEES, AERES 
每 个 we R, 使 得 f(x) >a 的 点 zx 的 集 de, +oo]) 在 E 内 是 
开 的 (或 等 价 池 ,使 得 f(x) < a M x 的 集 PCL So aT) 在 B 内 
RHN). 

事实 上 ，f EERTFEEREKENE ac R, 集 r'e, 
十 oo]) 是 它 的 每 个 点 的 邻 域 (3.6.4). 

对 定 的 任 一 子 集 4,4 的 转 征 渗 数 ( 常 以 p4 表示 ) 定 义 为 E 
到 办 的 映射 ， 使 对 一 切 x*e 4, B 2 G) = 1, 而 对 一 切 *€ E — 
As 有 0 G) = 0, 特别 地 ， 我 们 有 ps — L, ps 一 0 以 及 下 面 的 
关系 : 
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(12.7.3) pe-a = l — p< 
Pape > panas Pa + ps Paue T panas 
Pancs = pa — papn; |pa— Psl 一 panca + penca? 
` k 
inf(g@,) 一 Pax? PPa) = puas 


其 中 A B 是 E 的 任意 两 个 子 集 ,而 (4) E E IS T ki iE— + 
É. 

(12.7.4) 为 使 拓扑 空间 E 的 子 集 4 在 内 是 开 ( 相 详 地 ， 闭 ) 的 ， 
必须 且 只 须 py 在 E 内 是 下 半 连 续 ( 相 应 地 ,上 半 连 续 ) 的 ; 

这 由 《12.7.2) ZEE. s 
(127.5) 设 f, g EIEN E H R DRAR CIHEA xo€ 
E 处 下 半 连 续 ， 则 函数 up g) 与 in£(f, g) 在 点 z Rb h F EE 
续 。 如 果 对 一 切 x€ E, f(x) 十 g(x) 都 有 定义 ， 则 f 十 g 也 在 点 
xo 处 下 半 连 绕 (4.1.8); 如 果 f 与 & 都 非 负 且 对 一 切 z€ E, R 
f(x)glx) 有 定义 , 则 fg 也 在 点 加 处 下 半 连 续 (4.1.9). 

我 们 对 + e 的 情形 加 以 证 明 ; 其 他 情形 的 推理 类 似 。 如 果 
f(xo) S gG) 等 于 一 00，, 命题 显然 成 立 ; 如 若 不 然 ， 则 JG) 十 
gG) > 一 .满足 a < JG) 十 eCe) 的 任何 数 we R 可 以 写 为 
& 一 8 十 7 的 形式 ,其 中 8 之 FG), y < gG) (只 须 取 这 样 的 >， 
使 得 @ 一 人 zo) < Y < g(xo))。 由 假定 ， 存 在 点 x B3 3658 Y, 使 
对 一 团 xEV, # 8 < fG) 与 7 < gG). 由 此 推 者 ， 对 一 切 z € 
V, # e= 8 + Y < G) + gx), 这 就 得 到 所 需 的 结论 ， 

同样 可 以 证 明 , 着 了 在 点 x 处 下 半 连 续 , 且 在 内 非 负 , 则 1/ 
J C JG) 一 0 时 令 1/f(x) 一 十 co) 在 点 处 上 半 连 续 . 

给 定 祭 EE 与 E 到 蚌 的 映射 的 任意 一 个 族 GO. Es R t; 
BEN x — supjo(*)《 相 应 地 ,x > int f,G0) 称 为 族 Gaa 的 上 包 


GAME, FEMTE sup fa OBB, inf 如 )， 显 见 
Eph) = if Ga), 
(12.7.6) W EERIE Ga: EERI R 的 映射 的 一 个 族 ， 
. 27， 


若 每 个 函数 在 点 me E kk FE ESE NIMR F 6128 
15 anh 
在 点 和 % 处 下 半 连 续 。 
事实 上 ,对 任何 2 < f(xo) 一 supf.G), 根据 假设 ， 总 存在 指 


标 8e 使 得 4 < Gal), HT fe EA xə Rb FEES, 所 以 存在 
点 如 的 邻 域 了， 使 对 一 切 z€ V, # 1 < kG); 加 而 对 一 切 xe 
V, # 2 <JG@). 

特别 有 . 
(12.7.7) 瑟 到 此 的 连续 映射 的 任何 一 个 类 的 上 (相应 地 , 下 ) 包 
络 是 下 (相应 地 ,上 ) 半 连续 的 、 

注意 ， 由 无穷 多 个 下 半 连 续 函 数组 成 的 族 的 下 包 络 不 一 定 是 
下 半 连 续 的 。 例如、 对 每 个 有 理 数 +, Ah RRR — ir) 的 特征 
函数 ; 它 是 下 半 连 续 的 《12.7.4)， 可 数 族 Gea 的 下 包 络 P 对 于 
任何 有 理 数 都 等 于 0, 对 于 任何 无 至 数 都 等 于 1 《换言之 ，f 就 是 
“Dirichlet 函数 ”1 一 pa; 参阅 (3.11.6))。 了 在 无 理 点 处 不 是 下 半 
连续 的 ， 

下 面 给 出 (12.7.7) 的 部 分 逆 命 题 ; 
(127.8) 设 了 是 可 分 和 可 度量 化 的 局 部 紧 空 间 ，f 是 E 到 RK 
T ESR. 假定 存在 (有 限 ) 实 值 函数 8， 具有 紧 支 集 且 在 互 
内 连续 ,并 有 1 六 g( 这 落 涵 在 某 个 紧 集 的 余 集 内 有 FG) > 0), W 
存在 具有 紧 支 集 且 在 E 内 连续 的 《有 限 》 实 值 函 数 的 递增 序列 
(Ca)， 使 得 f = supfa, 

需要 时 用 f 一 8《 它 处 处 有 定义 ) 代 赫 j, 就 可 以 限于 考虑 f 
非 负 的 情形 、 另 一 方面 ,只 须 证 明 ,存在 具有 紧 支 集 的 有 限 连 续 函 
数 的 可 数 族 ， 它 以 f 为 其 上 包 络 . 事实 上 ， 招 这 个 并 排 成 序列 
Gg.) I fa = sup(g,s 8)， 则 显然 序列 Ga) 就 是 所 提问 题 的 
解 . 

设 (Un) 是 互 中 相对 紧 开 集 的 递 赠 序列 , B. (Vs) 是 巨 的 覆盖 
(3.18.3); 设 z, 是 这 样 的 函数 ， 它 在 U, 内 等 于 ,在 E 一 Us 内 
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等 于 0。 显然 1 一 upg E g, TEER. Æ g 是 具有 紧 支 集 的 
有 限 实 值 连 续 函 数 的 可 数 集 D. 的 .上 包 络 , 则 f 将 是 Up, 的 上 包 


络 (2.3,6), 因而 又 可 以 限于 讨论 f 具有 紧 支 集 的 情形 . 

首先 假定 了 一 p4， 其 中 4 是 一 个 相对 紧 开 集 。 令 f(x) = n- 
inf(d(x, E 一 A), 1/n), 这 是 在 E 内 具有 紧 支 集 的 非 负 且 连续 的 
有 跟 实 值 函数 (3.11.8); 此 外 ,对 于 z € E — 4 或 者 对 于 dx; 一 
A) 2 1/n, fi f.GO) 一 1(x)、 让 此 即 得 f — sup, (3.8.9)。 


当 了 具有 紧 支 集 且 为 非 负 时 ， 可 以 限于 考虑 0 < F < 1 的 情 
形 、 此 时 ， 只 须 取 连续 函数 加, 使 对 一 切 z € E, 有 0 < (z) < 
1 事实 上 ,在 一 般 情 形 下 ;函数 请 一 J/ Q + 万 ( 它 在 Xe) 一 十 oo 
的 点 * 处 取 值 为 1) 还 是 下 半 连 续 的 (参阅 (3.3.2))。 如 果 我 们 有 
À = sup 《hn) ,其 中 如 连续 ,上 且 对 一 著 +E ,有 如 (x) < 1, 则 将 
有 f 一 sp Cfa) RE fa = haf (1 一 各 ), 而 所 在 E 内 是 有 限 的 并 
且 是 连续 的 . 

于 是 我 们 限于 考虑 0 < 了 所 1 B 具有 紧 支 集 的 情形 。 对 每 
个 整数 4 之 1, BEITR Ar = (kin, +oo]) (12:7.2) 的 递减 
有 限 序列 (其 中 0 < k <x — D, 这些 开 集 都 是 相对 紧 的 。 ,函数 


n= UWD ean TERA (121.5), BHs € 巨 有 0 < 
| 

fG) 一 gG) < 1/n; 因而 了 是 序列 (z) 的 上 包 络 ， 另 一 方面 ， 

每 个 Pan 是 连续 函数 序列 (fkns) 的 上 包 络 ， 所 以 z, 是 序列 

《hme) mt 的 上 包 络 ， 其 中 Amo — Gn) D, hima (2.311), E Aan 


k=1 
ER, BT z, < 1— (l/a), 故 hm 不 会 取 值 1, 而 显然 了 是 “二 
BOR On) Cn 2: 1, n 之 1) 的 上 包 络 (2.3.6). 
(127.9) 设 吾 是 非 空 的 紧 可 度量 化 空间 ，} 是 E 到 此 的 下 半 连 
续 映 射 , 则 至 少 存在 一 个 点 a& E, 使 得 Ka) 一 jnff(x) (换言之 ， 


f 取 到 它 在 上 的 下 确 界 )。 
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令 e= inf f(x)， BER DAREREI a) EA uE 

KE) E iof a, = g, KTR O ERES RR 
F, = f''—co,1,D) 

(12.7.2) 的 交 , 而 这 些 亲 集 形成 一 个 递 碱 序列 、 如 果 这 些 F, 的 交 
是 空 集 , 则 所 有 开 集 U, 一 E 一 F, RE EN-E. ATE 
是 紧 的 且 族 《Us)》 是 着 增 的 ， 及 而 就 会 有 某 个 U。 S+ E, 但 这 是 
不 可 能 的 . 

特别 好, 若 f 在 巨 上 不 取 值 一 oo, Wi EE LETER. 

对 完全 实 直线 屁 中 的 每 个 序列 Ga.) 序列 

Ya = inf 《xa+p)《 相 应 地 z, = sup Cxa4p)) 
s> > 

是 递增 的 (相应 好 , 递 碱 的 ), 因 而 有 极限 (4.2.1)， 令 
(12.7.10) 7 lim, inf Xu = lim (inf z, +) 


s= `p2>0 


lim, sup z, = lim Gup ap) 

显然 lim, spr 一 一 iim，jinf( 一 zs)， 这 全 我们 可 以 只 研究 下 极 
(a 
(127.11) 设 Ge) 是 R hE EA, MI lim, inf x。《 相 应 地 ， 
lim, sup xn) 是 序列 (xo) 的 最 小 (相应 地 ,最 大 ) 触 值 。 

FRE, Q a= lim, infr ERE AIR He < < < 与 
ENER m, 存在 = > m, Ee < inf re < 因而 存在 p > 
0, 使 得 c < zy < “， 这 表明 是 序列 (z, BD) M (3.13.112. 
如 果 z 一 十 c 《相应 地 , a 一 一 co)， 则 只 要 用 < 代替 c 《相应 地 ， 
c) 推理 相同 。 反之 , 着 b 是 (xw) 的 触 值 ， 则 它 也 是 每 个 序列 
Conse) oao AGARI BATE 6 > inf (enso) (3.13.7), kb S a, 

这 个 命题 表明 ,序列 (x。) 存在 极限 等 价 于 关系 


lim, inf x, =lim, sup xas 


以 共同 的 值 就 是 《x。) 的 极限 (3.16.4)。 
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别 -方面 ， 由 定义 推出 ， 对 R 中 的 点 列 Ce) 的 每 个 子 序列 
人 xD 有 
(12.7.12) lim, inf Xag Z lim, inf x,, 


《12.7.13) 设 王 是 分 离 拓扑 空间 ，f 是 到 R 的 映射 ， 它 在 点 
u € ETER WAT E RET lima, =a 的 每 个 点 列 G.D, 


有 
(12.7.12.1) lim, inff(z,). > fla). 


事实 上 ,对 每 个 上 < ila), 存在 4 在 三 中 的 邻 域 了 ,使 对 一 切 
VEV, 有 JO) Za; 又 存在 na 使 对 一 切 z> > ma 有 xz 6 V. 二 
WH n Z m bl, en) Sa, 命题 得 证 。 


问 x 


1) IE RAZ, RA E x R RAAT a, 试 证 pr4 到 点 
的 映射 >-int( 4(*)) 是 下 半 连 续 的 .反之 , 设 1: EOR ETEERAR M 
E xR RER OS 的 (x，y) 所 成 的 于 集 8 在 E x Ë 内 是 闭 的 。 

2) a) 设 E, 下 是 两 个 可 度量 化 的 局 部 紧 空 间 , x: EF 是 连续 映射 。 x 
称 为 正常 映射 ， 如 果 对 下 的 每 个 紧 子 梨 K, = (KO 总 是 紧 的 . 试 证 对 每 个 
ERCE), R TC) E E ROEE RESE U) 的 邻 域 , 其 中 心 是 
在 下 中 的 邻 域 。 

b) jte 是 E 上 的 下 半 连 续 实 信函 数 ; 对 每 个 rer, BIO) 是 在 集 
aO) 上 的 下 确 界 ( 若 aO) = p, ME (G) = + oo》， 试 证 地 在 下 内 下 半 
ER. 

c) 设 & Rejo, +co[ 上 的 连续 函数 Ca elar — 11; 对 每 个 
* € R, it) = Bee). WIE f 在 R 上 不 是 下 半 连 续 的 . 

3) 对 每 个 点 上 二 EC Q PX) = X" + iX" + o + &. 
试 证 存在 C" 到 县 的 连续 映射 :一 sx 人 全 与 C 到 R JF FESEYK M 0), 
使 对 一 切 +€ Cr, A P,(zG) + E) = 0 (F x 作为 P, 的 根 的 实 部 的 最 
KAHA (9.17.4). . 

4) 设 1 是 度量 空间 F 到 度量 空间 F 的 任 - - 快 射 ;对 每 个 EF, 设 Bx) 
£ f 在 * 处 关于 互 的 振 便 《3.14)， 它 是 非 久 实数 或 +00. WIER HR NR 
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OE AS E A 

5) WE ETER £ 是 到 及 的 下 半 连 续 映 射 。 设 点 a EE, 并 设 / 
在 点 "处 的 振幅 5(e) 是 有 限 的 。 试 证 对 每 个 se>0， 存 在 "在 E MBR 
V, 使 得 int 9(*)<e。 《证明 在 相反 的 情形 下 ， 就 会 存在 任意 邻近 。 的 点 x 
使 得 x) 取 任意 大 的 信 .) 

O lada 是 区 间 [0， 1| 内 醒 两 不同 的 点 的 -个 无 穷 序列 。 对 每 
ABO. D 5,…s6x RARAMEN {a 1 an) 所 得 的 序列 ， 
并 称 区 间 [0s B L Tis Pala 1s [tras ax[， [4ws H 构成 [0 1[ 的 对 应 于 
序列 (m) 的 第 六 次 部 分 ， 以 xx( 相 应 地 ,zw) 表示 第 次 剖 分 的 各 个 区 间 
的 最 小 长 谋 ( 相 应 地 ,最 大 长 度 )， 令 A= lim.inNuy, P= lim smpNps, 


Nom 
a) EASD, 设 m 是 这 样 的 正 整 数 ， 对 于 Nro, 有 sn 之 (4 — s)/ 
N engle + e)/N. 试 证 ， 对 于 每 个 Nen JENMEN 的 整数 
六 存在 第 《N + r) 次 前 分 的 ?r 个 区 间 , 其 长 意 对 应 地 大 于 或 等 于 2 个 数 
àe à=e A—8 4-e 2-e 14 一 e 
NFI? NEI? NT2 Ny2° ? N+r’ N+ r? 
而 第 (N + 六 次 剖 分 的 其 余 区 间 是 第 五 次 部 分 的 区 间 ( 对 * AIRE). 
b) 试 证 ,对 于 Nano, 可 以 排列 第 次 剖 分 的 区 间 ， 使 它们 的 长 度 对 应 
地 小 于 或 等 于 NN + 1 个 数 
CE 
N O NTI) 7 WNO 
(对 第 次 剂 分 的 每 个 区 间 1， A 表示 使 得 还 是 第 式 D 次 部 分 的 一 个 
KEH <2N 的 最 大 整数 ， 按 (T) 递增 的 次 序 排列 这 些 区 间 z.) 
c) 由 与 8) 推出 


agl > 
Ba P 


N 
《利用 当 轨 趋 于 +co 时 D, UN + r) F iog2 这 一 事实 ). 


由 取 ss = log,(2n 一 1) — [log(22 一 1)]， 试 证 对 于 这 个 序列 , 有 
A= 1jlog4, p= I/log2.《 注 意 对 N = 27, 集 (s, an} 与 集 Aeng ts 
cnah MILK e, — lea 一 [log:2].》( 参 闻 13.21 问题 15.) 

7) 设 E 是 可 度量 化 空 | 名， 为 使 FE 的 非 空 辣子 集 5 是 E 上 的 非 负 下 半 连 
续 ( 相 应 地 ,连续 ) 实 信 蜡 数 的 支 集 ,必须 且 只 须 s 是 其 内 部 的 闭 包 。 
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8) 设 E 是 可 度量 化 空间 , f 是 E 到 只 的 映射 ， 王 到 REEE < 1 的 
一 切 连 续 上 映射 的 上 包 络 称 为 了 的 下 半 连 续 正 风化. 

=) 对 每 个 ze E, 以 lim,inf (y) 表示 对 于 一 切 榴 于 * 的 序列 (ys), 数 
him, int Kw) 所 成 的 集 的 下 确 界 。 试 证 丽 数 li, inf (y) 是 的 下 半 连 
REME. 

D) BOE E E RARFR. HEA e € E, 以 lim, iot fO) 表示 对 于 一 切 


WE nar BET x REA O), 数 fim .inf Kya) 所 成 的 集 的 下 确 界 ， 试 证 
使 得 


lim , inf fy) > lim , iof f(y) 
= 


了 
的 点 * EE 的 集 更 多 是 可 数 的 。〔 用 类 似 于 3.9 问题 3 的 推理 证 明 ， 对 满足 
P> q 的 每 对 有 理 数 p, 2, 使 得 

lim ii Hy)> p> a> lim inf fO) 


的 点 < 的 集 至 多 是 可 数 的 .》 

9) 通 项 为 we"'w 的 级 数 称 为 Dirichlet SRE, Ph ARIES 
+oo 的 实数 序列 ， (o) 是 复数 序列 ， 是 复数 ， 

a) 试 证 ,车 此 级 数 在 7 — 5 处 收 俩 ,出 它 在 由 点 。 = so + pe? 所 成 的 多 
扇形 内 一 到 收 化 ,其 中 o>0， aba, “是 满足 0<s<x/2 的 任 -实数 . 
《归结 为 % 一 9 的 情形 。 AEB, A ~ r, 则 对 满足 。< 6 的 实数 中 P, 
有 

1 一 人 SoC 一 
为 此 可 考 碌 积 分 | de. MENEREN m ENE s>, 令 
Sn = a, Guts 十 H ny 
广 意 可 以 写 


Enw 


= km 
(Abel 部 分 求 和 公式 ).》 

?》 由 3) 推断 ,只 有 下 面 三 种 情形 之 一 成 立 : 或 者 级 数 Ea 对 任意 
的 “ 值 都 不 收敛; 或 者 它 对 任意 的 : 值 都 收敛 ; 或 老 存 在 实数 ro, 使 得 这 个 
级 数 对 2: >o, 收 敏 ,而 对 R <o, 不 收敛 。 在 第 一 种 情形 , 令 m = + eo; 在 
第 二 种 情形 , 令 0。== 一 00; 在 所 有 这 些 情形 ， 都 称 ce X Rü k tin p 
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Sp (r 一 Chit) + Spaa ta 


标 ， 于 是 对 fr> oo, 这 个 级 数 的 和 是 : 的 解析 函数 。 

E) BE, o>, 则 oo 一 lim ,sap(log| Se)7%、《 首 先 证 明 , 如 果 以 
op = b, (s 是 正 实 数 ) 为 通 项 的 级 数 收 徊 ， 写 mm — 5xe*”, MA Soal < 
Keiw', 其 中 KK 是 常数。 另 一 方面 ,用 类 似 于 a) 中 的 推理 证 明 , 兰 

Y = lim , sup(1og|So,,|2/4,, 
则 级 数 Zaxe 对 一 了 十 人 收敛 ,其 中 5 TER.) 

a) 设 0 EEA lale 的 Dirichlet 级 数 的 收 化 横 坐标 ;, 则 四 关 m . 

REE <+, WJ 


T, — 6, <lim _ sup . 


log. 
ia 
《注意 对 每 个 e>0， 当 = 充分 大 时 有 Ja < eton) 388 3, 一 ”的 情形 
《参阅 9.1 问题 1 )、 试 证 对 通 项 为 [《 一 1》/V > ]e nt" 的 级 数 ,有 
go 一 一 co 一 十 oo. 

10) 设 /是 定义 在 区 司 [0, +oo[ 上 的 实 值 函 数 , 满足 于 列 条 件 : 

1° Ks + DSK) + Ky; 

2° FE M>0, 使 对 一 切 :都 有 |M. 

在 这 些 条 件 下 , 试 证 极限 


amia fO), 6 =a G). 
; 


0 Per 


存在 且 有 限 ,并 对 一 切 + > 0 cK 
(为 证 明 “ 的 存在 姓 , 只 须 证 明 ,车 令 
a = limn, sufi (问题 9 


则 对 一 切 > 0 有 aH. BAF 0 的 递减 序列 (#)， 使 得 i)e 
o3 设 怠 是 xf 的 整数 部 分 ,证 明 


Ka < K) + (¿ =a) 


令 8 一 lim , intf(0)/5, 可 以 同样 证 肯 /()/z 当 + 一 士 oo 时 存在 极限 . ) 


11) 设 了 是 Banach ZSEE RAT U 到 Banach 空间 了 的 连续 映射 . 
对 每 个 ED， 令 
DIGE) = bm , sup O) — fe) I] — =l 
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DHE) = lim oa — Aly — z: 

Mlo < p -yY(z)<pt/(zx)< + om. 

a) ERR IER € UTR DH) — |Kz 川 ， 若 六 (xz) 不 是 F 
到 下 的 一 个 子 空间 上 的 线性 同 路 , 见 DIC) = 0; 反之 ,有 

DHE) = ||", 

其 中 EO RR P'O) BD BIB, 

b) 假定 以 <， 2 为 端点 的 线段 包含 在 内 , 且 对 这 个 线段 内 的 每 个 点 =, 
A pt/(e)<M, 试 证 M) 一 Ko) <M 胎 — 唱 《 用 类 似 于 证 明 (8.5.1) 时 
的 推理 ). g 

c) RU = E= F, F = R, f 是 如 下 的 函数 : 0,0) = (0, 0, 0); 对 
Cu &)= (0, 0), 

Ke eo- (Eai Era 5) 

试 证 7 在 了 上 的 下 确 界 大 于 0, 但 在 上 内 不 存在 点 (0, 0) 的 邻 域 , 使 1 在 
其 上 是 单 射 ， 

4) 在 本 题 中 ， 以 下 恒 假 定 存在 两 个 有 限 数 m>0, M>0, 使 在 U 内 有 
P Ks)2m, DtKx)<M、 此 外 还 假定 对 每 个 xe U, 存在 * 在 如 内 的 开 邻 域 
P, ER IY 是 VY 到 F 的 一 个 开 于 集 上 的 同 胚 ;因而 KU) 在 内 是 开 的 。 没 
SEURA, NAERAA KAHR DCF, Ip EADE DNIE) 
《 它 是 了 中 的 开 集 ) 内 的 连通 分 支 ， 则 这 些 集 I 的 并 5, 是 包含 在 KU) 内 且 
关于 Ka) 为 是 形 的 最 大 开 集 . 对 通过 (a) 的 每 条 直线 DC F, HE Io S| U 
的 唯一 的 连续 映射 gp, 使 得 gp( 蕊 e)) = 2, BI —Bl y Elo, 有 fgp(y)) = 
y CG5 10.2 f 6c) 的 推理 相同 )。 对 如 的 两 个 点 yy y, 有 

leo) — zeG)|| <: |y' — y|: 

由 此 推断 ， 当 y AT 1 的 端点 (如 果 它 存在 ) 时 ，so(y) 有 属于 CU) 的 极 
限 ， 

e) 设 >: JoU 是 口内 以 为 起 点 ,以 5 AAR. REH 

KYUODES. 

W # = gC), #trh DEA f(a) 5 0588, B. G) -ONS 
mlb — ele 

f) H d) 5 s) HEB, # =E， 则 必 有 s, = F 且 1 是 FE 到 8 上 的 同 
BE, 


K) k= Mim, 设 Enes BWE fe — ell + Ë —i<kla 一 研 的 点 
z € ERIR, , 5 是 品 中 使 得 Ex,s 包 含 在 口内 的 两 个 点 。 设 工 是 以 4，5 为 
WAWARA. WEOE, 由 此 证 明 VO) -j> 一 a|, CB 
RIER By = Ka + (2 — 9)) 生 3 的 最 小 的 6 [0,1]j。 设 D 是 通 
RL Ka) 与 ?的 直线 : 则 存在 tp 的 端点 n, 使 得 “属于 以 Ke) 与 ;为 端点 的 
ARB MAT : 对 ， 存 在 以 Xe) 与 六 一 Xe + e 一 a) 为 半点 
的 开 线 眉 内 的 点 “， 使 得 é Fe WD 是 通过 Ka) 与 WER, 且 
= = go (e)a R WER = EEren, Qr AF: RARD 得 出 矛盾 . ) 

h) 假定 E 与 是 两 个 Hilbert gA, U R 上 |<1。 Ha) 排出 ， 若 
是 球 

l< + V — D, 

B) f # B 上 的 限制 是 8 到 KB) 上 的 一 个 同 胚 ; 精确 地 说 对 B 的 任意 两 点 
zs =, E WED 一 Xmle — l. 

i) 作 与 D 相同 的 假定 ,还 钼 定 4 < VG + Y 5 2、 试 证 此 时 了 在 局 
内 是 单 射 ; 精确 地 说 ， 对 如 内 任意 的 x,*", E ce) 一 fp 一 + 
其 中 


(注意 对 满足 0<9<1 的 6, 有 
ME) — G) |> Er) — 8x) MA — 9), 
并 注意 可 以 选取 9, 使 得 1 一 9 > + VETI 一 zl 于 是 
ICO) — KO > |=” 一 站 
进而 还 可 选取 6, 使 得 well — x|| — M 一 9)>p — rll.) 


8 m th # 


给 定 群 G, 其 运算 记 为 (例如 ) 习 法， G 上 的 一 个 拓扑 称 为 与 
群 结构 协调 ,如 果 ( 赋 予 积 拓 扑 的 )G x G 到 G 的 映射 G, y) — zy 
与 G 到 自身 的 映射 x -> = 部 是 连续 的 。 赋予 与 群 结构 协调 的 拓 
扑 的 群 称 为 拓扑 群 ， 这 个 定义 (以 及 下 面 的 所 有 结果 7 可 以 直接 应 
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用 到 送 算 为 加 法 的 群 的 情形 . 

拓扑 群 C 到 拓扑 群 6 上 的 回 构 定义 为 群 G 到 群 G 上 的 双方 
连续 的 问 构 ; 若 C = G, 就 把 同 构 称 为 自 同 构 . 

在 合用 乘法 运算 的 群 G 上 ,合成 律 (+,y) => yx 在 集 G 上 定义 
了 一 个 群 结构 (如 果 G 不 是 交换 的 , 它 就 与 G 上 原来 所 给 的 群 结构 
RA) A @ 表示 这 样 定义 的 群 , 且 把 G 称 为 群 G 的 反 群 . 与 6 
的 群 结构 协调 的 拓扑 同样 与 G° 的 群 结构 协调 ， 故 在 G LELT 
一 个 拓扑 群 结构 , 而 + — = 是 拓扑 群 6 到 拓扑 群 G 上 的 同 构 、 
(128.1) 例 。 离散 哲 扑 和 平庸 拓扑 《12.1.1) 与 任何 群 结构 协调 ， 
赋 范 空间 《特别 是 RR O 的 拓扑 与 它 的 加 法 群 结构 协调 ， 在 有 
理 数 加 法 群 @@ 上 ， 由 p-adie 距离 4(3.2.6) 定义 的 拓扑 与 这 个 群 
的 结构 协调 ;因为 根据 p-adic 距离 的 定义 与 (3.2.6.4)， 有 

d(xo + yos x + y) < max(d4(xeo z), d(yo, y)) 
及 关系 
d(—x, —x) = d(xos x). 

设 E 是 ( 实 或 复 ) Banach ZF), GL (E) 是 已 到 自身 的 线性 同 
KKE, 则 se CE; E) 的 拓扑 在 GLE) 上 诱导 的 拓扑 与 GL (E) 
的 群 结构 协调 ((5.7.5) 与 《8.3.2))。 

AIE, R CERM, CO) 上 的 拓扑 在 不 等 于 9 的 实数 (相应 
地 ， 复数) 的 乘法 群 R* (相应 地 , C*) 上 诱导 的 拓扑 使 R* 《相应 
地 , C*) 成 为 拓扑 群 . 

设 G EIE ARAARA), MRA 《x, y) — ry" 与 
(z, y) — zy MÈ G x GEGER G.11.5). 对 每 个 zk 
G, 左 平移 * 一 ax 与 有 平移 + 一 xa 是 G 到 自身 的 同 胚 ,因为 它们 
都 是 连续 的 双 射 ((3.20.14) 5 (12.5)), MAWRA x 一 ez 与 
+ -> ze ! 也 连续 ， 因 此 , 设 4a,5 是 G 中 任意 两 个 元 , 则 映射 + 一 
axb (特别 ,内 自 同 构 * 一 aza” t 是 6G 到 自身 的 同 且 (3.11.5)。 由 
FRH + 一 x*"! 是 双 射 且 等 于 它 的 逆 爱 射 ， 因 此 它 也 是 G 到 自身 
WRR. 

(12.8.2) 设 G 是 拓扑 群 , 则 


37 


O 对 G 的 每 个 开 ( 相 应 地 ， 闭 ) 子 集 人 4 与 每 个 ze G, 集 z4， 


Ax 与 A” (RD y RRR AE y E 4) 在 G 内 是 开 (相应 地 , 闭 》 
的 


ho. 


Gi) 对 和 的 每 个 开 子 集 4 与 6 的 每 个 子 集 B, % AB (Ri yz 
所 成 的 集 ,这 里 ye A, z€ B) 与 B84 在 G 内 都 是 开 的 . 

由 前 面 的 附注 立即 得 到 论断 G); 而 由 于 48 = UA EZ 
BF (O). Bah G) 推出 《iD ， 

(12.8.2.1) 注意 ;如果 4, B 在 G 内 是 闭 的 ,48 却 不 一 定 是 闭 的 
(参阅 (12.10.5))， 例 如 ， 设 6 EZAR, ZE R t t Z 5 
oZ, 则 子 群 科 十 6Z 在 由 内 不 是 闭 的 .为 了 证 明 这 一 点 ,只 须 福 
意 这 个 子 群 是 可 数 的 , 因而 与 及 不同 (2.2.17)， 于 是 就 只 须 证 明 
下 述 命题 : 

(12.8.2.2) R 的 闭 子 群 只 能 是 民 或 形 如 aZ2(at R) 的 子 群 . 

事实 上 ,如 果 证 明了 这 一 命题 , 则 由 于 9 是 无 理 数 , 就 不 可 能 
同时 有 1 一 ne 与 9 一 mo, 其 中 n, m 是 整数 ;由 此 即 得 (12.8.2.1) 
中 的 论断 . 

为 了 证 明 (12.8.2.2), 我们 首先 指出 , RR 的 任 一 子 群 互 或 者 是 
离散 的 ,或 者 是 处 处 稠密 的 。 事实 上 , 若 矿 不 是 离散 的 , 则 对 每 个 
5 之 0, 在 日 站 [一 g, s] 内 必 存 在 > 送 0。 由 于 * 的 整数 倍 or 
TH, 故 是 内 每 个 长 度 大 于 。 的 区 癌 都 含有 这 样 的 点 ， 因 而 互 在 
R 53%. 

为 了 完成 《12.8.2.2) 的 证 明 , 剩 下 只 须 证 明 : 若 吾 是 离散 的 。 
则 它 一 定 是 aZ 的 形式 .可 以 假定 五 所 (0). 由 于 H= —H, ik 
Z HN], 十 oo[ 非 空 。 WRL >> 0 BT H, 则 交 HND, 61 是 
离散 紧 集 , 因而 是 有 限 的 (3.16.3)。 设 4 是 这 个 集 内 大 于 9 的 元 
中 最 小 的 元 ， 并 且 对 每 个 *《 H, 设 m = [z fa] 是 xyz 的 整数 部 
Ey, H| x — ma€ H B.0 < x — ma < a, 由 此 推出 x 一 ma = 0, 
因而 日 一 aZ. 

(12.8.3) 设 G 是 拓扑 群 . 
G) 若是 6 的 一 个 点 , 则 当 V 取 遍 G 的 么 元 。 的 基本 邻 域 
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AR. aV GRUVIB, Va) 形成 < 的 古本 部 域 系 。 

GD 对 。 的 每 个 华 域 吕 , TE e HBR 了 ,使 得 VV "CU, 

GD 对 。 的 每 个 邻 域 U 与 每 个 ze G, 存在 。 的 部 域 p ,使 
得 aWa CU, 

Gv) 为 使 G 是 分 离 的 ,必须 且 员 须 Le) 在 G 内 是 闭 的 . 

论断 G) 由 平移 十 同 是 得 到 。 考虑 到 G x G 内 开 集 的 定义 
(42.5), BII Gi) ARTHA Ces y) > ry EN Cese) 处 的 连续 
性 . 论 世 GD 表述 了 > 一 area 在 点 e 处 的 连续 性 ， 最后, 若 G 
是 分 离 的 , 则 显 兄 (e) 是 闭 的 《12.3.4)。 反之, # (e) 是 闭 的 ， 设 
xy 是 G 的 两 个 不 同 的 点 ， 则 存在 。 KHER V, Edi e krya, 
Bz £ y. EWE e 的 邻 城 , 使 得 W w tC GH Gi), 这 是 可 能 
H) MJ zW (yW = p, 这 是 因为 当 w, w EW 中 时 ， 由 关系 

zw 一 yw” 可 推出 
x= yw € yw W YY, 

从 而 6G 是 分 离 的 . 

“的 邻 域 了 称 为 对 称 邻 城 ， 如 果 三 :一 下。 e 的 所 有 对 称 全 
域 组 成 。 的 一 个 基本 邻 域 系 ;因为 对 = ETR U, U7 也是。 
的 邻 域 《12.8.2), 所 以 DBmnE 一 是 “的 对 称 邻 域 , 且 包含 在 局 内 . 

对 每 个 正 整数 n, 就 用 归纳 法 对 G 的 子 集 了 定义 集 Vs = 
了 “一 yai. py (RRAS x” (rh z € V) 所 成 的 集 混淆 )， 落 
V 是 。 的 邻 域 , 则 对 >l, DV 也 是 Q 的 邻 域 ， 并 且 由 
(12.8.3, GD) 得 到 ,对 。 的 每 个 邻 域 口 与 每 个 大 于 1 的 整数 4， ， 存 
在 。 的 对 称 邻 域 V, 使 得 V CU, 
(1284) 为 使 拓扑 群 G 到 拓扑 群 G' 的 同 态 f 连续 ,必须 且 只 须 
它 在 一 个 点 处 连续 . 

事实 上 , 若 了 在 点 4 上 G 处 连续 , V JE: fa) BRR A 

Ln 
是 a 的 邻 域 ,， 对 每 个 xe G. 有 
Hxra pV) = JG) GOO VI EH) (a) 1, 

根据 《12.8.3Ci))，f 在 点 x 处 连续 . 
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显然 ,如 果 五 是 拓扑 群 G 的 子 群 , 则 G 的 拓扑 生 妃 上 的 诱导 拓 
扑 与 及 的 群 结构 协调 ; 当 我 们 把 太 看 作 丘 扑 群 时 , 若 无 相 肥 声 明 ， 
就 意味 着 它 的 拓扑 是 由 G 的 拓扑 所 诱导 的 。 
(12.8.5) ”拓扑 群 G 的 子 群 (相应 地 ， 正 规 子 群 ) 豆 的 闭 包 吾 是 G 
的 子 群 (相应 地 ,正规 子 群 )。 若 G 是 分 离 的 ,五 是 交换 的 , WJ H E 
交换 的 。 

因为 H X H # G X G 到 G 的 连续 映射 (x, 力 一 xy"! 下 的 象 
包含 在 五 内 (4.11.4), RUF xX H — H x HERNEN F 05 $ 
包含 在 吾 内 ,因而 吾 是 子 群 。 ARE, EH EENT NH ER 
射 z— ara” (a 是 G 中 任 一 元 ) 下 的 象 包含 在 及 内 ,因而 吾 在 这 
个 映射 下 的 象 包含 在 吾 内 , 所 以 如 是 正规 的 。 最 后 , 如 果 G 是 
分 离 的 且 五 是 交换 的 ， 则 由 恒等式 延 拓 原理 《(3.15.2), 12.3 与 
12.5), 在 H X H 上 相等 的 连续 函数 zy 与 yx 在 吾 X 吾 上 仍然 相 
等 . 
(12.8.6) G) 在 拓扑 群 G 内 ,亲子 群 妃 的 正规 化 子 ( 即 满足 

- xHzCH 

的 x* € G 的 集 ) GD EEHIT-EE, 

Gi) 在 分 离 拓扑 群 G 内 , G 的 任 一 子 集 放 的 中 心 化 子 ( 即 可 与 
M 的 所 有 元 交换 的 *《 G 构 成 的 集 ) Z (M) 是 闭 子 群 . 特别 地 ， 
G 的 中 心 是 闭 的 ， 

AHS z€ H, EA rere 日 的 x € G 的 集 是 恕 在 连续 肌 射 
x* 悦 rsx 下 的 道 象 ,因而 是 闭 的 《3.11.4)。 ND 是 所 有 这 样 的 
集 的 交 , 故 也 是 闭 的 (3.8.2). 同样 地 ， 若 G 是 分 离 的 ， 则 对 每 个 
z€ M, {E zz = zx 的 x € G 的 集 是 闭 的 (12.3.5), Ti % (M) 是 
所 有 这 样 的 集 的 交 , 故 也 是 闭 的 。 
(128.7) O 在 拓扑 群 G 内 , 局 部 闭 子 群 是 闭 的 ; 具有 一 个 内 点 
的 子 群 是 赋 开 又 闭 的 . 

Gi) 在 分 离 拓扑 群 内 ,离散 子 群 是 闭 的 . 

对 于 G), 设 互 是 @G 的 局 部 闭 子 群 ,于 是 吾 是 G 的 子 群 且 妃 是 
豆 的 开 子 群 (12.2.3), 因而 问题 归结 为 证 明 第 二 个 论断 ， 注意 到 
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# Hf 6 内 具有 一 个 内 点 ， 则 通过 平移 可 知 互 的 每 个 点 都 是 它 的 
内 点 , 同 而 态 是 开 的 。 于 是 左 陪 集 x 里 在 G 内 也 是 开 的 , 故 CH 在 
GREF, MIHE GREAR. 

至 于 GD, 落 G 是 分 高 的 ,五 是 G 的 离散 子 群 ， 则 存在 e 的 对 
BASAT, 使 得 T 门 吾 一 {e}。 沙 re H, zV H So. 然 
而 , 车 ye zF 1 HR, 就 有 ze yV; 由 于 G 是 分 离 的 ， 所 以 {y} 在 开 
集 yV 内 是 闭 的 。 由 于 ye H, 故 ?F 站 总 一 (yy, 于 是 必 有 >z = y, 
Bf # = H. 

(12.8.8) 设 G 是 连通 群 , V E: 的 对 称 邻 域 , 则 G 等 于 ”= 取 遍 正 
整数 时 V 的 并 V” 事实 上 ,显然 Y ”是 对 称 的 ,并 且 由 于 

”pe 一 Sua 
所 以 VV”CV™, 网 而 ”是 G 的 子 群 。 由 于 “是 V” 的 内 点 ， 故 
这 个 子 群 是 既 开 又 所 的 (12.8.7), 因而 等 于 G. 
(128.9) 在 拓扑 群 G 内 ， 么 元 的 连通 分 支 19) K 是 闭 正规 子 
群 ( 称 为 G 的 么 分 支 ); 对 每 个 ze G, < 在 G 内 的 连通 分 支 是 K= 
Kz, 

事实 上 , É acK, WJ aK REBUSA e, A KK c 
,这 表明 K 是 G 的 子 群 。 这 个 子 群 对 拓扑 群 G 的 任 一 自 同 构 是 
不 变 的 ,特别 对 任 一 内 自 同 构 是 不 变 的 , KME EEN RNE 
已 知道 XK 在 G 内 是 闭 的 《3.19)。 最 后 的 论断 由 平移 是 G 到 自身 的 
HRE. 

(12.8.10) iZ G, Gi ERTAIN IRR G — G, x G, 上 的 

积 拓 扑 与 它 的 群 结 构 协 请 。 事实 上 , 使 积 空间 G x G 典 则 等 同 于 

(G, x G) X (G, X G) (12.5)， 鉴 于 (3.20.15》 与 (12.5)， 映 射 
CCx15 x2) > C19) 一 (ui aya) 

是 连续 的 ; 同 理 映 射 (or) — G, zy) CEERI RIRH 

扑 的 G, x G, RAEI G 与 G, 的 积 拓 扑 群 . 

若 避 是 交换 拓 扩 群 ， 则 (+; 办 — zy 是 G X G 到 G 的 连续 同 
态 。 
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l) CER, % 是 由 6 的 于 集 组 成 的 一 个 集 , 满足 12.3 节 问题 3 的 条 
件 (V) 55 (Yu), 还 满足 下 列 条 件 : 

(SV 对 任何 VU EB, 存在 EDB, RV VCU, 

《Gram HEU EB, HUE, , 

CCV) 对 和 任何 U EB 50EG, 有 ae 对. 

试 证 在 6 上 存在 唯一 的 与 群 G 的 结构 协调 的 拓扑 ,使 得 名 成 为 么 元 。 的 
PRE, 

2) PARE C ORAHA: 取 所 有 包含 G 的 某 个 
正规 子 群 召 的 集 作 为 么 元 的 郭 域 系 , 

由 此 导出 非 分 离 拓扑 登 的 例子 , 其 中 心 不 是 闲 的 、 并且 中 心 的 陆 包 是 非 
交换 子 群 . 

3) 设 6 是 连通 拓扑 群 ， 试 证 6 的 每 个 完全 不 连 道 正 规 千 群 呈 必 包含 在 
6 的 中 心 之 肉 , 《对 ¿€ D, 218 G F DIB RI rarm, ) 

4) 试 证 连 遂 拓 挡 群 内 的 换 位 子 群 是 连通 的 (利用 (3.19.3) 与 
(3.19.7)). 

5) 没 6 是 拓扑 群 ,万 与 XK 是 6 的 两 个 于 群 ， 满 足 HDK, B.K Sl r fl 
BATE. RER 包含 及 的 并 梓 子 群 ， 由 此 推断 ,如 果 G 是 分 离 的 , 则 每 个 
可 解 子 群 在 c 内 的 闭 包 是 可 解 的 (对 折 考 虑 的 子 群 的 导 测 群 序列 的 长 度 用 归 
WE). 

6) ite RRT, pk G HFE, HLAS CHRT R 
证 , EHRL K ERN, 则 6G 的 么 分 文革 也 是 可 解 的 (借助 问题 4, 证 
上 明 K 包 含 工 的 揪 位 子 属 ). 

7) 设 8:R= 了 是 典 则 同 态 , 9 是 无理 数 .在 拓扑 空间 G6=R xT 上 ,以 

[OE 
T plei Jata Tr n + pOr )) 
定义 群 的 运算 律 。 从 而 在 G 上 定义 了 一 个 局 部 紧 群 (甚至 Lic 群 ) 的 结构 . 试 
iE c Kiltit PRE c 内 不 是 闵 的 、 
8) 设 《Go)oer 是 由 拓扑 群 组 成 的 任意 族 。 REEERE G= [Í c. k, 


aer 
RAE Ç, 0gHi fF am 1 节 , 问 题 4) 5 G ORE RPAH 
扑 的 5 M20221 EER G. HBL Men Eo HE FERE = 一 (x) 
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构成 的 正规 子 群 : 除 有 限 个 指标 外 ,ze 都 等 于 Ge 的 么 元 。 试 证 电 在 6 内 处 
处 稠密 . 


9. 可 度量 化 群 


给 定 群 6, 定义 在 C x G 上 的 函数 1 ROE GEME BR 
变 的 ， 如 果 对 G 内 任意 的 *，y， g。 有 Iysaa) = ys z)《 相 应 
地 , (Grazr) 一 1y,z))。 当 G 是 交换 群 时 , 左 不 变 与 右 不 变 概念 
完全 相同 ,此 时 就 称 f 为 平移 不 变 的 。 称 G 上 的 距离 2 为 左 ( 相 应 
地 , 右 ) 不 变 距 离 是 指 去 (相应 也 , 右 ) 平 移 关于 4 是 等 距 的 。 若 1 
是 GXG 上 的 左 不 变 函 数 , 则 《x,y) > Ke, y!) 是 右 不 变 函 数 ， 
反之 亦 然 . 

例如 ， 设 是 赋 范 空间 ， 则 EE 上 的 距离 |z 一 yi 是 平移 不 变 


的 . 
(129.1) 为 使 拓扑 群 G 的 拓扑 是 可 度量 化 的 《此 时 避 称 为 可 度量 
化 群 ), 必须 且 兵 须 存 在 么 元 。 的 可 数 基本 邻 域 系 , 使 得 这 个 邻 域 
系 的 交 仅 由 ~ 点。 所 组 成 。 此 时 G 的 拓扑 可 由 一 个 左 不 变 或 右 不 
FERREL. 

只 须 证明 , 如 果 在 G 内 存在 < 的 可 数 基本 邻 域 系 《 昌 ,), 使 得 
N UV, 一 {c}, 则 G 的 拓扑 可 由 一 个 左 不 变 距 离 来 定义 。 通过 归 


纳 法 定义 e 在 G 内 的 对 称 邻 城 的 序列 《ps) ,使 得 VCU, 且 对 
Bint, A VaV NU, (12.8.3), 而 且 《V。) 还 是 = 的 人 
本 邻 域 系 。 在 G X G 上 定义 实 值 函 数 z 如 下 : gG, = 0; 车 
rey, MRE YEV, RHR g(x, y) = 1; 或 者 在 在 最 大 整 
数 使 得 ye V. (因为 xy e e 不 可 能 属于 一 切 Va) Kid 
Meleg) 一 2-5 TAR e y) = z(y, D); 对 一 切 元 偶 (zy) 有 
ley) 2 0; 并 且 对 任意 的 ry y> z H g(zz,zy) = gray), 现在 
令 ' 


(12.9.1.1) dlx, y) = inf s Eze tin) 


PT] 


这 里 下 确 界 是 对 一 切 满足 由 一 x 与 az 一 的 有 限 序列 〈z;)ocr< 
(p 民意 ) 所 成 的 集 取 的。 我 们 证 明 4 是 堪 不 变 了 距离 ， 并 卫 满 足 不 
等 式 

(12.9.1.2) Eeg Dd y) < gG, y). 


H 4 的 定义 立即 得 知 d 是 左 不 变 的 (因为 g 是 左 不 变 的 )， 满 
足 三 角 不 等 式 , 并 且 是 对 称 的 与 正 的 ， 此外, 《12.9.1.2) 的 第 二 个 
不 等 式 是 显然 的 ,而 这 表明 对 一 切 * € G 有 d(x,x) = 0; 换言之 ， 
4 是 G 上 的 伪 距 离 (12.4). 为 证 明 (12.9.1.2) 的 第 一 个 不 等 式 ， 
通过 对 用 归纳 法 证 明 ， 对 于 由 G 的 ?十 1 个 点 构成 的 任何 有 限 
序列 (zi)ocrer， 其 中 zo = r, zs = y, 有 


P= 


(142.9.1.3) D lenza) > + gG, 9), 


i=0 


对 一 1， 这 个 不 等 式 显然 万 立 ， 令 a 一 S gG tin) E 
s> E, MAF gx, 办 < 1， 故 不 等 式 (129.13) 成 立 ， a= 
0, 就 有 z = z, Lip 1, 于 是 x 一 y, 关 系 式 (12.9.1.3) 
当然 成 立 。 因而 我 们 假定 0 << L. WEB 


S ozim) <a 


Z 


的 最 大 指标 2, 于 是 
Desu Sa, D ann) > Lu, 
TZA 2 ETET 2 


由 此 得 到 D) On za) < 二 a， 根据 归纳 法 假设 ,有 


gG, 28) So, glano y) < c, 
另 一 方面 ,显然 有 gCorn) Sa, REEE 2-1 < a HRE 
ER WA S2, HIRREN, H ez € Pay zaman € Ve 
aiy E Ve, 因 之 z y€ VCV 由 此 推出 gG, y) 2 
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不 等 式 (12.9.1.2) 首先 表明 4 是 距离 . 另 一 方面 , 当 ” > 0 
时 ,对 每 个 满足 2 习 之 + 的 指标 , (关于 距离 2 的 ) 球 B'(e; r) 包 
# V; 反之 ,每 个 VV 包含 球 BC; 2 9。 基于 < 在 左 平移 下 的 
不 变性 以 及 《12.8.3 人 ) 与 (12.2.1)， 这 证 明 4 定义 了 G 的 拓扑 ， 

注意 ,一 般 地 说 ,不 可 能 用 距 荐 左 不 变 又 是 右 不 变 的 距离 来 定 
义 G 的 拓扑 (问题 1 与 14.3 问题 112. ` 
(12.9.2) 设 G 是 可 度量 化 群 ， 出 为 使 G 中 的 点 列 C) EAT 
个 左 不 变 距离 的 Cauchy 序列 ,必须 且 只 须 对 “的 每 个 邻 域 了, 存 
在 整数 n, EH m > n 与 4 my EA rart V, 

事实 上 , 若 2 EEKEREN, Bi 

d(xas tm) = d(e, xa'tm), 

于 是 所 述 结 论 由 < 上 定义 G 的 拓扑 得 到 , 

因此 ,我 们 看 到 ,序列 G.) 关于 一 个 左 不 变 距 离 是 Gauchy 序 
列 的 性 质 不 依赖 二 距离 的 选择 ,而 只 依赖 于 G 的 拓扑 ;因此 可 简称 
它 为 G 中 的 在 Cauchy 序列 .同样 地 , 在 (12.9.2) 中 用 rara tÈ 
P ritn, 便 可 定义 G 中 的 右 Cauchy 序列 . 可 以 作出 不 是 右 
Cauchy 序列 的 左 Cauchy 序列 的 例 ( 癌 题 8); 然而 如 果 (xs) 是 左 
Cauchy FFI, W] Cer) 必 是 右 Cauchy 序列 ,因为 x 一 x7! 是 连续 
的 ,由 此 推出 ,车 在 G 内 每 个 左 Cauchy 序列 收 伊 , 则 每 个 右 Cauchy 
序列 也 收敛 ;此 时 G 称 为 完备 可 度量 化 群 (因而 它 关 于 每 个 左 不 变 
或 右 不 变 距 离 都 是 完备 的 )， 
(12.9.3) 设 G 与 G 是 两 个 可 度量 化 群 , 则 G 到 G' 的 每 个 连续 同 
态 了 关于 @G 与 G 上 的 左 (相应 地 , 右 ) 不 变 距离 是 一 致 连续 的 ， 

事实 上 , 设 4,4' 分 别 是 G 与 G' 上 的 两 个 这 样 的 距离 ，e，,e” 
分 别 是 G 与 G' 的 么 元 。 由 候 设 ,对 每 个 6 > 0, 存在 6 > 0, 使 得 
关系 dle, 2) <a WIC JG) < s。 由 此 得 到 ,车 

、 Ka, y) = dle, zy) < 5, 

则 2CfHx) ,f(y)) < s; 这 是 因为 ,由 了 是 同 态 得 到 

EHEDAD) = dCe' CF) YY)) = L Ce ,fry)), 


* 45. 


T 


(12.9.4) 设 G, G 是 两 个 可 度量 化 群 ， 此 外 还 假定 G, 是 完备 
的 . 设 如 (相应 地 , H) 是 G《 相 应 地 ，G2) 的 处 处 稠密 子 群 ， 出 
H, s| H, 的 每 个 连续 同 态 * 可 唯一 地 延 拓 为 G, 到 G, 的 连续 同 态 
三 如 果 进 而 还 设 G, 是 完备 的 ， 且 2* 是 H, 到 H, 上 的 (拓扑 群 ) 辣 
构 , 则 豆 是 G, 到 G, 上 的 (拓扑 群 ) 同 构 . 

RF G, 与 GERREK, H (12.9.3) 与 《3.15.6) 即 得 连续 
延 拓 去 的 存在 性 ， 把 恒等式 延 拓 原理 应 用 于 G, x G, LARTA 
Ë (z, y) > Eley) 与 (e,y) 一 Cx)z(y)《 考 典 到 (3.20.3)), 即 知 
ERAS. BA t G EZAR Bi r 是 “ 的 逆 映 射 , 它 是 H, 
到 H, 上 的 同 构 ，w 可 以 延 拓 为 G, 到 G, 的 连续 同 态 Y。 由 
5o $ aas 分 别 与 H, 和 H, 上 的 恒 等 映 射 相 同 ， 所 以 根据 恒等式 
延 拓 原理 与 《3.11.5), 它们 分 别 是 G, 与 G, 上 的 便 等 映射 ,由 此 即 
得 第 二 个 论断 。 

应 当 注 意 ,如 果 只 假定 * 是 单 射 (相应 地 , 满 射 )， 则 云 不 一 定 
是 单 射 (相应 地 , 满 射 多 问题 9).。 
(12.9.5) 若 在 可 度量 化 群 G 内 存在 。 的 一 个 (关于 左 不 变 或 右 不 
FEAA) ZARR V, 则 G 是 完备 的 ; 特别 地 , 局 部 紧 可 度量 化 
群 是 完备 的 . 
事实 上 , 设 4 是 G 上 的 左 不 变 上 距 离 ，(r) 是 G 中 的 左 Cauchy 
序列 . 设 e > 0 使 得 闭 球 B'(e;s) 包含 在 了 内 。 由 假定 ,存在 m 
EH m > nç 15 m > nas 有 d(xas tm) < 8, 因而 序列 Cendan 包 
含 在 闭 球 B'(z,,; s) 内 .由 于 B'(x。。;8) 是 由 7 内 的 闭 集 (3.14.5》 
B'(e; s) 通过 左 平移 得 到 的 ， 所 以 它 是 完备 子 空间 ,因而 序列 
G.),>= 在 G 内 收敛， 最 后 的 论断 由 〈3.16.1) 得 到 . 

《12.9.6) 在 分 离 拓扑 群 G 内 ,任何 局 部 紧 可 度量 化 子 群 日 都 是 闭 
的 . 


事实 上 , 设 *6 G 是 如 的 点 , 了 是 “在 G 内 的 邻 域 , 使 得 了 有 

， 吾 是 紧 的 ; 又 设 丸 是 “在 G 内 的 对 称 邻 域 。 侠 得 WCV. 这 时 
x*WW 几 日 是非 空 的 且 在 玉 内 是 相对 紧 的 ,因为 如 果 y EWAH AI 
点 , 则 对 每 个 ye xW Y H, A yiye WINBHCVNB, 从 而 
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y€ y (V NH), 
而 集 (V QH) 是 紧 的 。 由 《12.3.6) 2 xW NH # G Iya ta 
包含 在 如 内 ,因而 x € H, 
(129.7) 设 G 是 分 离 的 交换 拓扑 群 ， 采 用 加 法 运算 , 则 5.2 ih 
对 于 级 数 所 叙述 的 只 涉及 G 的 拓扑 的 所 有 命题 , 毫 无 修改 ,仍然 成 
立 。 如果 @G 是 可 度量 化 的 , 则 以 aC0, z) 代替 范 数 lella Cauchy H 
则 (5.2.1) 也 仍然 成 立 , 这 里 2 是 G 上 的 不 变 距离 。 


m, s 

1) 设 6 = Gt(2, R) 是 元 素 为 实数 的 二 阶 可 进 方 阵 的 乘法 群 ， 对 每 个 

EBE, 设 凡是 满足 下 述 条 件 的 方 隆 X = (° 6 的 集 ; 

Is — leo, |y|<1/n, [e <1/e, 一 st 
试 证 这 此 内 所 成 的 族 是 6 的 么 元 7 关于 某 个 拓扑 HERBER 而 这 个 
拓扑 与 的 群 结构 协调 (参阅 12.8 问题 1)。G 关 于 是 局 部 紧 的 ,但 Z 不 
可 能 由 既是 左 不 变 又 是 右 不 变 的 距离 来 定义 (参阅 14.3 问题 11)，〔 利 用 下 
面 的 率 实 ， 若 可 度量 化 玫 的 托 拓 能 由 既 且 左 不 变 又 是 右 不 变 的 虐 训 来 定 义 
则 对 G 的 么 元 的 每 个 令 域 V， 存 在 的 名 域 W CV, 使 对 一 切 =*e G, 有 
了 

2) ks 是 可 应 明 化 游 GET, B y 属于 5 时 。 必 有 WES. 
试 证 ,对 每 个 * € 5 有 .xs == S (G S 中 的 序列 (=) A y, 试 证 
站 是 es(z> 1 的 交 ,及 而 推出 yes — 5)， 直 此 推断 5 E G TB. 

3) 设 是 完全 不 连通 的 局 部 紧 可 度量 化 神 。 . 

a) 试 证 * #£ G 5948446388 5 -ME G BISPEX RS --NN. (Ç 的 每 
PERVER e t0— EE Rt0468R U (13.9 问题 9)， WB = CU, 试 
证 在 6 内 存在 。 的 对 称 开 邻 域 zz 使得 WU B. u nB = #5 由 此 推断 
史记 生成 的 子 群 包含 在 避 内 ,) 

b) 假定 6 的 拓扑 可 由 腹 是 左 不 变 又 是 右 不 变 的 卫 记 来 定义 ， 试 证 “在 
G 内 的 每 个 部 域 包含 6 的 一 个 正规 于 群 ,这 个 正规 子 改 在 6 内 有 既是 开 的 又 是 
RE CER < DEMER 了 包含 一 个 对 称 开 分 城 WV， 使 对 一 切 #6 6， 有 
2 


4) 设 了 是 素 数 ,考虑 赋予 离散 拓扑 的 有 限 群 Z/sZ(n > 1) 的 族 ,并 考 
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感 它们 的 积 群 G (12.8 问题 S), G 是 紧 的 与 完全 不 连通 的 。 HN s, 9 
Pr:Z| PZZ Z 是 典 则 同 态 . 

a) 试 证 对 一 切 ” 满 足 Foz。) = z+, 的 z = (z<) € G REG BJ T Pt 
《因而 是 紧 子 群 ), 把 它 记 作 Z. ikt, 是 射影 n.:G—Z/Z 在 如 上 的 限 
GAVLAS EEA 

b) 对 每 个 * = (z,) € Z,, WR z = 0, WG lala — 0; iR m Rë en 
0 的 最 小 整数 , 则 令 |z] , = p>, WUE |z 一 了 | 是 在 平移 下 不 变 的 工 离 ,并 
县 它 定 义 了 五 的 拓扑 . 

c) HRT SL 设 f Zr 是 典 则 同 态 。 试 证 ZE Z, ag 
Fe) 是 单 射 并 且 ZE f 下 的 象 是 到 的 处 处 稠密 子 群 此 外 ， 如 
RE dlas z') = |K) 一 x), 试 证 2 E Z ER padie 距离 (3.2.6). 
Z TEA p-adice 整数 . 

5) PERM. SBREURE C, CERT G ASTR T — RIZ 
BEREZ] Cna 的 积 。 对 每 个 #, 设 Pa 是 G, 到 Gw 的 同 态 "pr。 以 
了 ,表示 G 中 由 * = (s,) 构成 的 紧 子 群 , 其 中 = 满足 ， 对 每 个 *, 有 gx(2) 二 
m T RA padie WR. 

a) 对 每 个 s, 设 fs: TGs = T FE pr E T, LOIREI DAE fa 253834 
问 态 且 它 的 核 同 构 于 群 Z, (FR 4). 

b) iko R—T 是 典 则 同 态 ， 对 每 个 x& RR, 斌 证 点 9C(*) = (pelo) Jaa 
ATF T, 并 证 明 8 ÆRE T, 的 单 射 连续 同 态 , 并 且 0CR) 是 7 的 处 处 稠密 
子 群 ;由 此 推断 T, 是 连通 的 . 

c) 设 了 是 尼 内 以 0 为 中 心 且 长 度 小 于 ! 的 开 区 闻 . 试 证 T, 内 的 子 空 
AA OO 同 压 于 积 1xZ。。 由 此 推断 群 T, 不 是 局 部 连通 的 . 

4) 试 证 T, 的 异 于 7 与 {0} 的 闭 子 群 如 是 完全 不 连通 的 且 问 构 于 形 如 
ZntE 或 (ZnZ)Z2z WR, AA o T r ERRUER BE AH) 

°) RIE T, 是 不 可 分 解 的 连通 紧 空间 ,就 是 说 ,不 存在 T, 的 覆盖 ， 它 由 
易于 疙 的 两 个 连通 紧 集 P, 9 所 构成 (注意 存在 整数 n, E ACOA 与 
fn(9) 关 G。， 检 验 集 f+:( 了 ) E fa (O) 以 得 出 矛盾 . ) 

6) 拓 补 群 G 称 为 没有 任意 小 子 群 的 群 ， 如果 存在 “ PRV, 使 得 {<} 
是 6 的 唯一 的 包含 在 了 内 的 子 群 . 

设 G 是 没有 任意 小 子 群 的 局 部 紧 可 度量 化 群 . 

a) 试 证 存在 * 的 紧邻 域 V, 使 对 了 的 两 个 点 <, v, DKA = y P 
出 * 一 多 《〔 可 以 很 定 G 是 非 交换 的 . 用 有 反 证 法 ， 如 果 存 在 6 中 的 两 个 点 列 
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(n)a (y) 它们 都 趋 于 < JEE A e vi oa = ase. YR U RE c 的 对 称 
紧邻 域 ， 它 不 包含 6 的 任何 蜡 于 (y WFR, RiR r. 是 使 得 At eU 的 最 
小 正 整 数 ， 需 要 时 通过 还 皮子 序列 ,可 放假 定 “一 Jin 存在 ，“ 不 等 于 < 


BBT, WA = a, 从 而 得 出 矛 慎 .) 

D) Wu ARESE, 它 不 包含 任何 异 于 (y RER, VEe 的 名 
域 。 DEFEN (> 9， BRRR P< 的 每 对 正 整 至 p,q 与 每 个 使 
得 xz es e BBT UDTR C, 有 ze (用 反 证 法 ,假定 存在 两 个 
整数 序列 CoO), (a), E limCtu/a)》 = 0 并且 对 每 个 *， BERR CC, 


使 对 ISASA, os 都 属于 DV, 但 @* 生 7， 此 外 还 可 候 定 序列 《of=) ARTU 
的 极限 * 产 <。 证明 此 时 对 一 切 正 整 青竹 有 2" € U, 由 此 导 当 矛 省 .) 

7) 设 是 没有 任意 小 子 群 的 局 部 紧 可 度量 化 群 ,是 。 的 对 称 紧邻 域 
它 不 包含 6 的 任何 异 于 (eb RITE, BR y ORNA T y, HRK zt = y! E 
得 出 * 一 7( 问 题 6a))。 

a) WIE, 对 性 中 每 个 趋 于 “= 的 点 列 Cao), 存在 (as) 的 于 序列 G) 与 正 
EROFA Aa), EHPA CED 收 全 于 一 个 不 等 于 “ 的 点 (考虑 使 得 4t E 
VEREN k). 

b) 斌 还 , 若 rs ;是 两 个 实数 .使 得 序列 {85 和 9) I (8) 在 C 内 分 别 收 
AT z Sa, WERA (Gurr eak op zy (提醒 一 下 , z] 是 实数 : 的 整数 
部 分 ). 

°) 利用 a), b) 与 平方 根 的 唯一 性 、 试 证 对 每 个 满足 O<r< r ipa 
六 FEDE yta) 在 G 内 有 极限 。 

d) Bw CV 是 。 在 9 内 的 一 个 邻 域 ， 试 证 对 每 个 满足 0<r<1 的 实数 
六 PELER s, 使 对 一 切 n, 有 BUTOR eW GAIE 6b)), 由 此 推断 ， 
对 每 个 re [o, 1], 序列 (的 如) 具有 极限 XC). 

s) 对 一 TISr 么 0， 信 YXCD = 《X( 一 中) 站。 斌 证 当 r， 5 r + 了 都 在 
[—1,1] 内 时 ,有 XO + r) = XOX), HE [— 1,11 到 C 的 映射 一 (7 
是 连续 的 ， 由 此 推断 ,可 以 把 这 个 映射 延 拓 为 只 到 G 的 非常 值 连续 同 态 . 

8) 设 7 是 中 的 紧 区 间 [0, 1], c 是 1 到 自身 的 同 压 的 群 、6 包含 在 
Banach 空间 FRC) (7 .2.I) 内 。 斌 证 多 民 人 ) 的 拓扑 在 5 上 的 诱导 (可 度量 
化 ) 犯 扑 与 5 的 群 结构 协调 , 旦 6 中 的 右 Cauchy 序列 与 (由 人 的 元 素 组 成 的 7 
关于 FO) 上 的 范 数 (7.1) 的 Cauchy 序列 是 等 则 的 。 给 久 G 中 的 右 
Cauchy 序列 而 不 是 万 Cauchy EAMA. 
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9) a) 设 5 是 完备 可 度 重 化 群 ，G k e WRT G 的 处处 铀 密 子 群 ， 
RRT C 离散 托 外 所 得 的 托 扑 群 , 则 恒 等 映 射 G-*G。 是 双 射 连续 同 态 ,位 
它 连 续 延 拓 为 OC 的 同 态 (12.9.4) 却 不 是 满 射 。 

b) kG RR: 的 处 处 稠密 子 群 Q'，9 REEM, “GRR AERE 
(earz + Oy, 38% 5 = XG), 8 x AEGA G' 的 同 态 时 * 它 是 双 射 ,但 
它 连 续 延 托 为 R° 到 民 的 同 态 却 不 是 单 射 。 

°) 由 9 与 b) 给 出 这 样 的 例子 : Gu。 G, 是 两 个 完备 群 ，s 是 G, 的 处 处 
M TË z, 到 G, 的 处 处 稠密 子 群 H, 上 的 双 射 连续 同 态 、 但 “ 连续 延 托 为 
C 到 G, 的 同 态 却 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 . 

10) 设 了 是 严 的 子 群 九 到 可 度量 沙 局 部 紧 群 6 的 连续 同 态 ， 这 里 不 
ERAO AR. WER f REHA GATE) ERE i A EG p 
是 相对 紧 的 。《 归 结 为 H ER AEREI H. ICH) 在 G PRBE . 
首先 证 明 , 对 么 元。 在 6 内 的 每 个 邹 域 训 , P'O) 者 无界， 由 此 推断 EN 
R) 在 G 内 处 处 稠密 。 设 V 是 。 在 6G 内 的 对 称 紧邻 域 , 斌 证 在 五 内 存在 有 
限 个 正 数 4， 使 得 有 限 个 邻 域 ICV ERV RIME. 对 每 个 ze cs 设 a, 
是 使 得 G) Ex7 ËJ: € HR, RIEBE tE Aa, 则 存在 1， 使 得 — 8 € Aa, 
由 此 推断 若 了 尾 尽 内 原点 0 的 含有 一 切 二 的 最 大 紧 区 间 , 则 1 n A 非 空 ;从 
而 推出 GCD - V ERRI.) 

11) 设 G 是 交换 可 度量 化 拓扑 群 ，2 是 定义 G 的 拓扑 的 不 交 距 离 , 4 是 
FCG) 上 对 应 2 的 Hausdorff 距离 (3.16 问题 3)。 试 证 ， FM, N, P, 8 是 
G RS r EH WJ AMP, NOSAM, N) + XP,0). 


10. 带 算 子 空间 与 轨道 空间 


设 G 是 一 个 群 ,BE 是 一 个 集 ，G 在 上 的 作用 (或 左 作用 , 或 
运算 ) 是 G XE 到 的 一 个 映射 (;,*) -> :+ z, 满足 下 列 条 件 : 

1° 设 “ 是 G 的 么 元 , 则 对 一 切 ze E, H z - z = x, 

2° 对 G 的 任 一 对 元 : 与 一 切 xE E, Hse) m Ca) 


由 这 些 性 质 推出 ,对 一 切 5 € G 与 一 切 xe E, RA Ct. (s - 
z) = z; 因而 对 每 个 ke G, z— s: + 是 EE 到 自身 的 一 个 双 射 ,而 
= 


trar 是 它 的 逆 双 射 ， 

对 每 个 ze E, POS Gil: - x 33 G r, RA (GF 
给 定 的 G 在 互 上 的 作用 ) 的 轨道 ;使 得 * .xy = zB £ € 6 的 集 
S, 是 G 的 子 群 , 称 为 x 的 稳定 化 子 ， 关系， x= t ，* 等 价 于 
re $,. GEIG - z 上 的 映射 :一 s* x 可 以 按照 
{12.10.1) G Z> GS Gx 
来 分 解 ,其 中 G/S, 是 由 子 群 S* 所 作 的 左 陪 集 S, OR, p 是 典 旭 
ERR s s8:, p 是 双 射 Se 一 s* *。 如 果 当 x 取 遍 E 时 稳定 化 子 
S 的 交 仅 由 “组 成 , 则 称 G BS EB T E kL. 

如 果 的 每 个 点 的 稳定 化 子 仅 由 。 组 成 , 澳 言 之 ,如果 对 每 个 
x€ E, XAS + x = + z As = z, 则 称 G 自由 作 必 于 E 上 . 

关系 “y 属 于 x 的 轨道 "是 上 的 一 个 等 价 关系 , 它 的 等 价 类 就 
是 五 的 元 的 轨道 ;我们 以 3/G 表示 轨道 的 集 ( 它 是 PB(B) 的 一 个 
子 集 )。 如 果 这 个 集 仅 由 一 个 元 组 成 (换言之 , 如 果 对 8 的 每 对 元 
tsy, 存在 re G, 使 得 y 一 :+ z), 划 称 G 可 迁 作 用 于 EE 上。 的 
子 集 4 的 所 有 元 的 轨道 的 并 G - A, 称 为 4 关于 6G 的 饱和 集 ， 里 
H Csa) sra G x (G4) 上 的 限制 是 G 在 G4 上 的 作 
H. We: E — E/G 是 典 则 映射 WETE% G- 4 — x” 
《A)); XAG 4 =A GUF G ACA. 

现在 设 G 是 拓扑 群 ，B 是 拓扑 空间 。 此 时 称 G 《对 于 运算 
(s, x)— + z) 连续 作用 于 上 ,和 如果 积 空间 G XE 到 8 的 映射 
Gr) 一 和 zx 连续 . 
(12.10.2) 例 . HETRE G OTR ENER Co r) 一 
sx, (s,z) —> ses, 日 连 续 作 用 于 G 上 。， 对 于 第 一 个 作用 , 每 个 点 
x € G 的 稳定 化 子 仅 由 么 元 < 组成, 而 * 的 轨道 是 右 陪 集 Bx; 对 
于 第 二 个 作用 ,x 的 稳定 化 子 是 交 五 站 多 (e) Eh Z (o) 是 x 在 
G 内 的 中 心 化 子 (12.8.6)), 而 * 的 轨道 是 当 5 € H BF = HE 
元 heh” 所 成 的 集 ， 

WHEKE GHATH WIREH X KABA (C) e)> 
sr 连续 作用 于 G 上 ; x € G 的 轨道 是 集 HrK, 称 为 关于 五 与 
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下 的 重 陪 集 . 

设 卫 是 实 ( 相 应 她 , 复 ) 拓 扑 向 量 空间 (12.13), 则 群 R* (相应 
地 , C") 由 运算 (1:1) -> 2x 连续 作用 于 上 ; 相应 的 轨道 是 (0) 
与 (0} 在 DD 中 的 余 集 ,这 里 D 是 内 的 直线 ， 

E EJE Banach 空间 ， 则 召 到 五 上 上 的 线性 同 求 的 群 GL(E) 
《12.8.1) 由 (uw,x) > u(x) 连续 作用 于 E 上 (5.7.4). 

设 G 是 拓扑 群 ,EB 是 拓扑 空 疗 , 则 G x EH E ORR Gae) 一 
+ 是 6 在 E 上 的 作用 ( 称 为 平凡 作用 》)。 对 于 平凡 作用 ，G 连续 作 
用 于 五 上 。 

设 G 是 连续 作用 于 拓扑 空间 E 上 的 拓扑 群 。 对 拓扑 说 G' 到 
G 的 每 个 连续 同 态 o G' 由 G,z) 一 p(s) .x ERATE E. 
G2.10.3) BG RERE TRAN E EDEN 则 对 每 个 
sE G, 映射 + 一 :** ERCAS. 

WR L K by SORIA 33 xs .x 也 
连续 ， 
(12.10.4) 设 G 是 连续 作用 证 分 离 拓扑 空间 2 上 的 拓扑 群 ， 则 五 
的 每 个 点 的 稳定 化 子 是 G 的 亲子 群 。 

这 可 由 (12.3.5) 立即 得 到 。 
(1210.5) 设 G 是 连续 作用 于 可 度量 化 空间 E 上 的 可 度量 化 群 ， 
4 是 G 的 紧 子 集 ,B 是 的 闭 (相应 地 , 紧 ) 子 集 , 则 4 BEEK 
是 闭 (相应 地 , 紧 ) 的 。 

第 二 个 论断 由 4 BERR 4 x B (3.20.16(v)》 在 连续 映 
射 (s,x) so 下 的 象 得 到 (3.17.9)， 为 证 明 第 一 个 论断 , 考虑 
4 : BIRRA (ss * xa), 它 以 x EE 为 级 限 ( 其 中 s€ 4, aE 
B). 由 假定 ,存在 收 策 于 点 a € 4 的 子 序列 (ss)， 由 于 

3 

所 以 序列 (xm) 散 化 于 a. zz。 但 由 于 在 内 是 闭 的 , 故 oze 
B, 因而 x 一 。- (at: z)€ 4 ，B， 基 于 (3.13.13), 命题 得 证 . 

设 G 是 连续 作用 于 护 扩 空间 E LORIE, E/G 是 轨道 集 ， 
= E— E1G 是 典 则 映射 ， 它 使 每 个 x € BE 对 应 到 x 的 轨道 G。 
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z. LO E E/G 的 满足 下 述 条 件 的 子 集 忌 所 成 的 集 : (U) 是 
下 内 的 开 集 。 由 公式 (1.8.5) 与 (1.8.6) 立即 得 到 ,9 是 E1G 上 
的 一 个 拓扑 ， 赋 予 这 个 拓扑 的 E/G, 称 为 G 在 E 上 的 作用 的 轨道 
空间 ; 因而 映射 了 — (U) 是 E G 的 开 集 的 集 到 的 饱和 开 集 
的 集 上 的 双 射 。 为 使 EG 的 子 集 F 在 E/ G KERK, MIER 
Fi = CF) 在 互 内 是 闭 的 ,这 是 因为 
= (ElG)— F)= E — (F). 

(12.10.6) G) SNRA z: E — E/G 是 连续 的 . 

Gi) 万 内 每 个 开 集 在 * 下 的 象 是 E JG 内 的 开 集 。 

GD 为 使 E/G 到 拓扑 空间 E RA i E BAERD 
fem: E — E 连续 。 

第 一 个 论断 由 E/G 的 拓扑 的 定义 与 《3.11.4b)) 得 到 。 为 证 
表 第 二 个 论断 ,只 须 证 明 ,对 忆 内 的 每 个 开 集 了 , 它 的 饱和 集 G - 
V= G(V)) 在 卫 内 是 开 的 。 然而 我 人 有 G. V =U sy, 


eG 


根据 《12.10.3), 对 每 个 sE G, se V 在 EE 内 是 开 的 。 RA, # f 
BE/G — E 连续 ， 则 由 G), fox 也 连续 ; 反之 ， 若 fox 连续 , 则 对 
E 的 每 个 开 集 UV', CUCU) 在 至 内 是 开 的 ， 因 而 U 在 
E/G 内 是 开 的 ,这 就 证 明了 (ii)。 

对 每 个 ze E, 36 V ON z 在 E 内 的 一 个 基本 邻 域 系 ， 则 集 
(V) 形成 点 xE) € E/G 的 一 个 基本 邻 域 系 。 
(1210.2) 设 4 是 E 的 子 集 , 4 = G * 4 = = 《x(4)) 是 4 关于 
G 的 饱和 集 ， 则 E/G 的 子 空 间 =(4) 到 轨道 空间 A/G 上 的 典 则 
双 射 9 是 一 个 同 胚 (这 里 9 是 把 4 的 点 在 内 的 轨道 对 应 到 同一 
轨道 ,但 把 后 者 看 作 互 的 子 空间 4' 的 点 的 轨道 )， 

FRL, UÈ E/G 的 开 集 时 ,，9 UNA) 对 应 到 
a (UJN AL 在 411G 内 的 典 则 象 ， 然而 Nx(4) 取 遍 EE/G 的 子 
ZE (A) 的 开 子 集 , 并 且 p(x UNAL) BE 4'1G 的 开 子 集 : 
因为 若 了 Ek E hy ts El 4' 的 饱和 开 子 集 , 则 V' ën V Y 4', 其 
中 了 是 五 内 的 开 集 。 但 我 们 也 有 

V = (G. NA == '(KV))n4, 
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Hh (12.10.6), (V) 在 E/G 内 是 开 的 。 

《12.10.8) 设 G 是 连续 作用 于 拓扑 空间 卫 上 的 拓 队 群 , 则 为 使 也 } 
G 是 分 离 的 ,必须 且 只 须 在 积 空间 E x 内 ,属于 同一 轨道 的 元 侦 
(x, y) 的 集 卫 是 闭 的 。 CREET, SAINE E ABER 
的 。 

设 z(a) 与 (y) È E/G 的 两 个 不 同 的 点 ， # E/G 是 分 离 
的 ， 则 存在 E 的 两 个 没有 公共 点 的 饱和 开 集 人族 , W, ER ze V, 
YEW. 显然 E XE 内 的 开 集 VV xW C, y) 但 不 含有 R 的 任 
何 点 , 这 表明 在 E X EKER. 反之 ,车 在 x E NEA 
的 , 则 在 下 内 存在 * 的 开 邻 域 $ 55 y 的 开 邻 域 T, 使 得 (S x TIN 
R=Z bF (s) 与 =<CT) 分 别 是 w(x) 5 =G) 的 邻 域 (12.10.6); 
如 果 它 们 有 公共 点 ， 则 存在 s€ 5 与 :€ ,使 得 *，: 属于 癌 一 轨 
HR CER, BERTE, Wii E/G 是 分 离 的 。 第 二 个 
论断 由 《12.3.4) 与 的 连续 性 得 到 .。 

(12.10.9) 设 E 是 可 度量 化 空间 ,G 是 连续 作用 于 EB 上 的 拓扑 群 ， 
m E— EG 是 典 则 映 壬 假定 8/G 是 可 度量 化 的 ,我 们 有 

G) 车 B 是 可 分 的 , 则 B/G 也 是 可 分 的 。 

G) 若 召 是 局 部 紧 ( 相 应 地 , 紧 ) 的 , 则 已 /G 也 是 局 部 紧 ( 相 应 
地 , 紧 ) 的 ， 

Gi) 车 巨 是 局 部 紧 的 , 则 对 E/G 的 每 个 紧 子 集 K, 存在 的 
RTE L, 使 得 K =L). 

第 一 个 论断 是 显然 的 ,因为 若 忆 是 在 下 内 稠密 的 可 数 子 集 , 则 
(D) 在 EJ G 内 稠密 (3.114, 4)), 若是 点 x € ERRAN 
(V) E z(a) 在 E/G 内 的 紧邻 域 ((3.179) 与 (12.10.6))。 最 
后 ， 对 每 个 z€ K, k V (2) 是 a) 的 某 个 点 在 互 内 的 紧邻 域 ， 
EE (VO) 是 = 的 紧邻 域 , 则 存在 有 限 个 点 z € K, 使 得 

PFCs 
HAK. W L, 是 上 内 的 紧 集 U VC) WA KCL) Afi 


L= LG) RH (AJEE 工 ， 内 是 闭 的 《(3.11.47 与 
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《3.17.3))) 也 有 (L) = K, 

(12.10.10) 设 E 是 局 部 紧 可 分 可 度量 化 空间 ,6G 是 连续 作用 于 E 
上 的 拓扑 群 , zx: E — B16 是 典 则 映射 。 假定 1° EG 是 分 离 
的 ;2° 对 每 个 re E, 存在 E 的 含有 xz 的 紧 子 集 天 (*)， 使 得 = 在 
K(x) 上 的 限制 是 单 射 且 =(KG)) 是 z(a) 的 邻 域 。 在 这 些 条 件 
T, E/G 是 可 度量 化 的 ( 因 恒 《12:10.9) 是 局 部 紧 与 可 分 的 ), 

我 们 首先 指出 ， 存 在 也 的 紧 子 集 序列 (K。), 使 得 * 在 K, 上 
的 限制 是 单 射 ， 且 所 有 集 <K。) 的 为 部 形成 B/C HER. BA 
(3.18.3) 存在 E 的 紧 子 集 的 递增 序列 (4。)， 其 并 为 E， 对 每 个 
ser(4o) 设 * 是 m:(o) 的 一 个 点 ;考虑 具有 所 述 性 质 的 集 天 (w)， 
HEVE 一 KEY, VG) 是 xz 的 开 邻 域 , 因而 = (V GO) 
En NA FBR. AFA 是 紧 的 , 故 存在 有 限 个 点 z; € 
al An) EVD (1 <; < p.) WR 4。 的 覆盖 . 设 Kin 是 
对 应 于 F(z) 的 集 KO), EBRA =(K,,) 的 内 部 在 E| G 内 形 
RA) 的 开 覆盖 ; 显然 Kin Qa 之 1, 对 每 个 n 1 < ; < p.) 就 
是 所 提问 题 的 解 。 

于 是 ， 因 为 E/G 是 分 离 的 ， 所 以 = 在 K, 上 的 限制 是 K, 到 
BE/1G 的 子 空 间 =KK,) 上 的 同 胚 《12.3.6)， 因 而 这 个 子 空间 是 可 度 
量化 的 与 紧 的 ,于 是 由 《12.4.7) 即 得 所 需 的 结论 ， 

(12.10.11) 设 G CARH C) 是 连续 作用 于 拓扑 空间 E GAR 
地 , 了 》 上 的 拓扑 群 , 则 G x G 由 (or Ge.) = (s rgs ° z) 
连续 作用 于 E x E' E, 且 把 点 (x, v) 的 轨道 对 应 到 由 x 的 轨道 
与 x* 的 轨道 组 成 的 元 偶 的 映射 是 《〈 召 x E')/(G x 6') 到 (E/ 
G) x (E'/G') 上 的 一 个 同 省 。 

容易 验证 中 是 双 射 , 由 《12.10.6), 它 是 连续 的 。， 此 外 , i p: 
E x E>(EXE')1(Gx 0) 是 典 则 映射 ，* 与 «分 别 是 E — 
E/G 5 E > E'/G' 的 典 则 映射 , WI (Ex E')/(Gx G) 内 的 每 个 
FRE EXE 的 开 集 UU 在 映射 ?下 的 象 , 且 有 

op(U) = =(Pr,(U2)) X r'u), 
因而 eCpCU)) E (E/G) x (E'1G') 内 是 开 的 ， 由 此 得 到 所 述 结 
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论 ， 
(1210.12) 设 G 是 榨 续 作用 于 拓扑 空间 了 上 的 连通 拓扑 如 若 
空间 E/G 是 连通 的 , 则 8 也 是 连 递 的 . 

由 于 映射 >s- z 是 连续 的 , 所 以 每 个 轨道 G ，* EERI 

(3.19.7)。 假 定 存在 E 的 两 个 非 空 开 子 集 口 ,PV ,使 得 UnP 一 多， 
UUV 一 下 对 每 个 ze E, UNCG- x) 与 PN(G.x) 在 G :x 
内 都 是 开 的 , 它们 的 并 是 G - z , 交 是 空 集 , 因而 其 中 有 一 个 是 : 
集 , 也 就 是 如 与 VV 是 饱和 的 。 然而 此 时 U0) 与 V) 是 F/G 内 
的 非 空 开 集 ， 其 交 为 空 乐 , HHF E/G, 这 与 E1G 的 连通 性 相 予 
Ñ. 
(12.10.13) WE. 群 G 在 集 E 上 的 右 作用 是 G XE 到 EE 的 一 个 
M (ez) x s, 满足 : 对 每 个 xE E, Are e = x; 对 任意 的 
z€ E 55G IS EAR s, z, #f (z ° 2) ° s = x * 《64)。 所 有 上 述 内 容 
都 可 直接 转移 到 这 个 作用 上 去 ， 常 以 GNE 表示 此 时 的 轨道 空间 . 
例如 ， 拓扑 群 G 的 子 群 互通 过 运算 (¿, z) — x+ 连续 右 作用 于 
G F. 


问 = 


1) 设 6 是 局 部 紧 可 度量 化 群 , E 是 局 部 紧 可 度量 化 空间 ,并 假定 6 连续 
作用 于 E 上 .对 E 的 每 对 了 集 K, L, 设 P(K,L) EER (s- K)n Le Z 的 
56G 所 成 的 集 - 

a) 试 证 :车 天 在 G 内 是 紧 的 , 工 在 5 内 是 闭 的 * 则 集 KE,) 在 6G 内 是 闭 
K WGERFATEL, WRN ERRARTE K, L, PKL) iE G WR 
子 集 (如 果 6 是 紧 的 , 则 这 个 条 件 必 满足 )。 

b) WEH G EREET E LWR G 的 每 个 闭 子 集 与 的 每 个 紧 子 
RK, F. K 是 E 的 闭 于 集 ， 特别 地 ， 对 每 个 *eE,* 的 轨道 CG.* 在 E 内 是 
闭 的 . 

°) 在 同样 的 假定 下 ,对 每 个 =。 E, * 的 稳定 化 于 s 是 G 的 紧 于 群 , 且 和 典 
MEH G/S—G - x 是 一 个 同 胚 - 

3) 在 同样 的 假定 下 ,轨道 空间 E/G 是 分 离 的 。 

2) GERRERA Ca, D GUR 11), EXA HCO) ER 如下; 
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_ (a+ 2 _ _ 
=+ s +1 ° miT) Z< -yT 


HD =G D, w-— r es 


=í a(a + 2) 
1 ( rt Z= r> TT 


我 们 以 c. 表示 当 z € R bj AC 的 集 ;以 表示 R OFER, CRAE 
“之 上 的 SAH D, D” RARE D' GAR, D) 是 点 G, —1) (相应 
地 , G, 1)) 的 集 (其 中 :& RD, 

加 法 群 是 出 如 下 定义 的 运算 律 (:,x)—s。z 作用 地 局 部 紧 空 间 E E: 1° 
rrG,—1) = Cs H tyl); 2° B aml ha r e AGO = fs + 9); 3° so Gs 
1) = 0—5,1), RER ERHARFATE L, 并且 对 每 个 ze E, = 的 轨 
DR. z 是 闭 的 而 典 则 映射 RR- z 是 一 个 同 且 ,但 轨道 空间 5/ 中 不 是 分 离 
的 . 

3) 群 Z 由 运算 律 

n: Gos) = (Cs, y+ 22) 

连续 且 正 常 作用 于 R: E, 轨道 空间 对 《Mibius 带 ) 是 可 度量 化 的 与 局 部 紧 
ËJ. Fa, RaM 是 典 则 喘 射 ， 则 在 三 一 D 《使 用 与 问题 2 相同 的 记号 ) 
上 的 限制 是 单 射 ， 且 E-D") = 一式 E) 是 局 部 紧 的 。 群 只 通过 运算 律 
z" (e) = xG: * z) (8R— r EE — D”) EBI (E — D”) E RERE 
续 且 自由 作用 于 元 2) 上 ， 使 对 每 个 =e E, MER- a(?) 在 E) 内 是 闭 的 
且 典 则 映射 R—R + zz) 是 一 个 同 胚 , 轨道 空间 <(E)/ 吕 是 可 分 、 局 部 紧 与 
可 度量 化 的 ,但 灵 不 正常 作用 于 E) E. 

4) E R 内 , 设 王 是 满足 < 关 1 与 :之 0 的 集 c。x{z}( 使 用 问题 2 中 的 记 
号 ), 直 线 Ds 与 满足 z>14 的 直线 D 的 并 ;其 中 D, EN 2 € 中 时 点 (1, 一 1,0) 
所 成 的 乐 , Dr EH e RIP A (213=) 所 成 的 集 。 加 法 群 尺 通过 如 下 定义 的 
BRIR (e, uje e s 连续 作用 于 下 上 : 1° cs (5 一 1 0) = G + z,—1,03; 
2 一 (Cr 二 91) = G —s, 18), 试 证 相应 
于 这 个 作用 的 轨道 具有 问题 : 与 3 所 说 的 网 样 的 性 质 ， 且 空间 E/R 是 分 离 
的 ,但 它 不 是 可 度量 化 的 。 

5) 设 E 是 局 部 紧 可 度量 化 空间 , G 是 连续 作用 于 上 的 拓 轩 群 ， x: E= 
E/G 其 典 则 映射 ,又 假定 E/G 是 分 离 的 。 

a) 设 K 是 E 的 紧 子 集 ; 是 X 的 开 邻 城 。 试 证 存在 到 [0,1] 的 连续 
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BANTE =:(xCK)) WIRE 1, 在 x U) 的 余 集 内 取 值 0- 
b) 由 4) 推断 ， 存 在 EG 到 [0, 1) 的 连续 映射 ， 在 (K) 内 取 值 1 在 

(U) RRRA, (AEE E KEE K 的 相对 紧 开 邻 域 Uo 使 得 

如 cv; 由 此 扒 而 ,存在 5 到 o, L| ADER A f, 使 得 二 在 

=G) 

PRIA +> fE E — GUD) ARI 0, h fE GOD) 内 取信 二 ,在 一 

m GU) 内 取 值 0; ABBR =A + h. 无 限 次 重复 这 个 “内 插 过 程 "并 

取 极 限 . ) 

°) 设 E 是 可 分 的 , 试 证 存在 中 的 相对 紧 开 集 序列 C0,), 使 得 KZ,)C= 
Rit N) 形成 E16 的 拓扑 基 。 

D 假定 是 可 分 的 , 试 证 E/G 是 可 度量 化 的 。( 对 每 对 使 得 zc 区 的 
指标 m, n, 28B E/G 到 [0, 1] EPERIK S fmo BE Un) 内 等 于 1, 而 在 
AU 的 余 集 内 等 于 0; 2888 E/G 到 积 空间 RNN 的 连续 里 射 *~>(jur(z)7.) 

6) 给 定 其 有 么 元 。 的 广 群 M， 如 (12.10) 那样 定义 M EIR E ERIE 
H. 

假定 是 紧 度量 空间 HAEA s EM, Atre aE ea (ih 
<E M) 所 成 的 集 的 闭 包 Mo, 8820 z TRM RARA EEMO F 
是 稳定 集 ， 试 证 对 每 个 xeE, 在 Mor 内 存在 最 小 的 闭 轨道 z， 就 是 说 = 
满足 ， 对 每 个 *E2, 有 Mee =z, (HENE M.S, R MOD E 
RÈ M. FPL, 到 包含 在 M; 内 的 闭 执 道 的 上 距离 的 上 确 界 。 用 反 证 法 ， 
指出 相反 的 候 定 导致 E 不 是 准 紧 的 ,以 此 证 明 当 y RA M. > B, AG) 的 
下 确 春 是 0。 由 此 推断 ;存在 Mer 中 的 点 列 Os) 使 得 me Meyn, H 
FAAO BT 0 再 利用 5 的 紧 性 得 到 所 需 的 结论 . ) 


下 齐 性 空间 


设 G 是 群 ,只 是 G 的 子 群 读者 记得 G1/HC 相 应 地 , MC) # 
HH WEB E BE $E =H GERM, AR Br ) 的 集 ， 如 果 对 G/H 
GEMI, HG) 的 每 个 陪 集 + 一 zH (BA + = Hr) S43⁄" 
sE G, $ í ° š = (sx)H GB, 2 ` £ = H(xs)), 则 6 可 迁 左 ( 相 
应 地 , 右 ) 作 用 于 G/H (相应 地 , HN G) 上; 赋予 这 个 作用 的 G/H 
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《相应 地 ,HN\G), BOO BH MERER EGER, Aii IA E 
空间 . 

下 面 专门 研究 GIH, 显然 所 做 的 一 团 阅 述 均 可 转移 到 IT 人 NG 
+, 我们 以 < 表示 G 到 G/ 刀 上 的 典 则 映射 z — zH. 

显 见 G/H 是 G 的 点 关于 HH 在 G 上 的 右 作 用 (8, z)-> xh 
(12.10.13) 的 轨道 所 成 的 集 。 当 G 是 拓扑 群 时 ， 就 可 赋予 G/N 
(12.10) 中 定义 的 拓扑 ( 称 为 6 的 拓扑 对 五 的 商 拓扑 )，、 若 *。€ G, 
i = xH È r E G/H 内 的 象 ,考虑 % 在 6 内 的 邻 域 V 在 GIH 内 
的 上 典 则 象 ( 即 对 每 个 了 , BE r € 了 时 陪 集 H AR CE VR 
VH) 在 典 则 映射 x: G 一 GIH FER) RREH t E G/H 内 
的 一 个 基本 邻 域 系 ， 当 我 们 把 G/H 作为 拓扑 空间 时 ,只 要 没有 相 
反 的 声明 ,总 指 它 的 拓扑 定义 如 上 。 

(1211.1) 群 6 连续 作用 于 G/H 上 . 

H (s 加) 是 G x (G/H) BY, zo FERETE 2 REIA. so- ie 
的 每 个 邻 域 形 如 xP), 其 中 了 是 s 的 领域 。 FE s PRU 
与 “4 的 邻 域 仿 ,使 由 关系 sEU,x€ WW 可 得 到 sxE V. 于 是 由 关 
RIEU, z€ <(W) 得 到 ， Eal), 由 此 即 得 所 述 命题 ， 
(1211.2) 设 G 是 拓扑 群 ,五 是 G 的 子 群 ,我 们 有 : 

G) 为 使 6/ 如是 分 离 的 ,必须 且 只 须 召 是 闭 的 。 

Gi) 为 使 G/H ERRI MAERAH ERR. 

Gü) 若 刀 是 离散 的 , 则 对 每 个 z€ G, 存在 一 个 邻 域 了 ,使 得 
= #E V 上 的 限制 是 了 到 e) — z # G/H 内 的 令 域 <(V) 上 的 同 
E. 


事实 上 ,对 于 G), Æ G/H 是 分 离 的 , W {x(e))} Æ G/H 内 是 
闭 的 (12.3.4), BM H =r (ale) 在 G 内 是 闭 的 。 反之, 若 电 是 
闭 的 , 则 关于 五 的 右 作用 具有 相同 轨道 的 元 偶 (x，,y)E G x 6G 的 
集 是 使 得 x 'y€ H BJ (z, y) 所 成 的 集 ， 由 于 后 者 是 互 在 连续 映 
射 (x, y)— zy 下 的 道 象 ， 因 而 是 闭 的 ; 于 是 G/H 是 分 离 的 
(12.10.8). 

REKA GD. 若 G/H 是 次 散 的 , 则 由 于 {x(e)} 是 G/H 内 的 
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开 集 : 故 百 一 rz<(e)) 是 开 集 ， 反 之, 若 百 是 开 集 , 则 zH ARE 
开 集 ,因而 它们 的 象 rH) 一 {x(*)) 在 G/H 内 是 开 集 (12.10.6)， 
故 G/H 是 离散 的 。 
最 后 , 对 于 Gü), A 轴 是 < 在 G 内 的 一 个 邻 域 , 不 含有 瑟 内 
除 。 外 的 其 他 点 ; Vo 是。 的 对 称 开 邻 域 ,满足 ViCU。 (12.8.3), 这 
时 ,对 每 个 ze G, = EV = *s 上 的 限制 是 单 射 。 这 是 因为 ， 若 
H RB A, K WE reh 一 rz'h' s FER z, z' RT Vos 则 可 推出 
Kh == aE ViCU,, 
由 此 得 到 2'— A, z = z. 由 于 六 内 的 每 个 开 集 在 z 下 的 象 是 
x(V) 内 的 开 集 《12.10.6) 且 是 连续 的 ， 所 以 = 在 了 上 的 限制 是 
V | =C(U) ERE. 
《12.11.3) GETERE, HE GHATH, d 是 定义 G 的 拓 
扑 的 右 不 变 距 离 (12.9.1); 对 G/H 内 任意 的 两 点 #7, 令 
dt) = d(xH,yH) (3.44) 
于 是 水 是 定义 G/ 吾 的 拓扑 的 一 个 距离 ;车 G 还 是 完备 的 (12.9.27， 
则 Cj/ 如 关于 距离 由 是 完备 的 
KEER, Aret, yEy, WA dl#,) 一 d(x,yH)。 事实 
上 ,我 们 有 a(z,yH) — int d(z, yA); 因而 根据 的 右 不 变性 ， 对 
ETR EH, 有 d(ek yH) = d(x,yH)。 于 是 由 (3.42), 对 每 个 
z€ G, H 
|2K#,2) — dl952)) = la(z,zH) — a(y,zH)| < Casy) 
由 于 这 个 不 等 式 对 * 内 的 任意 x 与 ?内 的 任意 z 都 成 立 ; 故 
lalà, 2) — daly, 2)) < aKz, 5), 
因此 如 是 G/H 上 的 伪 距 离 。 关系 dlt y) r 等 价 于 存在 ?6 
使 得 a(x,y) < r. BEHEAD AR d 是 一 个 距离 ,并 且 
如 果 B(x; r) 是 以 z 为 中 心 ,以 > 为 半径 的 (关于 z 的 ) 开 球 , 则 它 
在 典 则 映射 z: G 一 G/ 吾 下 的 象 是 以 z(a) 为 中 心 ， 以 + 为 半径 
的 (关于 办 的 ? 开 球 ,因而 四 定 义 了 GH 的 拓扑 . 
现在 假定 G 是 完备 的 , 设 (各 ) 是 关于 d hI Cauchy 序列 , 我 
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们 来 证 明 , 必 要 的 话 ,选取 (2。) 的 子 序列 ,可 限于 考虑 在 G 内 存在 
右 Cauchy 序列 《x,), 使 得 za) = z, 的 情形 。 根据 假定 ,序列 
Cen) 收敛 ,这 表明 Ce) RAME, 因而 收敛 (3.142). 这 就 得 到 
G/H 是 完备 的 。 

在 G 内 存在 。 的 可 数 基本 邻 域 系 (7,), 使 对 每 个 s, 有 
V3nCVa(12.9.1 与 12.8.3). 1 (s,) 是 正 数 序列 ,使 由 关系 des 
z) <s, 可 得 出 *e V,. 由 假定 推出 , 可 按 归 纳 法 定义 5 和) 的 子 
序列 (zo), EI P 22 k 5 42k, 有 dL ingsta) < 8r. 用 (zo) 代 
3 (2,), 还 可 假定 dzp,24) < e, XS p 22 n 5 q 2 n 都 成 立 ， 由 
Ta 是 右 不 变 的 ,所 以 由 定义 推出 , 对 每 个 y6 trs ta 与 邻 域 Vay 
的 交 非 空 。 这 样 就 可 对 ” 用 归纳 法 定义 G 中 的 点 列 《x。), 使 对 一 
Hn, 有 zae ins B. zea Varo 关于 了 用 归纳 法 可 得 到 ,对 一 切 
户 之 0， 基于 Va WER, 有 xntp EV nro-aV arpa VaV nta 
Vaitai 因而 序列 (xs) 是 G 中 的 右 Cauchy 序列 . 证 毕 ， 

设 G 是 拓扑 群 ,也 是 拓扑 空间 ,G 连 续 旦 可 迁 作用 于 五 上 ,， W 
r RERA, S, 是 它 的 稳定 化 子 ， 按照 候 定 ，C 到 五 的 连续 映射 
ha: s>s- x 是 满 射 ， 我 们 已 经 看 到 (12.10.1)， 它 可 与 则 地 分 解 
为 
(12.11.4) ha GŽ>G/S: >E; 

其 中 xx* 是 G 到 齐 性 空间 G/S, 上 的 典 则 映射 , fe 是 双 射 Se -> 和 
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由 《12.10.6), 我 们 断定 1, BERRAAT f, PE EAE 
(12.12 H 2). 
(1211.5) 使 用 上 面 的 记号 ,为 使 双 射 j:: GJS, > 对 每 个 x 
了 都 是 同 是 ,必须 日 只 须 对 一 个 点 me ,映射 bra s>s- z 31 
< 在 G 内 的 每 个 邻 域 映 为 mm 在 也 内 的 邻 域 . 

考虑 到 (12.10.6), 只 须 证 明 所 述 条 件 的 充分 姓 ， 

首先 注意 ,由 假定 ,每 个 * € 也 可 写 为 > 一 上 roo t 是 属于 G 
的 某 个 元 .者 了 是 。 的 邻 域 ,由 假定 得 知 , 了 ,> 一 (7 : z EE z 
的 邻 域 , 因为 可 写 《VD ro = te (OVE) xo), 而 让 Vt 是 ce 在 


ble 


GAWR (12.8.3), 且 对 每 个 ;st G，y 一 s. y 是 E 到 自身 的 同 
Æ (12.10.3). 由 于 G/S; 内 的 每 个 开 集 是 G 的 某 个 开 集 在 zx: 下 
的 象 ,所 以 只 须 证 明 , 对 G 内 的 每 个 开 集 如 与 每 个 x€ E, h(U)= 
(zx(D)) 一 Ux 在 E 内 是 开 的 .然而 ,对 每 个 EU, tU E e 
的 邻 域 ,因而 由 前 所 证 , (47DU) - x 是 * 在 E 内 的 邻 域 , 故 

1- (Dr) Ux 
是 : - x 的 令 域 ,由 此 即 得 所 述 结论 (3.6.4). 


12， 商 群 


设 五 是 人 群 G 的 正规 子 群 ， 我 们 知道 ， 此 时 对 每 个 re G, 有 
*H = Hz, BIR G/H 5 HNG ESAR; 赋予 G/H 以 G W H BË 
群 结构 ,关于 这 个 群 结构 , 典 则 映射 x: G -> G/H RAS. 
(12.12.1) 设 G 是 拓扑 群 ,已 是 G 的 正规 子 群 , 则 G 的 拓扑 对 五 能 
AHI G/H RA UNA. 

设 Chos 3) Æ (G/H) X (GIH) WJ. z ERR t HAR, 
ye ERR yo RRA. t 的 每 个 分 域 形 如 zx(5), 其 中 UU 是 roye O 
类 个 邻 域 .在 G 内 存在 % 的 邻 域 V 与 y 的 邻 域 玉 , 使 由 关系 xe 
V, y€ TW 可 得 出 zyEU; 因此 由 关系 *€ (V), p€ =(W) 可 得 出 
#p € (U), 这 表 肯 映射 (+, 了) — iy TER Cos 加) 处 连续 ， 可 以 
同学 地 证 明 瞎 射 * 一 27! 的 连续 性 ， 

以后 当 我 们 谈 到 拓扑 群 的 商 群 时 ,总 是 指 赋予 它 商 拓扑 。 
《12.12.2) iG IË, 日 , KK 是 G 的 两 个 正规 子 洛 ,是 HCK， 
则 典 则 双 射 g: G/K — (G/H)/(KIH) 是 拓扑 群 同 构 . 

我 们 知道 , 9 是 使 


可 


G—— "ox 

=m G 

G/B- (C/H)/(K/H) 

具有 交换 性 的 唯一 映射 , 其 中 ,x 5 ERAS. WENO 
定义 (12.10) H,HE (G/H)/(K/H) KFE UERR, 必须 且 
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RA n -x1(D)) 在 G 内 是 开 的 , 或 PU) 在 G 内 是 开 
的 ,而 这 表示 p (U) 在 G/ 故 内 是 开 的 ,由 于 9 是 双 射 ， 改 得 所 述 
命题 ， 
(12.12.3) GEHIE, H 是 G 的 正规 子 群 , x: G— G/H É 
典 则 同 态 , 4 是 G 的 子 群 , 则 =<( A) 到 商 群 4Hf 有 H 上 的 典 则 双 射 是 
一 个 拓扑 群 同 构 . 

应 用 及 在 G 上 的 右 作用 《4，*) > hx， 这 个 命题 就 成 为 
(12.10.7) 的 特殊 情形 。 

我 们 知道 ,也 存在 商 群 4/4(4 人 MH) 到 G/H TE =< A) LR 
AWKI d, 它 是 使 
(12.12.4) 4 


w me 


AKANE PA) 


其 有 交换 性 的 唯一 映射 ,这 里 x ERRA T j: 4 一 G 是 典 则 
单 射 ， 由 《12.10.6) 得 到 , 双 射 少 是 连续 的 , 但 它 不 一 定 是 双方 连 
续 的 (问题 2)。 然而 有 : 

(12125) GETERE HE GORTE WH G HAH 
TE A, 典 则 双 射 


Qp: AI(ANH) > (A) 

是 拓扑 群 同 构 。 

只 须 证 明 AANE) 的 任 一 闭 子 集 F E o FORE CA) 内 
RAR. = (F) 一 3 是 4 的 闭 子 集 , 从 而 是 G 的 闭 子 集 , 且 

#(F) = (AB)) = =<(BH). 

ATHER OL BH 在 G 内 是 闭 的 《12.10.5》 与 饱和 的 , 从 而 
=( BH) 在 G/H 内 是 闲 的 (12.10), WEE =CA) 内 更 是 闭 的 . 
(12.12.6) 设 Go Gi ERABI, H 是 G, 的 正规 子 群 , H, E 
G 的 正规 子 群 , 则 典 则 双 射 o: (G, xG) KR, XH.) — (G /H.)X 
(G;JH,) 是 拓扑 群 同 构 。 

这 从 (12.10.11) 立即 得 到 . 
(12.12.7) 设 G, G' 是 两 个 拓扑 群 ，x: G — G 是 连续 同 态 ， 则 
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# 订 典 则 分 解 为 


GGN uG) O's 
Rohn Re u W, p ERWA Mi 是 典 则 单 射 。 我 们 知道 ,” 
是 连续 双 射 (12.10.6, GD) 但 不 一 定 双方 连续 。 当 ” 是 双方 连 
续 时 ,w 称 为 G 到 G 的 严格 态 射 ， 为 使 * 是 严格 态 射 ， 必须 且 只 
须 对 < 在 G 内 的 每 个 邻 瑾 了 ,zx(7) 是 e = ule) E uG) RR 
PR G2.11.5), 


Fl E 


1) a) ike ERIE KEBDI E B 2k GM PPL, BASEA. 
WEAN /二 的 连通 分 支 是 6 的 连通 分 支 在 典 则 映射 z; G—G/H FER. 
HEN EGAR CL 为 完全 不 连 透 的 闭 于 群 工 中 的 最 小 闭 子 群 . 

b) 设 G 是 Banach 空间 ACN) (7.1.3) 内 由 满足 下 述 条 件 的 映射 
sa) 所 组 成 的 加 法 子 群 : 对 一 切 *e N, # Ke) € Q, HÆR py lima) 
FE. BN) LAERE G 上 的 话 导 了 虑 离 所 定义 的 拓扑 与 G 的 群 结构 Hy 
W; G 关 于 这 个 拓扑 是 完全 不 连通 的 . 设 H 是 6G 的 子 洛 , 它 由 满足 im Aa) = 
4 的 fe 6 所 组 成 试 证 妨 在 6 内 是 闲 的 , 且 G/ 王 局 构 于 只 ,因而 是 连通 的 . 

e) 设 G 是 局 部 紧 可 放量 化 群 ， 愉 是 6 的 闭 子 群 , +: 6G/H ERUH 
射 。 试 证 G/S 的 连通 分 支 是 G 的 连通 分 支 在 * 下 的 象 的 闭 包 (归结 为 C 是 
完全 不 连通 的 情形 ,并 利用 12.9 问题 3》。 

2) 在 孝 法 群 只 上 内, 设 忆 是 于 群 Z，4 是 子 群 8Z, 这 里 ETER, 试 
ERRI AANE + HYH RERE. 

3) e ERN, (C) 是 托 扑 群 的 无 限 序列 ， 它 的 每 一 项 都 等 同 于 离散 
F Z/P, B H, C OTR PZZ, kc ERR JI c, 的 子 涯 , 它 由 满足 
下 述 条 件 的 x 一 《za) 所 组 成 : RARA n Ah A ra EHn, BERE 

ĮI = 8ce 
的 么 元 " PRIR WE B E o AF G LORAADA M 
拓扑 与 G 的 群 结构 协调 。 关于 这 个 拓扑 ，G 是 可 度量 化 的 与 局 部 紧 的 ,而 
GIR 是 离散 的 。 试 证 G 到 用 身 的 同 态 *; r: RE GARAHE SA 
并 且 扩 6) 在 G 内 不 是 而 的 。 


人， 


4) 设 6 是 可 度量 化 巢 ,K 是 G6 的 闭 正规 和 群 ， 试 证 ， 若 尺 与 GJK 是 完 
备 的 , 则 G 是 完备 的 、 

5) a) 设 G 是 拓扑 群 ,大 是 6 的 正规 子 群 ， 试 证 , 3 Z 5 GK 都 没有 任 
EDER (12.9, 问题 6), 则 G 同 样 没 有 任意 小 于 群 . 

o) 由 =) 推 煌 ， 若 如 ,已 , 是 拓扑 群 6 的 两 个 正规 子 群 ， 使 得 Gu/ 如 与 
SB, 都 没有 任意 小 子 群 , 则 C (F, nH, 没有 任意 小 子 群 . 

6) 设 6 是 连通 的 ， 局 部 紧 的 可 度 音 化 群 ， 天 是 G 的 正规 紧 子 群 ，N 十 
的 正规 太子 群 ,使 得 K/N 没有 任意 小 子 群 (12.9, 问题 6), 试 证 此 时 是 
G 的 正规 子 群 . 《注意 到 由 关于 K/N 的 假定 可 推出 存在 < 在 6 内 的 邻 域 5， 
IESS ze U, 有 2Nx :CN.) 

7) 设 6 是 连通 的 可 度量 化 群 ,H 是 4G 的 紧 交 换 正 规 子 群 , 且 没有 任意 小 
TH 试 证 HH 包含 在 6 的 中 心 之 内 ，〔 注 意 ， 对 6 PRE e BD, H EB 
a'ai 下 的 象 任意 邻近 z.) 

8) 设 6 是 局 部 紧 可 度 意 化 群 、H 是 G 的 正规 闭 子 群 , EIB G H REN 
散 的 且 没有 任意 小 子 群 ， 试 证 存在 霹 续 同 态 7: R—ƏG, 使 得 合成 网 态 

R—>G>G/H 
不 是 平凡 的 (参阅 12.9, 问题 72. 


B. 拓扑 向 量 空间 


我 们 保留 (5.1) 的 约定 , 就 是 说 , 对 于 所 考虑 的 向 量 空间 , 相 
应 的 纯 量 域 总 是 民 或 C. 

AE R HRE, C) 上 的 向 量 空间 E, 称 E 上 的 一 个 拓 四 与 
它 的 向 量 空间 结构 协调 ， 如 果 EXE 到 互 的 映射 (z. y)—> z + y 
与 RXE( 和 相应 地 , C XE) 到 EE 的 映射 (4, r) 一 4z 连续。 赋予 
与 其 向 量 空间 结构 协调 钓 拓扑 的 向 量 空间 ， 称 为 拓扑 向 量 空间 . 
由 于 一 * 一 (一 1)x, 故 上 述 条 件 导 致 所 给 丘 盾 必 与 的 加 法 群 结 
构 协 调 ; 从 而 特别 地 ,上 节 对 拓扑 群 所 建立 的 概念 与 狂 质 (当然 要 
用 加 法 运算 来 表达 ) 都 适用 于 拓扑 向 基 空 间 , 

拓扑 向 量 空间 互 到 拓扑 向 量 空 间 刁 上 的 同 构 是 指 互 到 了 上 的 
一 个 线性 双 射 , 它 并 且 还 是 一 个 癌 钙 ， i 


. 的。 


W e 是 向 量 空间 E 上 的 范 数 ， 则 上 由 距离 |z 一 y| 定义 
的 拓扑 与 的 向 量 空间 结构 协调 (5.1.5), 从 而 使 E 成 为 拓扑 向 最 
空间 ;两 个 等 价 范 数 (5.6) 定义 相同 的 拓扑 ， 

在 拓 盾 向量 空 间 E 上 , 平 称 x -> x 十 6 与 位 似 x 一 hx(% 半 09) 
是 琴 到 自身 的 同 胚 、 它 们 的 逆 映 射 分 别 是 平移 x — x — a 与 位 似 
x— 1, 

E R (HE, C) 上 的 向 量 空间 互 内 , 集 戏 称 为 均衡 集 , 如 果 
对 每 个 x & M 与 每 个 满足 14| < 1 的 纯 量 1, 有 re M 《换言之 ， 
4M CM)， 以 称 为 吸 收集 、 如 果 对 每 个 xe E, FEER o, 使 当 
la| < ah, Aire M. E 的 一 个 吸收 子 集 生成 向 量 空间 E, 2 
使 互 的 均衡 子 集 M 是 吸收 的 ,只 须 对 每 个 x€ E, 存 在 纯 量 1 >< 0, 
使 得 4rE M. 

《12.13.1) 在 拓扑 向 量 空间 E 内 , 0 的 所 有 均衡 吸收 邻 域 形 成 它 
的 一 个 基本 邻 域 系 , 

对 每 个 me E, 按照 假定 , 纯 量 域 到 巨 的 映射 4 — Aro 在 点 0 
处 连续 ， 因 而 对 0 在 5 内 的 每 个 邻 瑾 了 ， 存 在 > 0， 使 由 关系 
[| 所 可 推出 lxoe 了 ， 这 表明 0 的 邻 域 是 吸收 的 。 另 一 方面 ， 
k CAs z) — hz 在 点 (0, 0) 处 的 连续 狂 推出 ， 对 0 在 内 的 
每 个 邻 域 六， 存在 4 > 0 与 0 的 邻 域 ,使 得 关系 [4| <a 与 
x eWAR are V; 显 见 当 4 取 遍 满足 14| <a 的 纯 量 集 时 ， 集 
aW 的 并 UU 是 0 在 E 内 的 一 个 均衡 邻 域 , BA UCV, 由 此 命题 得 
证 、 

对 拓扑 向 量 空间 的 全 一 向 量子 空间 了 ，E 的 拓扑 在 上 的 
诱导 拓扑 与 的 向 量 空间 结构 协调 ; 当 我 们 把 了 作为 拓扑 向 量 空 
间 邯 若 时 ,如 果 没 有 相反 的 声明 ,总 是 指 它 的 拓扑 是 由 瑟 上 的 拓扑 
所 诱导 的 。 不 加 修改 地 应 用 (5.4.1) 的 证 明 ， 可 证 得 了 是 的 向 
量子 空间 ， 互 的 全 子 集 的 定义 与 (5.4) 相同 。 

在 商 向 量 空间 E/F E, 商 拓扑 (12.11) 与 它 的 向 量 空间 结构 
HW. 事实 上 , 设 x: 一 E/F 是 典 则 映射 、 pt x (E/ 
F) HEH, CX (EJF)) 的 点 ，*。 是 加 中 的 一 个 点 ， 则 为 如 的 
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每 个 邻 域 包 含 -一 个 形 如 x《V) 的 邻 咸 ,其 中 也 是 4ox 的 某 个 邻 域 . 
FE h E R OBM C) 内 的 邻 域 已 与 nm EE ARRAI, i 
HRACU, z€ W 可 推出 2r6 V; 于 是 由 关系 4€E U, z€ x(W》 
即 可 推出 tt € CV), 由 此 得 到 我 们 的 论断 。 

当 我 们 把 E/F 看 作 拓扑 向 量 空间 时 ， 如 果 没 有 相反 的 声明 ， 
EWERT EHT F Rm 

显然 ,由 积 空 凶 上 的 连续 性 准则 ((3.20.15) 与 (12.5)), 若 E,, 
E, 是 丙 个 拓扑 向 量 空间 , 则 E, x Es 上 的 积 拓 扑 与 E, x B; 的 向 
量 空间 结构 沙 谓 ; 诺 予 这 个 拓扑 的 E, x En 称 为 E, 与 E, 的 积 拓 
扑 向 量 空间 ， 对 于 任意 的 拓扑 向 量 空间 ,命题 (5.4.2) 与 两 个 子 空 
疗 的 拓 盾 直 和 的 定义 无 须 修改 ,仍然 有 效 。 

设 E 是 两 个 子 空间 F, 的 直 和 , p: E ~> F, 是 相应 的 射 


F, WJ p, 的 核 是 Fo B. p, 可 典 则 分 解 为 一 E/F; 驴 FI， 其 中 i, 
是 一 个 双 射 。 说 E 是 F, 与 F, 的 拓扑 直 和 意味 着 i 是 连续 的 
《12.10.6); REHNE RRM m: E> E/F: (CREE 
续 的 ) 在 F, 上 的 限制 是 双方 连续 的 。 
《12.13.2) Gi) 设 是 拓扑 向 量 空间 ， 为 使 的 具有 方程 f(x) 一 
0 的 超 平面 五 在 也 内 是 闭 的 ， 必 须 且 只 须 线性 形式 了 EE KEE 
续 的 . 

Gi) WEE R GEME, C) 上 的 4 维 分 离 拓扑 向 量 空间 ， 
Cadac 是 E 的 一 个 基 , 则 R° (相应 地 , C 到 上 的 映射 


=: Gooi) > $ra; 


isl 
EMIRS. 
Giii)》 设 是 拓扑 向 量 空间 , M E EKAAETZN, F EE E 
的 有 限 维 向 量子 空间 , 则 M 十 在 E 内 是 闭 的 。 特别 地 ,者 上 是 
分 离 的 , 则 E 的 有 限 维 向 量子 空间 在 E 内 总 是 闭 的 . 
Gs) 设 是 拓扑 向 量 空间 , M 是 的 余 维 数 为 有 限 的 闭 向 量 
子 空间 , 则 MM 在 大 的 代数 补 空间 也 是 它 的 拓扑 补 空间 . 
首先 证 明 Gi). 由 于 * 是 连续 的 且 是 双 射 ,所 以 全 部 问题 归结 
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为 证 明 * 是 双方 连续 的 ,或 与 之 等 价 地 (考虑 上 为 的 开 集 在 « 下 的 
FOER O 3: ts R° (相应 地 , C") 的 向 量 空间 结构 协调 且 粗 
于 积 拓扑 9, 的 分 离 拓扑 , 则 它 必 与 9 E, A R ORBE, Ce) 
内 的 点 * = (E), + | zj 一 sup| 扣 | 对 这 个 范 数 考 起 球 B:|z| < 
x, 具有 同一 半径 的 球面 $，jz| = r 在 R GARE, C") 内 关于 
积 拓扑 D ERK (3.17.6, 3.20.16 与 3.17.3)。 对 每 个 z€ S, 存在 
x 关于 拓扑 9 094638 CG) 与 0 关于 抵 扑 9 804638 WC, 它们 
互 不 相交 ， 由 于 VCx) 也 是 z AFA U HRR KEERT 
EK zi € S, 使 得 相应 的 (zi) 的 并 包含 5。 WUR o AFER 
一 个 均衡 邻 域 (12.13.1), 它 包 含 在 对 应 上 述 这 些 z 的 WC) 的 
ZZA, 则 不 可 能 有 点 xe U, 使 得 |z| > *。 因 为 否则 点 rs/llz 
RAMAT s, 又 属于 ,而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 UCB, 从 而 建 
立 了 我 们 的 论断 (2.2.1). 

论断 Gv) 可 直接 从 GD 推出 . 事实 上 , 集 {0} 一 MNN EN 
内 是 闭 的 ， 从 而 N 是 分 离 的 (12.8.3)。 由 于 E/M 也 是 分 离 的 
(12.11.2), 而 N 到 E/M 上 的 典 则 映射 是 线性 的 且 是 双 射 , EAN 
与 E/M 又 是 有 限 维 的 , mih Gi), 这 个 典 则 映射 是 双方 连续 的 。 

G) 中 条 件 的 充分 性 是 显然 的 , 它 的 必要 性 可 由 Gv) 得 到 , 因 
XE Ka) 一 1, MAR D= Re (相应 地 , D= C.) 是 吾 的 代数 
补 空间 ,从 而 是 拓扑 补 空间 ,因此 映射 + — Xe)e 连续 ,于 是 由 (i) 
就 导出 f 的 连续 性 。 
最 后 , 为 证 明 当 M = (0) 对 (ii R, RIE RRG) 
F 是 局 部 紧 可 度量 化 的 子 群 ， 再 应 用 (12.9.6) 即 可 ， IE E/M 
并 应 用 至/ 对 内 闭 集 的 等 征 (12.10), 即 可 过 渡 到 一 般 情 形 ， 

论断 GO 还 可 表述 如 下 :在 ( 足 或 C 上 的 ) 有 限 维 向 量 空间 
EE 上 ， 只 存在 唯一 的 与 向 量 空 间 结构 协调 的 分 离 拓 扑 《 向 量 空间 
R" (相应 地 ，C") 的 自 同 态 对 于 积 拓扑 必 是 连续 的 )。 这 个 拓扑 称 
为 典 由 拓扑 .。 
(12.13.3) 设 Eo E, 是 两 个 可 度量 化 拓扑 向 量 空 间 。 HERE 
F, 是 完备 的 ; 设 F. OBB, F.) 是 E, EB, En) 的 处 处 稠密 
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的 向 量子 空间 ， 这 时 F, 到 F, 的 每 个 连续 线性 映射 * 可 唯一 地 延 
括 为 E, 到 E, BJ PEBE Raih ü; 进 而 若 E, 也 是 完备 的 且 * E 
F, 到 F, 上 的 ( 括 扑 向 量 空间 ) 同 构 , 则 去 是 E. 到 E, 上 的 《拓扑 向 
量 空间 ) 同 构 ， 

鉴于 (12.94), 问题 归结 为 证 明 无 是 线性 的 , 即 对 每 个 z€ E, 
与 每 个 纯 量 1， 有 ur) = 1l); 而 这 是 恒等式 延 拓 原理 
(3.15.1) RHE. 


14, 局 部 凸 空间 


设 E 是 尼 或 C 上 的 向 量 空间 ，E 上 的 半 范 数 是 E 到 民 的 满 
足 (5.1) 的 条 件 C, GD 与 (IV) 的 映射 p. 于 是 范 数 就 是 满足 
下 这 条 件 的 半 范 数 z: 对 E 中 的 x 隆 0, 有 plx) == 0. UB p 是 
上 的 半 范 数 , 则 Kz, y) 一 p(x 一 y) 就 是 互 上 的 伪 距 离 ， 它 是 
平移 不 变 的 , 且 对 每 个 纯 量 1, Adr, 1y) = |1|aCe, y). 
《12.14.1) 设 aee 是 向 量 空间 E 上 的 半 范 数 族 , 瑟 它 的 上 包 络 
P = suppa EE LARGI P 是 E 上 的 半 范 数 . 


事实 上 ,显然 有 PC1x) = jile), 且 对 一 切 a€ 1， 有 
P.Gz + y) < p.G2ə + P.G) < p(z) + PG), 

MR ple + y) < p(z) + pO. 
(12.14.2) 设 p 是 拓 扩 向 量 空间 E 上 的 半 范 数 ， 则 下 列 条 件 等 
价 : 

a) p 是 连续 的 ， 

b) 存在 0 的 邻 域 V, 使 得 ?在 V 内 有 界 ， 

显 见 a) 8808 b). 反之 , 若 当 *eF 时 有 p(x) < a, 则 对 每 个 
rE E, IPO — p(x;)| P(r — z.) < ag iH] z € z, + ey R 
立 , 从 而 ? E ERER. 
(12143) 没 E 是 向 量 空 间 ，(p。)cer 是 互 上 的 任 一 半 范 数 族 , M 
WAER d(x,y) = Polx yac) 所 定义 的 拓扑 (12.4) 与 
互 的 向 量 空 间 结构 协调 . 
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根据 定义 ,本 命题 的 证 明 与 (4.1.1)、(3.1.5) 中 的 征明 相 阅 。 

我 们 也 把 由 伪 虑 离 族 〈4.)eex 所 定义 的 拓扑 称 为 由 半 范 数 族 
《po)oe1 所 定义 的 拓扑 。 如 有 果 互 上 的 两 个 半 范 数 族 定义 相同 的 拓 
扑 , 就 称 这 两 个 族 等 价 ( 参 阅 (12.14.12))， 一 个 拓 盾 向量 空间 , 如 
果 它 的 拓扑 可 由 一 个 半 范 数 族 来 定义 ,就 称 为 局 部 凸 的 ， 若 〈p.) 
是 定义 局 部 凸 空调 互 的 拓扑 的 半 范 数 族 , 则 考虑 集 
《12.14.3.1》 W((a;);r) = (z€ E|p,G) < r, Li < n), 
其 中 (ww)ci<s 取 记 指标 工 的 有 限 族 的 集 , 而 > BOBER Æ, MER 
Eh 0 的 一 个 基本 邻 域 系 . 
《12.14.4) 设 五 是 向 量 空间 ，(ps)ser 是 上 的 半 范 数 族 。 则 为 
使 族 (ps) 所 定义 的 拓扑 是 分 离 的 ， 必 须 且 只 须 对 E 内 每 个 < = 
0, 存在 ee L, 使 得 pC*) = 0. 

这 是 《12.4.4) 的 推论 . 

这 样 ,商量 空间 E 上 的 半 范 数 ? 是 范 数 ,等 价 于 只 由 这 个 半 范 
数 所 定义 的 拓扑 是 分 离 的 。 
《12.14.5) 一 个 分 离 局 部 凸 空间 ， 如 果 它 的 拓扑 可 由 半 范 数 的 一 
个 可 数 族 定义 , 则 它 是 可 度量 化 的 . 

这 是 《12.4.6) 的 推论 . 

一 个 分 离 局 部 凸 空间 ， 如 果 它 的 拓扑 可 由 半 范 数 的 一 个 可 数 
族 定义 ,并 且 它 对 EE 上任 一 平移 不 变 虐 离 《12.9.2) 是 完备 的 ,就 称 
为 Fréchet 空间 .因而 Banach 空间 (5.1) 是 Fréchet 空间 , 
《12.14.6) ” 例 。 设 Xx 是 可 分 的 局 部 紧 的 可 度量 化 空间 ，%FcCX) 
是 和 到 C 的 连续 映射 的 集 ,显然 它 是 C 上 的 一 个 向 量 空间 。 设 
(Ua) 是 X 内 的 相对 紧 开 集 的 一 个 序列 ,满足 (3.18.3) 的 条 件 。 对 
每 个 连续 函数 EEX) 与 每 个 整数 >， 令 


{12.14.6.1) (f) = mp G|. 


显 见 姑 是 多 c(CX) 上 的 半 范 数 (然而 ,如 果 和 不 是 紧 的 , 它 就 
不 是 范 数 ); 此 外 ,对 Ec) BS AFE 3R f, FE re X, 使 
得 f(x) 0, HOE n, E z€ gw， 从 而 PG) 关 0。 因此 这 样 
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定义 的 局 部 出 空 间 E(X) 是 可 度量 化 的 。 Eio Ee(X) 中 的 
EII (f) 是 Cauchy FARGET (12.9.2)), HENE n T 
应 的 限制 alUn 所 成 的 序列 是 Banact 空间 @c(Ü,) 中 的 Cauchy 
序列 《72.1); 即 它 在 了 ,内 一 致 收 伍 于 U, 到 C 的 一 个 连续 映射 
gs. DR kunl Us = gs， 故 存在 连续 函数 EEX), EBEE 
每 个 U, 上 的 限制 等 于 g, 在 Ze。 上 的 限制 ， 易 见 对 一 切 *， 有 
limp,(f 一 加) 一 0， 

从 而 # 是 Cauchy 序列 (f,) 的 极限 ， 这样 我 们 证 明了 elX) 是 
Fréchet 空间 ， 当 XX 为 紧 空间 时 ,又 得 到 《7.2) 中 定义 的 Banach 空 
EECA). 此 外 ,命题 (7.4.4) 可 推广 为 
《12.14.6.2) Fréchet 空间 BelX) 是 可 分 的 。 上 明确 地 说 , 在 
ELX) 内 存在 处 处 稠密 的 可 数 子 集 , 它 由 具 紧 支 集 的 连续 函数 组 
成 . 

事实 上 ,采用 前 面 的 记号 ， 基 于 (7.4.4), 对 每 个 整数 n E 
Banach 空间 @c(D,) 中 存在 处 处 稠密 的 序列 O...) 把 
Tietze-yppico 定理 (4.5.1) 用 于 X 内 的 闭 集 U, UCU TA 
在 Xx 到 C 的 连续 映射 gmw， 它 的 支 集 包含 在 Usa 内 (因而 是 紧 
的 ), RU, 上 与 hws 相等。 三 是 对 每 个 。 > 0、 每 个 函数 J € 
EX) 与 每 个 整数 n FEER m, 使 得 p,(f 一 gw) S< s. 由 
于 半 范 数 序列 (p。) 是 递增 的 ,鉴于 《12.14.3.1) 与 E(X) Lt 
的 定义 ,就 证 明了 本 命题 . 
(12.14.6.3) 附注 。 上 述 推理 还 表明 ， 若 Supp CU, WJ f 是 
函数 序列 (gms) Eme 的 支 集 都 包含 在 ras 内 ) 的 极限 . 
《12.14.7) 设 (P.D). 是 向 量 空 间 E 上 的 一 个 半 范 数 族 , 则 对 了 的 
每 个 有 限 子 集 日 , py 一 supPs 还 是 上 的 半 范 数 《(12.14.1)， 由 


于 《12.14.3.1) 中 所 定义 的 集 W((a;);r) 是 使 得 pul%x) < +《 这 里 
互 是 6 的 集 ) 的 x€ E WR, HUN r 的 有 限 子 集 的 族 时 , 半 
范 数 族 (za) 等 价 于 族 (p。)。E 上 半 范 数 的 一 个 集 T 称 为 有 向 集 ， 
MENART TERTERA a p, 存在 属于 T 的 半 范 数 p, 使 得 


Jis 


P 2 p p"). 

于 是 我 们 看 到 ， 局 部 凸 空间 的 拓扑 总 可 以 由 半 范 数 的 有 向 集 来 定 

设 忆 是 尾部 凸 空间 , 其 拓扑 由 半 范 数 集 T 定义 。 对 每 个 向 量 
子 空间 F， 显 然 的 拓扑 在 上 的 诱导 拓扑 由 属于 T 的 半 范 数 在 
F 上 的 限制 所 成 的 集 定义 ， 另 一 方面 ,我 们 有 : 
(12.14.8) 设 己 是 向 量 空间 ,下 是 互 的 向 量子 空间 , z: E — E/F 
ERNAS TE 

G) W p EELRFEM AEA EEF, e 
(12.14.8.1) Ga) 一 EP 


则 是 EIF 上 的 半 范 数 。 

Gi) 设 是 半 范 数 的 一 个 有 向 集 ， 且 赋予 以 T 所 定义 的 拓 
h W E/P 上 的 商 拓扑 〈12.117 由 半 范 数 所 定义 ， 其 中 ? 取 遍 
T. 


事实 上 ,对 于 G), 显然 有 
Haz) = nf Pa) = || if pG) = lalala) 

因而 问题 归结 为 证 明 三 角 不 等 式 ， 设 z+, ;是 E/F 的 两 个 元 ,对 
wuz,vE€9, RATE Plu +u) < plu) + po) HT a+ e€ £ + 
3 因而 得 到 A HISP) 十 PCv). 又 由 (2.3.11), 有 
aint, PC) + PO) = AHA) + BW, 
这 就 完成 了 G) RER. 
对 于 Gi), B r >o, U 是 使 得 p(x) < r ËJ x ERR., 由 
定义 (12.14.8.1) 立即 得 到 , =(U ) EE C) > 的 ze E/ F 的 
£. AAT EARR MAH r pÈ T, r 取 沉 正 数 集 时 ， 集 口 形 
成 E 中 0 的 基本 邻 域 系 。 这 样 Gi 的 结论 就 由 EE/F 中 邻 域 的 定 
义 《12.11) 得 到 . 

ARNE E/F 看 作 馈 部 是 空间 时 ,如果 没有 相反 的 声明 , 总 
ERTE EXT FEE 
《12.14.9) Frécha 空间 的 闭 向 量子 空间 是 Fréchet 空间 Fréchet 
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空间 对 于 它 的 朵 向 量子 空间 的 商 空间 是 Fréchet 空间 。 

第 一 个 论断 由 《12.14.8) 之 前 的 论断 与 (3.14.5) 得 到 ;第 二 个 
论断 由 (12.14.8) 与 (12.11.3) 得 到 。 
(42.14.10) 附注 设 EE 是 贼 范 空间 ,F 是 的 闭 向 量子 空间 ， 则 
由 (12.14.4)、 (12.14.8) 与 《12.11.2) 得 知 ， 
(12.14.10.1) al 一 ie ~ aC0, 2 


E EIF 上 定义 商 拓扑 的 范 数 (在 上 面 的 d0, 2) 中 , 把 z 看 作 向 
最 空间 瑟 中 方向 为 了 的 线性 从 )。 当 我 们 把 EF 看 作 赋 范 空间 
时 ,如 果 没 有 相反 的 声明 , 它 的 范 数 总 如 上 述 。 

EENH, BEEE Hibert 空间 。 着 F 是 E 的 闭 于 空间 ， 
F' 一 PECO) 是 正 交 于 的 子 空间 (6.3.1), B) z; E — EJF 在 下 
上 的 限制 ( 它 是 F -> E/F 的 线性 双 射 ) 是 一 个 等 距 ， 因 为 根据 
Pythagoras 定理 ,对 一 切 x € 与 一 其 x € F', 有 

Je + sbP = |= + liz, 

Aü || E z + F 的 元 的 范 数 的 下 确 界 .因此 ,在 这 种 情形 下 ， 
可 以 使 BIF 等 同 于 Hilbert 空间 F’, 
(12.14.11) 设 E, E’ 是 两 个 局 部 凹 空间 , 是 定义 五 的 拓扑 的 半 
范 数 有 向 集 ,T" 是 定义 E 的 拓扑 的 半 范 数 乐 ，* 是 已 到 E' 的 线 
性 隐 射 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

a) u 连续 ; 

b) HEDER P Er, 存在 0 在 互 内 的 邻 域 ,使 在 其 中 函 
Ë r p'(a(a)) 有 界 (或 者 等 价 地 (1214.2), E 上 的 半 范 数 p'ou 
连续 ); 

c) 对 每 个 半 范 数 P Er, 存在 半 范 数 P ET SER co 使 对 一 
H <€ E, # - 
{12.14.11.1) pa < c - pG). 

EFES E 中 0 的 邻 域 的 定义 ,条 件 Cc) A u 在 点 0 处 连 
续 ， 从 而 w 处 处 连续 (12.8.4), BD c) H). 条件 a) 蕴涵 实 值 
函数 p'ou CP 在 E 内 是 连续 的 ) 在 了 内 连续 ;从 而 区 泛 b). 最 后 ， 
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假定 b) 满足 ,于 是 由 假设 ,存在 两 个 正 数 o a BERA PEN, 使 
BARPO < > HRH US a, 设 x 是 E 中 任 一 点 ,4 是 
正 数 ， 使 得 Gr) = Xp(*) < +; 由 此 得 到 p(xC4x)) < a, 从 而 
PUED < af), HPE 一 0, 则 4 可 以 取得 任意 大 ,因此 
plulr)) = 0; 
EPa) 0， 则 可 取 2 一 >/2(z)， 从 而 有 bale) < Car) 
PGD; 在 所 有 情形 下 ,关系 《12.14.11.1) 对 c 一 a/r 成立， 证 毕 。 
(12.14.11.2) 对 于 局 部 凸 空间 的 积 E, x E, XX E, 到 局 部 
DAN E 的 多 重 线性 映射 #, u 的 连续 注 同 样 萄 涵 如 下 事实 : 对 
每 个 半 范 数 疡 ET ,在 E; 中 存在 0 的 邻 域 V (l<; <), ER 
Ga Cr 
在 集 VX XV, AER. T 是 定义 E 的 拓扑 的 半 范 数 有 向 
集 (1 <; =n), 则 由 后 一 条 件 可 推出 ,存在 正 数 orj Sn) 
与 半 范 数 p € TX1 < ; Sah EBRR P < r/( < ; < n)z[ 
FER) p'(uÇ(ao o Ea) Sa, 设 (a t; z) E E, X E, X +° 
XE 中 任 一 点 , 且 对 每 个 7, 设 正 数 2, 使 得 P /G1 i) ~ p (z S 
ri 则 出 此 推出 
由 (Kx 
从 而 ， 若 对 某 个 í 有 p=, W 2, TARER, M 
PCat ttad), 不 是 这 种 情形 了 时， 可取 4 = ripe) 
G <;=< x), EQ < 一 afmr rs， 即 得 对 一 切 点 Go, eo 
z.)€ E, x -.- X En # 
《12.14.11.3)》 Per ze)) < c t PKD Pal En). 
反之 , 若 对 每 个 半 范 数 p e P, 存在 半 范 数 p;ET1(1 <; <.) 5 
ER c, 使 得 关系 《12.14.11.3) 在 E, X E, x .… X E, 内 成 立 ， 
则 显然 < 在 点 《0, …，0) 处 连续 ， 写 
ultra t*a 一 


加 
这 里 召 取 遍 {1，2，……，4 的 2° 一 工 个 异 于 l, 2 …，z?} 的 子 
集 所 成 的 集 ， 且 对 每 个 号; 若 jE H, 则 令 y, = > # i £ H, 则 令 


ELE 


yi = x; — bi; 出 此 即 知 * 在 点 Chs tto b.) 处 连续 ， 从 而 在 整个 
E, x --- x E, 内 连续 ， 

(12.14.12) 设 T, T 是 向 量 空 间 王 上 的 两 个 半 范 数 集 ， 则 为 使 了 
所 定义 的 拓扑 精 于 所 定义 的 拓扑 ， 必 须 且 只 须 对 每 个 半 范 数 
PET, 存在 属于 了 的 半 范 数 的 有 限 庆 (Pic <s 与 数 c > 0, 使 对 
HEE, HPE) < c + suppl), 


If u 一 lz 应 用 (12.14.11) 即 得 本 命题 (12.2.17)。 

(12.14.13) 最 后 我 们 指出 , ERARE EKR, TAWAR 
空间 那样 定义 级 数 与 收 化 级 数 的 概念 (5.2); 姓 质 《5.2.2),(5.2.3)， 
《5.2.4) 与 收敛 级 数 的 通 项 趋 于 0 等 之 无 改变 ,仍然 成 立 . 设 E 是 局 
部 出 空间 , 它 的 拓扑 由 半 范 数 族 Ce.) 定义, 则 以 x。 为 通 项 的 级 数 
在 E 内 收敛 的 必要 条 件 是 , 对 每 个 。 > 0 与 数 FERR m 使 
S nZ no q > 0, E Palaan Hitt h rapa) S< s, H E EE Fréchet 
空间 时 ,由 Cauchy 准则 《12.9) 得 知 ,所 述 条 件 也 是 充分 的 ， 


名 题 


1) š EE RGREJ0, C) EBI Bts, B 是 的 子 亿 的 一 个 集 ， 满 
Æ 12.3 问题 3 的 条 件 ( 户 ) 55 (Vu2, BRETAR E: 

《EV1) 4-3 V e B 是 均衡 的 与 吸收 的 。 

(EVn) HHEN V €B 5 ROAR, C) 内 的 40 有 A eB, 

(EV) WA Ye, W e, WEW + Wc V. 

试 证 ,在 己 上 存在 唯一 的 拓扑 > 它 与 五 的 向 量 空间 结构 协调 ;而 且 对 于 这 
个 拓扑 , Š Ë 0 的 基本 邻 城 系 - 

2) 设 了 是 只 上 的 向 量 空间 ， 具 有 可 数 无 限 基 (e), 祁 是 E 中 所 有 均衡 
RKR HRR. RYE T 不 满足 问题 1 中 的 公理 (EnD。《 对 每 个 正 整 数 
"Ras So H.H sg: 对 1<;<s,# alsa 设 4 
是 这 些 4, 的 并 ， 证 明 不 存在 集 Me, 使 得 于 二 MCA.) 

3) Ék E E R 到 自身 的 连续 映射 的 向 量 空间 %a( 只 )， 对 每 个 满足 对 一 
HJze R, A mS HERD ”以 Vm 表示 使 得 OLSA 对 于 一 
UER RRR? EE 的 集 . 
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a) RHE Vn 的 集 是 0 关于 己 上 的 某 个 拓扑 了。 的 基本 如 三 系 ,， 这 个 拓 拉 
与 的 加 法 群 结构 协调 ,但 与 E 的 向 量 空间 结构 不 协调 . 

b)》 设 DD 是 E 的 向 量子 空 同 , 它 由 具有 紧 支 集 《12.6) 的 函数 所 组 成 。 试 
YE Z, 在 D 上 的 诱导 拓 盾 了 与 D 的 向 量 空 间 结构 协调 ,但 不 是 可 度量 化 的 。 

4) 设 Ca 是 折 扑 疝 是 空间 的 任 一 族 ， 则 在 积 向 量 空间 £= [[ =- 


«er 
上 ， Ese e D RIMU RIE h (12.5) 与 的 向 量 空 间 结构 协调 ， 如 果 每 个 
Ee 是 局 部 凸 的 , B. E. 的 拉 扑 由 半 范 数 族 (pa: iere 所 定义 、 则 的 拓扑 是 局 
部 凸 的 , 且 由 半 范 数 族 (peiepr。Xw 6 1, HIEN e, ACLA 定义。 特别 是 ;至 
多 可 数 个 Fréchet 空间 的 积 是 Fréchet zzi, 

5) 设 是 ( 实 或 复 ) 向 芋 空 间 E 上 的 半 范 数 , 试 证 使 得 p(x) = 0 的 < 的 
集 N 是 E 的 高 辐 子 空间 ;在 E/N 上 按 (12.14.8.1) 定义 的 半 范 数 p 是 范 数 ， 

设 主 是 分 离 局 部 凸 空间 , 其 拓扑 由 半 范 数 族 (a) 定义 。 对 每 个 <， 设 
N. 是 使 得 pol*》 = 0 的 * 所 成 的 于 空间 。 试 证 同 构 于 赋 范 空间 族 (E/N.D 
的 积 的 某 个 子 空间 ,这 里 在 E/N. LRI be. RANEA Fréchet 空间 间 
构 于 可 数 个 赋 范 空间 的 积 的 某 个 闭 子 空间 . 

6) 在 尽 上 的 向 量 空间 E 中 ， 称 子 集 4 吸收 子 集 E, 如 果 存 在 <> 0， 使 
当 1s&e 时 ,有 委 c4， 设 E 是 拓扑 向量 空间 、 集 BCE 称 为 (关于 E 的 拓 
站 向 量 空间 结构 的 ) 有 有 界 集 ,如 果 0 的 每 个 邻 域 都 吸收 3. 

2) 有 界 集 的 闭 包 是 有 界 的 。 有 限 集 是 有 界 的 . 落 4, B 是 两 个 有 界 集 ， 
则 40U3 与 4+ 玫 也 都 是 有 界 的 。 若 下 是 可 度量 化 的 , 则 £ 内 的 准 紧 案 是 有 
界 的 . 

b) BEERDA, DEWR BAR, 必须 且 只 人 须 对 B 中 的 每 个 
AR G) SENEE 0 的 实数 列 GD, 序列 (Xx) EE RET 0。 

°) 设 EO ERIAREN E = 下 是 它 的 积 (问题 4》。 为 使 


的 了 集 8 有 界 , 必 须 且 只 须 对 每 个 «, pre(8) 在 Ea KAR. 

4) 没 E, 了 是 两 个 拓扑 空间 , 1; E-F 是 连续 线性 映射 , 则 对 的 每 个 有 
界 于 集 8, (B) 在 F 内 必 有 界 . 

7) 3) 设 是 ( 实 或 复 的 ) 分 离 拓 扩 向 量 空间 ， 试 证 ， 如 果 在 E 内 存在 0 
的 有 界 邻 域 (EME 6), HÚ C/A (e 取 遍 正 整 数 ) 的 集 是 0 在 内 的 基本 
WRR MAM E 是 可 度量 化 的 。 如 果 还 是 局 部 吓 的 , 则 它 的 拓扑 可 由 单个 
范 数 定义 。 

b) 设 E 是 可 度量 化 的 局 部 凸 空间 ,其 拓 让 由 半 范 数 的 递增 序列 (ps) 所 
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定义 . 为 使 E 的 拓扑 可 由 单个 范 数 定义 ， 必 须 昌 只 须 存在 正 整数 N, 使 对 每 
个 aNN, 存在 正 数 kay 满足 pe 所 Kspn。 I 

°) 设 E 是 在 R 的 区 间 1 = [0, 1] 上 任意 次 可 导 的 实 值 函数 只 成 的 实 
向 量 空间 ， 对 每 个 非 负 整数 ”与 了 e E, 令 

P) 一 aR PIO 

《约定 Df — f) 试 证 fpr 是 E 上 的 范 数 , 而 由 范 数 序 列 《pw) 所 定义 的 拓扑 不 
能 自 单个 范 数 来 定义 (参阅 《17.1)) 

d) 设 了 是 分 离 忆 部 凸 空间 , 它 的 拓扑 由 一 个 半 范 数 序列 所 定义 ,但 不 能 
由 单个 范 数 定义 。 若是 定义 王 扒 拓 拭 的 平移 不 变 距离 (13 *.2), RER 
于 三 的 拓扑 向 量 空间 结构 为 有 界 的 集 关 于 距离 4 也 有 界 ;然而 存在 对 于 2 为 
有 界 的 案 , 它 关于 的 拓扑 向 量 空间 结构 却 不 是 有 界 的 . 

8) 设 E 是 可 度量 化 的 拓扑 向 量 空 间 , 

a) 试 证 ;如果 瑟 的 均衡 子 党 吸收 所 有 收敛 于 0 的 序列 , 则 它 必 是 0 在 到 
内 的 一 个 邻 域 。 由 此 推断 , 若 * E E RARS FOREN, REE 
下 收 化 于 0 的 序列 映射 为 中 的 有 界 序列 , 则 # 连 续 . 

b) 设 Œ) 是 巨 内 的 任 一 有 界 集 序列 , 试 证 存在 由 不 等 于 0 的 纯 重 构成 
的 序列 (为), 64838 2.5, 的 并 是 有 界 的 . 

9) 在 拓扑 向 量 空间 EF 中 ，E 的 有 界 于 集 的 一 个 集 B 称 为 有 界 子 集 基本 
系 ,如 果 FE 的 每 个 有 界 子 集 包 含 在 属于 D 的 某 个 有 界 子 集 内 ， 试 证 ,如 果 E 
是 可 度量 化 的 局 部 凸 空间 , 它 的 拓扑 不 能 由 单个 范 数 定义 , 则 它 不 存在 可 数 
的 有 界 子 集 基本 系 (利用 癌 题 8). 

10) 设 (Endor 是 赋 范 空间 序列 ，E, 不 是 可 分 的 , 设 了 是 


E= [|é P 


的 向 量子 空间 ， 且 对 每 个 *， 有 pr《F) = Ex。 试 证 存在 正 数 5 与 中 的 有 
界 序列 (em)=>iy 使 在 上, 对 每 对 不 同 的 指标 i，j, 有 [pusi — prsla. 
《注意 对 每 个 指标 n 与 的 每 个 不 可 数 子 集 4， 存 在 4 的 不 可 数 子 集 B, 使 
得 prx() 在 内 有 界 .》 

由 此 推断 ,如 果 一 个 Fréchet 空间 的 任何 有 界 子 党 都 是 相对 紧 的 ， 则 谈 
空间 必 是 可 分 的 。 

11) 读 考 记得 ,在 中 或 C 上 的 向 量 空间 E 内 ， 了 于 集 4 称 为 凸 的 ,如 果 对 
4 的 每 对 点 *，y 与 0<4 志 1, 恒 在 i+ (1—4)y 《4《8.5 问题 9)， 这 时 ,对 
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了 于 4 的 点 的 每 个 有 限 序列 ihai 与 每 个 由 满足 D Au = 1 的 4 个 非 负 实 
= 
SERDEN iaa 有 21 225 € A, 
i 

a) 设 P, 下 是 只 上 的 两 个 向 量 空 间 , / 是 E 到 了 的 仿 射 线性 映射 、 则 下 
BDE f EE 下 的 象 是 吓 集 ,，F 的 凸 子 集 在 1 下 的 逆 象 也 是 西 集 ， 特别 是 ， 
对 E 上 的 每 个 非 零 线性 形式 a, 由 关系 2(z)> =, g(xz)2= (a 是 任何 实数 ) 所 
确定 的 半空 间 是 凸 集 . 

b) 在 只 上 的 向 量 空间 王 内 ， 上 四 集 族 的 交 是 凸 集 ， 沙 4, 3 是 E 的 两 个 
DFR, a, 8 是 任意 的 两 个 实数 , 则 =a + 88 ENH. 

E) I Ear 是 中 上 的 向 量 空间 族 , E = [| E. 是 它 的 积 ， 对 每 个 ck 


1, Ek A, Ë E, 的 非 空子 集 , 则 为 使 4 = || 4. 是 止 的。 必须 上 且 只 须 每 + a, 


是 目的 . 

d) 在 拓扑 向 量 空间 三 内 ? 凸 集 4 的 闭 包 地 与 内 部 有 是 四 的 。 WHAE 
是 非 空 的 , 则 了 是 及 的 闭 包 而 及 是 二 的 内 部 ， 

°) 在 拓扑 疝 量 空间 三 内 ,为 使 方程 e)ra (这 里 8g E E LAERE 
形式 ) 所 确定 的 半空 间 是 闭 的 或 具有 内 点 , 必须 目 只 须 g 连续 。 这 时 超 平面 
eG) = “是 此 半 平 面 的 边界 . 

12) a) RE E 只 上 的 测量 空间 , 是 了 上 的 半 范 数 。 工 证 使 得 Kz)<1 
《相应 地 , p(z)<1) BJ z € E 的 集 是 吸收 且 对 称 的 止 集 。 反 之 : 设 4 是 二 内 吸 
WH ASS: ses, 令 Ko 一 ifo, 试 证 ?是 E 上 的 半 范 
数 , 且 4 8154808 AC) 的 点 x 6 上 的 集 而 包含 在 使 得 GSI 的 点 x EE 
的 集 之 内 . 

b) 设 E 是 尽 上 的 拓扑 向 量 空间 , P 是 E 上 的 半 范 数 , 则 为 使 满足 

r< 
BJ = € E RE 4 ERD, 228 B RUNPE 0582 P fE E 内 下 半 连 续 ; 为 使 4 含有 内 
点 ,必须 且 只 须 # 在 点 0 处 连续 ,此 时 # 在 E 内 连续 . 

°) Ebr, 为 使 拓扑 向 量 空 间 E 是 局 部 凸 的 , 必须 且 只 须 在 FE 内存 
在 09 的 止 邻 绒 基本 系 。 可 度量 化 局 部 四 空间 的 拓扑 可 由 至 多 可 数 个 半 范 数 
族 来 定义 。 

13) RE É R 上 的 向 让 空间 ,对 上 的 每 个 于 集 4, 包含 4 的 最 小 凸 集 称 
为 4 的 凸 包 . 设 三 是 拓扑 向 量 空间 , 则 包含 4 的 最 小 闭 呈 集 称 为 4 的 朋 是 包 ; 

erge 


它 也 是 4 的 串 包 的 闭 包 ， 
a) 试 证 4 的 中 包 是 形 如 也) 和 xs 的 点 所 成 的 集 ， 这 里 C.) 取 遍 4 的 点 


KHARKAR T A 是 使 得 DA = 1 的 非 负数 。 


b) RE E ETTA RHL REDZ. RUE E 内 的 准 紧 集 的 症 包 是 准 紧 
3k. DRE E Fréchet 空间 , 则 紧 集 的 注 凸 包 是 时 集 (参阅 13.4 问题 13)， 

14) 设 王 是 中 上 的 向 量 空间 , 它 贝 满足 下 述 条 件 的 函数 了 所 组 成 : f 是 
T= [0,1] 上 的 简单 函数 ,在 每 个 满足 :<1 的 点 : 处 右 连 续 ,上 且 C) 一 0. 对 
每 个 正 整数 "， 设 7 是 使 得 
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的 fe 的 集 ， 试 证 这 些 集 v, 形成 0 关于 某 个 可 度量 化 拓扑 的 基本 种 域 系 ， 
该 拓扑 与 3 的 向 最 空间 结构 协调 ,是 对 于 这 个 拓扑 , 这 些 必 都 是 有 界 的 ， 但 
每 个 攻 的 凸 包 是 整个 空 闻 己 《 注 恋 每 个 函数 je E 可 写 为 1 一 + (z + D), 
其 中 ,4 属于 E, 且 

f 1G ede = f: COLE = f Bol 
由 此 推断 , E 上 的 连续 半 范 数 必 恒 等 于 专 ; 特 别 是 ,E 上 的 连续 线性 形式 必 便 
STF. 

15) a) 设 是 及 上 的 拓扑 向 量 空间 , 靖 是 中 的 非 空 凸 开 集 , p 是 定义 
在 丸 上 的 凸 函 数 (8.5, 问题 8)， 试 证 ,为 使 f 在 互 内 连续 , 必须 且 只 须 存在 
非 空 开 集 UCH, 使 得 在 内 是 上 有 界 的 。 特 别 是 ,每 个 在 及 内 上 半 连 续 
的 本 函数 在 吉 内 是 连续 的 

b) 给 出 定义 在 凸 紧 集 KOR 上 的 凸 函数 ”的 例子 ， 使 得 ?在 天 内 下 
半 连 续 且 有 界 ,但 在 K 的 某 个 边界 点 处 是 不 连续 的 ( 取 为 闭 回 盘 , 使 得 0 是 
它 的 边界 点 ,并 应 用 问题 12) 中 的 定义 )。 由 此 导出 紧 凸 集 4 D g 的 例 ,使 
得 * 可 延 拓 为 4 内 的 下 半 和 连续 凸 函数 ,但 它 在 4 内 却 是 无 界 的 

16) 设 王 是 分 离 局 邦 凸 空间 ，X 是 局 部 紧 的 可 分 度量 空间 ,4 是 x 上 的 
ER, 4 是 X 的 闭 子 集 , ? 是 4 到 瑟 的 连续 映射 ， 

a) 试 证 ,存在 X-4 的 可 数 下 六 (U), 它 由 开 集 UsCX-4 MAREE 
部 有 限 的 ,并 且 对 每 个 点 "6 FrC4) 5 a 在 x 内 的 每 个 邻 域 ,存在 “的 邻 城 
V*cy ,使 对 每 个 满足 V0。nv sg 的 a, AUV, (HEA EXA, ABA 
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= 为 中 心 ;以 a(x 人 12 为 半径 的 开 球 并 利用 (12.6.1).) 
5) 设 GO) 是 -4 上 从 属于 覆盖 U) 能 单位 连续 分 解 (12.6.3)， 另 
一 方面 ,对 每 个 整数 w， 设 如 是 的 一 个 点 ,6 是 4 的 一 个 点 ,满足 
CORDES ONIN 
# x€ A, Qa) = FO) E = e x-A, £ 
EO = E ENa), 
WIE e Ë x 8| z KESIRA, B E 7ER 并 使 得 g(x) AAE CA) HA 
包 (问题 13) 中 。 

17) 设 E, 天 是 两 个 局 部 上 空间 。7 是 E F) F RESES LF H 
子 集 ， 并 且 对 于 的 拓扑 在 上 上 的 诱导 拓扑 而 言 , 是 可 分 与 可 度量 化 的 月 
都 紧 子 空间 ,此 外 ,还 使 得 (ED ALARE, WER ENE r 内 连续 的 
半 范 数 ?与 每 个 se> 0， 存在 工 到 三 的 连续 映射 *， 使 对 -- 切 ae; 有 

pG — GG) <, 
CGi8 L ENGMPETRSISOFI K U), 使 对 同一 个 5。 内 任意 两 点 *，*， 有 
PE 一 起 <8f2; 再 考虑 从 属于 (UO) 的 单位 连续 分 解 (iu); 并 对 每 个 *, 考 
UNICE) KRA z. IR ba EFC) 中 的 点 ,证 明 由 

(2) = 315, 


所 定义 的 函数 是 本 是 的 解 .) 


15. 38 拓 H 


(1215. 设 (Bo)oer 是 局 部 凸 空间 族 , 且 对 每 个 a, 设 Parera 
是 定义 E. 拓扑 的 半 范 数 族 ， 设 E= ]] E. 是 积 向 最 空间 ;对 每 


dëi 
个 ee 了 与 16L。 以 及 每 个 re 已 , 令 “ 
(12.15,1.1) Pal) 一 Pal pror )3 
则 pa 是 E 上 的 半 范 数 , 且 Palae 1,1€ LEE LENT Eae 
D 的 拓扑 的 积 拓扑 《12.5)。 

易于 直接 验证 ps 是 半 范 数 ， 从 而 第 二 个 论断 由 可 一 致 化 空 
间 的 积 的 定义 (12.5) 得 到 ， 

特别 是 , 当 每 个 E, 等 于 同样 的 局 部 凸 空间 F 时 ,了 到 的 一 
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切 有 映射 所 形成 的 向 量 空 间 F 上 的 积 拓扑 由 半 范 数 
了 -> pG(e)) 
组 成 的 族 定义 ， 这 里 ce 1, p 属于 定义 下 的 拓扑 的 半 范 数 售 r. 
这 个 拓扑 称 为 向 量 空间 F: 或 它 的 任 一 向 量子 空间 上 的 简单 收敛 
拓扑 (参阅 (12.5))。 对 于 这 个 拓扑 映射 1 一 a)Cee I) E: F' 
上 的 连续 线性 映射 ， 它 把 F 中 的 开 集 映 为 中 的 开 集 《12.5.2). 
如 果 王 是 分 离 的 , 则 简单 收 伍 拓扑 是 分 离 的 (12.5.7)， 因 而 , 拓扑 
空间 TT 到 F HRH 革 六 关于 简单 收敛 拓扑 连续 等 价 于 (12.5.5)， 
对 每 个 ce 1, 工 到 了 的 映射 + 一 jCo) 都 连续 、 当 是 K(X ER 
R&C) 上 的 Banach 空间 而 了 是 天" 的 开 子 集 时 , 称 了 到 F' 的 映 
射 ! 一 户 关 于 简单 收敛 拓扑 是 p 次 可 微 的 (相应 地 ， 任 总 次 可 微 
的 ,解析 的 ,如 果 对 任何 ce 7， 工 到 下 的 映射 1 一 fla) 具有 相应 
的 性 质 . 

我 们 将 特别 考虑 EWER K, HRI OKERREAN E 
的 情形 .我 们 研究 K* 的 子 空间 ,其 元 是 上 的 线性 形式 ;对 这 样 的 
空间 上 的 简单 收 化 拓扑 ,我 们 采用 蚤 拓扑 这 一 名 称 , 它 由 半 范 数 
(12.15.2) f> Gl 
的 族 所 定义 ,其 中 * 取 遍 E. WEA r€ E, 映射 1 一 f(x) 是 上 
BREER, CATRENE. VARFRA G) 关于 弱 拓 和 孙 
收敛 于 了 € 了 (就 是 说 对 每 个 xe E, limfa) 一 1(*)》 AR 


ka. HE RTR V I)268861, BREN, 意义 也 是 如 此 ， 
KE OTR BRAAS, WARAH (1215.2) 的 半 范 数 在 
互 内 有 界 , 换 言 之 ,如果 对 每 个 EE, A supli] < +o, M 


样 ,我 们 将 把 “关于 简单 收敛 拓扑 连续 (相应 地 ,可 微 ,解析 》”, 称 为 
TEREE ATR BERRA ERCI, AT 
HERH). 

给 定 天 (等 于 RR C) 上 的 局 部 凸 空间 ,EE 上 的 连续 线性 
形式 所 成 的 向 量 空间 称 为 EF 的 对 偶 空间 , 常 以 E' 表示 。 对 连续 线 
性 形式 * € Er. RE G), WARSA (e r) R (r,a) RR z 

_— 


在 点 x € 处 所 取 的 信 ， 由 于 E 是 K 的 向 量子 空间 ， 所 以 赋予 
它 半 范 数 ** 一 1(x,*'》| 的 族 定义 的 弱 拓 扑 ; 而 对 每 个 ze E, 
z” 一 《*，x)》 是 瑟 上 的 弱 连 续 线性 形式 。 

设 E 是 Fréchet 空间 , E 是 在 忆 内 处 处 称 密 的 商量 子 空间 ,由 
《12.9.4) 与 恒等式 延 拓 原理 《3.15.2) HI tj e — z" | E, E E R 
对 偶 E 到 E, 的 对 侦 F, 上 的 (代数 ) 同 构 。 

(12153) i&E,F 是 两 个 局 部 西 空间 ， 妃 ，F"” 分 别 是 它们 的 对 
偶 , “是 瑟 到 下 的 连续 线性 映射 ， 则 7 — you E PF F E Kiik 
映 射 , 它 关于 弱 拓 扑 是 连续 的 ， 

事实 上 , 设 包 是 BR 上 的 连续 线性 形式 , 则 ”ex 是 上 的 连续 
线性 形式 .此 外 ,在 E 内 给 定 任何 ro 存在 yo € F, 使 对 一 切 y'€ 
F, f (zo you) = Lyi, Y'o BÚ Yo = n(x). IARE y' — you 的 连 
续 性 是 (12.14.11 ) 与 确定 弱 拓 盾 的 半 范 数 族 的 定义 《12.15.2) 的 
直接 推论 . 

Q y'on 一 人 (六 并 把 线性 贞 射 %: F — E 称 为 连续 线性 映 
射 # 的 转 置 ; 从 而 ,对 任何 * € 与 EF, 成 立 关系 式 
(12.15.4) Cale), yy = (xr, my) 
显然 ,对 玉 到 了 的 每 对 连续 线性 映射 s m 与 一 切 纯 量 2， 有 
(12.15.5) — 'Ga- m) = An) = 2: e, 

WR o E F ERZE] G AOE 2 2 PEB 34 A 
(12.15.6) (vou) 一 wow, 

在 局 部 凸 空间 的 对 偶 上 ， 弱 拓扑 一 般 不 是 可 度量 化 的 《问题 
2). 但 我 们 有 下 面 的 命题: 

《12.15.7) 设 E 是 可 分 可 度量 化 局 部 汕 空 间 , 则 对 的 对 偶 E” 的 
每 个 等 度 连 续 子 集 H(7.5), HE E 内 的 弱 闭 包 关于 弱 拓 扑 是 紧 
可 度量 化 空间 . 

首先 证 明 下 面 的 引 理 ; 

《12.15.7.1) 设 E 是 可 度量 化 的 向 量 空间 、F 是 赋 范 空间 。 为 使 
五 到 的 线性 映射 的 一 个 集 互 是 等 度 过 续 的 ， 必 须 且 只 人 须 在 中 
存在 0 的 邻 域 了 SER c, 使 对 一 男 x € V UEH, H eol 
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《 当 E 是 峰 范 空间 时 ， 这 个 条 件 还 等 价 于 supll < +0 


(5.2.1).) 

所 述 条 件 表明 五 在 点 0 处 是 等 度 连续 的 ;于 是 ,对 每 个 点 “4E 
E 5%4 z€ x + sV, 

la) — ulr) = lu(x — x) < ec 

对 一 切 *《 H Ik, AN H ER ;处 等 度 连续 。 

为 证 明 (12.15.7)， 首 先 限于 豆 在 E' 338898. 因为 
3 H EH E E ABRAR, MARN e — (r,r) 在 E 内 的 连 
续 性 推出 ， 如 果 对 一 切 *《 了 与 zE 下 有 |(*, ">| < c, MER 
等 式 对 一 切 x* ET 与 z€ H 也 成 立 (3.15.4), 由 此 由 《12.15.7.1) 
即 得 结论 ， 

现在 , 设 《6。) 是 在 E 内 处 处 币 密 的 序列 。 我们 来 证 明 吾 上 的 
WAFER 

d,(z',y') = |(a — 9°) 

组 成 的 族 所 定义 。 

事实 上 ,由 这 些 伪 距 离 定 义 的 拓扑 显然 粗 于 弱 拓 扑 ; 因 而 只 须 
NEETER. 而 由 定义 , 点 z€ 瑟 的 每 个 关于 弱 拓 扑 的 
邻 域 包含 豆 的 一 个 子 集 WW , 它 由 满足 有 限 个 不 等 式 
(12.15.7.2) Kane — y| <r G1<i=m) 
BJ e H 所 组 成 ， 其 中 xi€ E B r> 0. EHW (12.15.7.1) 
的 条 件 , 取 。 > 0, 使 得 2ec < r/2, 对 每 个 指标 i, 存在 osw， 使 
得 * aE eV 由 于 《12.15.7.1), 所 以 对 一 辑 *'E 太 ,有 

Ke 一 anst — | S lee < r!2, 

从 而 由 关系 Kas x' 一 xl < r/2 即 可 推出 关系 《12.15.7.2)。 
ATARIDA. 故我 们 已 证 明了 二 是 可 度量 化 的 (12.4.6). 
更 明确 地 说 ， 上 面 证 明了 五 到 积 空间 KN GLE K = RR C) 的 
映射 + 一 《《 onor Y) 是 日 到 Kr 的 某 个 子 空 间 工 上 的 同 胚 于 
是 问题 归结 为 证 明 工 是 紧 的 . 

首先 ， 的 射影 是 K 的 有 界 《 从 而 相对 紧 ((3.17.6) 与 
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<3.20.16)) T. 事实 上 ， 对 每 个 指标 n, FE le > 0， 使 得 
lran Eé V, 因而 对 一 切 x € H, 有 anr), < cf4s, 由 于 (12.5.9)， 
02.5.4) 5 (3.17.3), 剩 下 只 须 证 明 工 在 KN 内 是 闭 的 ， 如 果 (x，》 
EH PRAA EREA ns 序列 Kans zx》)m>i 在 玉 中 收敛 , 则 由 
《7.5.5) 得 知 , 序列 (x%) 在 了 内 简单 收 合 。 由 于 对 每 个 ze E, 在 
在 纯 量 7, E ree V (HHE (z, x%》 一 YK《Ys， x%)), 所 以 序列 
Cen) 在 五 中 简单 收敛 ， 由 于 恒等式 延 拭 原理, 上述 序 列 的 极限 
是 线性 的 ;根据 (7.5.5), y' 是 连续 的 ,因而 是 五 的 一 个 点 。 证 毕 ， 
读者 记得 ,如 果 E 是 赋 范 空间 , 则 它 的 对 偶 E 一 %(E;K)X: 
TËR le'l = mp Ie 是 Banach 空间 (5.7.3)， 由 于 


Kasr) < iel ed, 

所 以 由 这 个 范 数 定义 的 拓扑 (有 时 称 它 为 号 上 的 强 拓 扑 ) 精 于 E 
oath 
(1215.8) 设 互 是 赋 范 空间 , MU E 到 RRH r> llel ATE 
拓扑 是 下 半 连 续 的 。 

事实 上 ,这 是 弱 连 续 映 射 z 一 hrr) 的 上 包 络 ， 其 中 = 取 
遍 忆 中 的 球 lel < 1. 于 是 只 须 应 用 (12.7.7) 即 得 结论 。 

设 (z+) 是 E PAKAT o 的 序列 ,于 是 根据 (12.7.13), 有 
(12.15.8.1) im, infle > le、 


T 


(12.15.9) 设 互 是 可 分 赋 范 空间 , 则 在 E A, EAR B': lz |< 
r 关于 弱 拓 扑 是 紧 可 度量 化 空间 , 

事实 上 , 根据 (12.15.7) 与 (12.15.7.1), 本 命题 的 正确 性 归结 
为 证 明 B' 是 弱 闭 的 ,而 这 一 点 由 函数 * — llel 在 E 内 为 下 半 连 
续 得 到 《12.7.27.。 

SEZ Hilbert Z0] E (6.2), MREGA rE 五 ,以 1(x) 表 
示 E 上 的 连续 线性 形式 y— (y|=), 则 由 (6.3.2) 4831, z — il) 
是 到 它 的 对 偶 E' 上 的 半 线 性 竺 距 ( 即 有 C 十 z.) = jG) + 
IG); 且 对 一 切 纯 量 12， 有 jO) 一 LG). 由 半 范 数 x 一 
Iaj) CRR a Bal E) 所 定义 的 拓扑 称 为 妃 上 的 弱 拓 扑 ， 这 样 
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RIJE 五 LARET A DE TERARI E 
上 的 范 数 定义 的 拓扑 《后 者 称 为 Hilbert 空间 E 的 强 拓扑 )。 中 
《12.15.9) 导出 : 
(42.15.10) 在 可 分 Hilbert 空间 中 , 每 个 闭 球 关于 弱 拓 盾 是 紧 可 
REISH. 

着“ 是 Hilbert ZN] E CAPRAIA AA MRE 
上 面 的 定义 与 《12.15.4)、C11.5.1), 3t E REN z, y, 有 

ux) |y) = Kala) i) = Casu) 
= Gli CGO = (z|* G), 


ATi (6.3.2) 有 
(12.15.11) u* 一 j toteoj, 

由 这 个 关系 式 立即 得 到 (11.5.2)，'% 是 强 连续 的 且 有 lell = 
le*l — lall. Æ (12.15.11) rB H t RE x。 即 见 有 的 强 连 续 自 同 
态 也 是 弱 连 续 的 (参阅 (12.16.722. 
(42.15.12) 在 Hilbert 空间 E 中 ， 为 使 序列 (xs) BURTA a， 
必须 且 只 须 它 弱 收 但 于 “ B. Eml = lel. 

所 述 条 件 显然 是 必要 的 。 为 证 明 它 的 充分 性 , 广 意 到 

|z, 一 el? = jle? — 222(z,| a) + lal’, 
由 候 定 ,序列 CCx。10)) WKF Cala) = lal, 所 以 |z, 一 all Ë T 
0. 


fal 题 


1) WF K(K = REK = C) HEARS, ACK 是 向 星子 空间 ， 
其 元 是 E 上 的 线性 形式 . 对 *e E, x € F, 我 们 把 *(*) 写 为 <*y* >。 给 定 
F 训 元 的 有 限 序 列 《x?),<iess 试 证 为 使 这 个 序列 是 自由 的 (附录 4.1)， 必 须 
且 只 须 存在 互 的 = 个 向 昨 a, 0808 <=,, > = 6;; (Kronecker 符 
号 ). 这 时 E 是 于 空间 FV 与 的 直 和 ,其 中 是 由 这 些 x; 所 生成 的 + 维 子 
空间 ,而 是 使 得 C, 0 一 0 <<) É3 x 《EE 所 威 的 于 空间 .为 使 线 信 
EAT EF AER EW, 有 《zz > 一 0, 必须 且 内 须 *' 是 这 些 必 的 线 
性 组 合 ( 对 * 用 归 钠 法 ,同时 证 朋 这 些 论断 )， 

2) 符号 ,很 定 与 问题 1 相同 ,此 外 还 恨 设 , 在 内 不 存在 向 量 *#0, 使 
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Fer) = 0 对 一 切 * EF 成 立 . 
2) MEAE F LOREREN BNE ERRESA 

数 的 其 ( 附 录 4.1). 《注意 ,如果 iaren 与 (raje FE E ORALA 

PF88921 808: EPRA sn o <1 80348 


sup |rt] <1, 
i. 


Ma E y; RENG; PER, ice A Oar d = 0, WR 15; <n 
也 必 有 《siyx'> 一 0， 再 在 问题 1 中 使 E 性 等 于 上 的 线 能 形式 “一 (xx > 
组 成 的 集 , 并 应 用 该 题 的 结果 .) 

L) HN, EENET Hiber 2 L, WAIRERE E A 
(BE 5.9 [RJ 2). 

c) 试 证 5 上 关于 器 拓扑 为 连续 的 线性 形式 沟 可 写 为 * 一 Cx， e>, 其 中 
x € 是 唯一 确定 的 (推理 过 程 类 似 于 2))。 

3) s Ek AE Hilber SA E AREE (12.14, 问题 11), “是 5 的 
一 个 点 ， 试 证 在 4 内 有 上 且 仅 有 一 个 点 5, E aA) = Aa) C4 在 4 上 的 
投影 ); 此 外 ,对 一 切 ze 4, 有 (s 一 b| 一 9) 关 0( 推 再 过 程 类 似 于 (6.3.1)7. 

b) Haa) #EÚT, E AEA a a FORES: 这 些 闭 半 空 
ARARE AHAA (5.8 BR 3). REER, 4 ES 805, JER 
互 内 任何 凸 子 集 C, c 关于 强 拓扑 的 闭 包 与 关于 弱 拓 扑 的 闭 包 是 相同 的 ，F 
内 有 界 且 闭 的 凸 子 集 必 是 弱 紧 的 . 

9) WEE EARE S: lel = 1 关于 弱 托 扑 的 闭 包 是 球 lsi 为 使 
S 的 子 集 关于 弱 拓 扑 是 紧 的 ,必须 县 只 须 它 关于 强 拓扑 是 紧 的 (利用 (12.15. 
122). 

d) 设 吉 是 王 具 的 非 空 开 凸 梨 ? 试 证 对 书 的 每 个 边界 点 , FE UWAR 
搜 超 平面 , 它 通过 点 ".、( 这 是 关于 Hilbert 空间 的 Hahn-Banaeh FH, 2 Ë 
由 U 的 外 点 组 成 的 趋 于 o RIEA Ca), 且 对 每 个 ”， BR a) 中 定义 的 在 
T ERRE bn 令 

Hn = Chn — a)/ fba — anliy 

利用 乙 有 内 点 “ 这 个 事实 、 并 由 此 推出 对 一 切 * RKA Cc — baja) 
+>0 的 关系 , BEBBIA E] (za) PIRH DERT A u = 0 的 于 序列。》 

e) BE E ETAHI (en)a 表示 的 Hilbert 基 (6.5.2)， 设 4 是 
点 +e, 所 成 的 集 的 闭 凸 包 (12.14 hi 13)， 试 证 4 是 紧 的 且 其 内 部 为 空 
集 ;虽然 存在 通过 0 的 直线 D, 使 得 Dn4 = {0}, 但 不 存在 4 的 闭 支撑 超 平 
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Tü Eka Se iS Cups O. 

4) 设 己 是 可 分 实 Fréchet 空间 , p P: E ERES EI R. 

a) H Canha 是 E 内 的 全 自由 序列 (12.13); D) F, 表示 由 指标 < = 的 
办 生成 的 =” + t 维 计 空间 ， 就 > 用 归纳 法 证 明 , 对 每 个 a, 存在 E, 上 的 线性 
ER fas WG fn E fap 在 5 上 的 限制 ,jo(6) 一 pCao), 且 对 一 切 x e s, 有 
HEJS), CAMILO, TE Er PIA E, ， 的 方程 为 加 Kx) 一 
fs :ro 的 超 平面 B; 作 五 对 E, ,的 方程 为 如 (z) 一 0 的 超 平面 H, BOR 
对 这 样 得 到 的 平面 利用 问题 34).) 

b) 由 a) 淮 断 ,存在 上 上 的 连续 线性 形式 六 使 得 Km) = Ca), 且 对 一 
DEER |Kz)| <p(z) (关于 可 分 Fréchet 空间 的 寺 aha-Banach EH), 

特别 地 , 设 是 可 分 Banach 空间 , 则 对 一 切 * € E, 有 


lell = sup er,» 
pne: 


(在 (5.7.3) 中 所 定义 的 对 偶 E 上 的 沪 数 )， 由 此 推断 。 设 e, F 是 两 个 可 分 
Banach ZS, E', F 分 别 是 它们 的 对 偶 ，*: EP 是 连续 组 性 上 映 射 , 则 
hal = lal. 

c) 由 b) 推出 Hahba-Banach 定理 的 几何 形式 。 对 E 内 的 每 个 非 空 开 此 

集 《 与 每 个 点 $4, 存在 方程 为 (x) 一 “一 3 的 闭 超 平面 ,使 在 4 内 
g(x) — a>0 

Hi eSa, (M32825 0 € 4 且 x 是 4 的 边界 点 的 情形 .这 时 还 可 蛋 定 4 对 

于 0 是 对 称 的 ， 从 面 它 是 使 得 e(<)<1 的 x 的 集 , 这 里 是 某 个 连续 半 范 

数 .) 

d) 2 4, B 是 FE 内 两 个 没有 公共 点 的 闭 凸 各 ,上 且 设 其 中 之 一 ( 俩 如 4) 是 
紧 的 。 试 证 存在 方程 为 ex) 一“ 一 0 的 闭 超 平 面 H, 它 严 格 随 窒 4 与 8， 
党 是 说 ,在 4 内 有 Kx)>, 而 在 B 内 有 K)<a, (HBAR 4 + 《一 B》 
(12.10.5), 归结 为 4 是 单 点 集 {0} 的 情形 ; 这 时 在 2 内 存在 0 的 开 凸 邻 域 
V, 使 得 0¢B + V, 于 是 可 应 用 c).》 

°) 由 d) 推 断 , E 内 的 闭 西 集 是 一 些 闭 半空 间 的 交 ; 闭 线性 绑 是 一 些 闭 把 
平面 的 交 ， 

f) 由 "推断 为 使 互 的 向 量子 空间 F WE FE (换言之 ，F 不 处 处 笛 
密 ) 必 须 卫 只 须 存 在 己 “ 的 连续 非 零 线性 形式 力 使 对 一 切 *e F A=, 

5) 设 4 是 中 上 的 一 个 向 量 空间 中 的 凸 集 ， 点 € AR A 
果 不 存在 这 样 的 线段 : 它 不 是 单 点 保 且 包含 在 4 内 ,并 以 “为 它 的 内 点 ;的 言 
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之 ,如果 关系 5E A, CE A, a = Ab + (1 — Lje, OLASI NR D = e = a, 
a) 设 E 是 Milbert 空间 ,4 是 E PIA Uh, 6 > 0 是 它 的 直径 :"， 
4 是 4 的 两 个 点 ;使 得 |ó 一 o>(YIT3/14)6。 试 证 ,存在 4 的 支撑 超 平面 B, 
它 与 向 量 上 一 a EX, R.E n 4 的 直径 <6/2. 
b) Bš a) EB, 4 至 少 具有 一 个 端点 (用 归纳 法 证 明 ) 
°) 试 证 4 是 它 的 端点 人 的 闭 唔 包 . 《关于 Hilbert 空间 的 Keein-Milman 
定理 ， 首 先 由 b) 推断 ，4 的 每 个 闲 文 撑 起 平面 侍 少 含有 一 个 端点 。 然后 用 
反 证 法 ,假定 4 的 端点 集 的 闭 呈 包 与 4 不 司 , 利 蛋 问题 4e) 证 明 ， 此 时 就 会 
存在 4 的 支撑 站 平面 , 它 与 B 不 相交 .XX 参阅 13.10 问题 8.》 
d) 给 定 互 内 的 凸 集 C, 称 c 与 一 个 闭 ( 相 应 风 , 开 ) 半 空间 的 交 为 C 内 的 
AROGA E). E a € 二 是 器 点 , 则 4 的 所 有 含有 * 的 开展 
在 4 中 形成 "的 基本 邻 域 系 ，《 注 存 .4 中 两 个 闭 四 的 并 的 凸 包 二 弱 紧 的 , 且 
如 果 这 两 个 团 幅 都 不 含有 点 汶 则 这 个 上 包 不 含有 点 “然后 到 请 问题 4e) 与 
12.3 问题 bc.》 
s) RETTERE K C 4 HEATH A, 试 证 4 的 每 个 端点 属于 
(可 国 3))。 
f) 在 Banach 空间 Cee) (5.3 问题 3) 中 ; 试 证 闭 球 此 | <1 没有 端点 . 
6) 设 E,F 是 两 个 局 部 凸 空间 , 《Pp。) 是 定义 了 的 拓扑 的 半 范 数 族 , 台 是 
ERRARTE (12.14 问题 6) 的 -一个 集 。 对 到 的 每 个 连续 线性 喘 射 4 
与 每 个 RE, 令 pa BC) = snppa(x(x))， 试 证 Pays 是 到 的 连续 线 伍 映 
射 组 成 的 向 檬 空间 Z(E; F) 上 的 半 范 数 ， 着 属于 人 的 集 的 位 似 象 的 集 是 E 
BEBE, MLE F) 上 由 这 些 半 范 数 名,s 所 定义 的 丘 卜 是 分 离 的 。 落 F 与 
是 赋 范 空间 , 且 若 取 SARA IRR el<: ERER, MAE 已 的 
上 述 拓扑 就 是 由 范 数 (5.7.1) 所 定义 的 拓扑 . 
7) 设 是 无 穷 维 可 分 Hilbert gA, AIE, F E; E) 上 由 范 数 
(5.7.1) 定义 的 拓扑 【 称 为 范 数 白 扑 )， 由 满足 范 数 Els 的 第 子 0 G: 的 
“收缩 ”) 组 成 的 单位 球 e RETA GER, 如果 Cedro EERI Hibert 
基 ， 且 如 果 对 Banach 空 闻 六 (5.7 问 题 1) 的 每 个 点 < 一 《5s)rso， 使 之 对 应 
EIU, € # (E; B), 满足 : 对 一 切 * H U, en = Caen, 出 我 们 定义 了 。 到 
ECE; E) 的 基 个 子 空间 上 的 一 个 等 虑 线 狂 映射 ;最 后 ,利用 5.10 的 问题 ,) 
8) 设 了 是 无 穷 维 可 分 Hilber 空间 ， 在 问题 6 的 做 法 中 ， 取 G 为 的 
有 限于 党 所 成 的 党， 由 此 得 到 的 拓扑 称 为 se(E;E) 的 强 拓 补 ， 因 而 这 个 
拓扑 由 = BOB E ER ACU) = | - x] 组 成 的 族 所 定义 。 它 粗 于 范 数 拓 
$e 


二 


扑 . 

a) 试 证 这 个 拓扑 不 是 可 度量 化 的 ，《〈 注 意 LCE; E) 包含 这 样 的 向 量子 
ZA: 如 果 了 赋予 这 些 子 空间 强 拓扑 的 诱导 拓扑 , 则 它们 与 路 予 弱 托 和 的 同 
8.) 

b) 赋予 强 拓扑 的 CE; E) 中 的 单位 球 ç 是 可 度量 化 的 与 可 分 的 (证 法 
类 似 于 (12.5.7), 把 多 嵌入 到 EN 内 ). 

°) 试 证 关于 强 拓扑 ,映射 (0，V)0V # g x (Ë; E) 内 是 连续 的 , 但 
E LCE; E)X E ARER. 

D 试 证 多 到 自身 的 映射 Ut 关于 强 拓扑 不 是 连续 的 。( 设 人 er) 是 
FH Hilbert 基 ; ABATER (Ua), 满足 ; 22 ack, WU en = 0; 若 
naky Us en = ca.) 

e) 试 证 ,在 由 5 到 自身 的 线性 等 四 所 组 成 的 西 群 UEC 上 ， 强 拓扑 
所 诱导 的 拓 失 与 群 的 结构 协调 ， 在 这 个 群 中 给 出 右 Cauchy 序列 而 不 是 左 
Cauchy 序列 的 例子 ,并 证 明 VCE) 在 名 内 是 闭 的 . 

9) 设 瑟 是 无 穷 纵 可 分 Hilbert 空间 .在 问题 6 的 做 法 中 , 取信 为 E 的 
AIRTER MPE BREEDE RA sC E; E) LUBE 
因而 这 个 拓扑 由 半 范 数 Pa(Z) = U + z|y)| Gy RA E) 组 成 的 族 所 定 
义 ， 它 粗 于 强 拓扑。 

a) 试 证 这 个 拓扑 不 是 可 度 虽 化 的 (与 问题 se) 的 方法 相同 )-. 

b RTR (E; E) 的 单位 球 e 是 可 度 夺 化 且 紧 的 (用 (12.5.7) 
中 的 方法 

s) Z(E; E) 内 关于 弱 拓 扑 与 关于 范 数 拓扑 的 有 界 尝 是 相同 的 。 

d) LCE; E) 到 自身 的 映射 0 一 0* 关于 弱 拓扑 是 连续 的 。 

°) WAI, # x z B gR (U, VUY 关于 弱 拒 扑 不 是 连续 的 《 设 
《ee)ez Æ ERIA Z 为 指标 集 的 Hilbert 基 。 考 虑 < 移 置 " 算 子 口 以 及 它 的 畦 
U GUT, UDELE 对 每 个 mEZ, 有 Uee en) BHFEAR 
UCE) 上 的 诱导 拓扑 与 强 拓 扑 在 其 上 的 诱导 拭 扑 是 相同 的 因而 它 与 群 的 结 
构 协 调 ; UCE) 在 # 内 关于 弱 折 扑 不 是 闭 的 。 

f) 试 证 ， 对 每 个 € Z(E; E), 线性 映射 一 Do 与 PU, 在 LE; 
E) 内 关于 弱 拓 扑 是 连续 的 。 

z) 设 -4 是 多 的 子 广 群 ( 即 对 于 为 乘法 为 稳定 的 集 )， 试 证 .关于 2E; 
E) 土 的 弱 拓 扑 的 闭 包 是 紧 广 群 ， 且 当 .4 为 交换 时 它 也 是 交换 的 。 

10) 保持 问题 9 的 记号 。 
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ay U, 试 证 关系 式 U. r= x, (|U + x) = (ele) 与 bx =r 
是 等 价 的 . 

5) 由 此 堆 断 8 中 的 竺 等 算 子 是 正 交 投影 算 子 (6.3 与 11.5)。 

11) iR e ET i Hibo 空间 ,4% 是 含有 单位 元 15 的 子 广 群 , 且 在 e 
题 8 的 记号 ) 内 为 弱 闭 (从 而 弱 紧 )。 对 每 个 *e E, 也 把 0 取 遍 A 时 吕 " x 所 
成 的 集 .4 = 称 为 * 关于 .x 的 轨道 ;这 是 E 内 的 弱 紧 集 . x 称 为 关于 .4 的 消失 
向 置 ;如 果 0 6.h .2; z 称 为 关于 .# 的 可 逆向 最 ,如 采 对 每 个 6.4， 存在 VE 
.使 得 Pr 二 x。 以 KEX 相 应 地 ;RD)) 玫 示 关 于 .的 消失 向 县 ( 相 应 
地 ,可 北向 量 ) 的 集 。 着 * 是 可 道 的 , 则 对 一 切忌 E.&。 有 lir e xl = jll. 

a) 每 个 轨道 € * 包含 一 个 极 小 轨道 (12.10 问 题 6); 584" y € N X: 
于 -4 是 可 逆 的 。 UKU ce E U. 一 y6€ N, BE -是 由 1 与 5 生成 的 
器 闭 于 广 群 , 则 它 是 交换 的 。 设 PCw ， yCN 是 关于 .的 极 小 轨道 ， 且 设 
VE 满足 V，y = z€ P 试 证 存在 W Ey， 使 得 VUWF，x = z， 由 此 推断 
* 一 WW。z 是 消失 向 量 ,从 而 的 每 个 讽 量 是 一 个 消失 向 量 与 一 个 属于 .#，* 
的 可 逆向 量 之 和 . 

b) 试 证 ， 若 < € E 关于 .# 是 可 逆 的 ， 则 它 关 于 任何 弱 闭 子 广 群 4 b 
ETRA. (E = 分 解 为 属于 A a 的 向 量 y € RKC.Y) 与 向 量 E FC.) 的 和 ; 
利用 下 述 事实 : 若 *。 是 E 中 的 两 个 范 数 租 等 的 不 同 向 量 , 则 有 


Fe+o|<ta- ei 


从 而 推出 y= *.,) 由 此 推断 , 35 z ERCE), WARE U E, 在 《的 由 Is 与 
石生 成 的 弱 闭 子 广 群 内 存在 了, 使 得 VU = 一“ 

c) RATEU < .4 的 伴随 算 子 0* 组 成 的 闭 广 群 ， 则 它 是 弱 紧 的 《问题 
9d))， 试 证 RCA) 与 多 .4*) 是 E 内 的 正 交互 补 向 量子 空间 (利用 站 ,归结 为 
.各 是 交换 的 情形 为 由 此 推断 FA) 关于 -4 是 稳定 的 . 

d) 设 Cheias Æ E RARR —NARR, HI EA in = y t s 
其 中 y; € RC&),z EFLA) 利用 5c) 证明， 存在 VE.%， 合 对 Sisa 有 
U.a = 0; REENA v EAER SiS A VU y = y. (BBF 
A ATE Z(E"; E) RRR, e BAP ayran) CT hg T s a) 
ER KETER, HAAR) 是 向 量 于 空间 这 一 事实 .) 由 此 推断 ,满足 
W110) 的 E AARRE PC tytn) 是 非 空 的 因 
此 一 切 这 样 的 集 ( 这 里 (x;) 取 遍 的 向 曙 的 有 限 序列 组 成 的 集 ) 的 交 是 非 空 
的 (12.3 问题 6°)) .最 后 绅 断 ,对 应 于 EE 分解 为 直 和 RAPOR ER 


eme 


TP; ERC) 属 于 .从 而 属于 ;利用 问题 10 证 明 RE) FAE 
交互 补 向 量子 空间 (Jacobi 定理 ). 

E) 试 证 :对 每 个 本 ev.h ETE V EMER — E y ERA) H VU ey = y 
(方法 与 4) h ARD RAZ AER U—D|FCeY FS 9 EER 
URLAN) 的 子 群 ， 并 证 明 这 个 于 群 的 轨道 在 RA) 内 是 强 紧 的 (参阅 问题 
3c))， 由 此 推断 9 在 (FC); RC&)) 内 是 强 紧 的 . 

f) 设 (co)mez 是 的 Hilbert 基 , -4 是 @ BRT N CHIEU. 
= = enpi (R$—tJ a € 2) 的 西 算 子 U 所 生成 , 斌 证 FA) = ERCE) = {0}, 

12) 记号 同 问题 9, 设 .4 是 Y 的 任 一 含有 ls 的 子 广 群 ， 对 每 个 x € E, 
设 TCA，*) 是 x 关于 .4% 的 轨道 的 闭 此 包 . 

D WEE. x) 含有 在 上 作用 下 为 不 变 的 点 GEFA 340). HiH 
断 , 若 .8) 是 在 .4 作用 下 不 变 的 向 量 所 成 的 集 ,0C.#) 是 使 得 0 erCv sz) 的 
x EE 的 集 ， 则 E 的 每 个 向 量 可 写成 8《.#) 中 一 个 向 其 与 .4%) 中 一 个 向 
EZM. 

b) 试 证 P(A) 5 (A'E E AWEZE ET E R ro e 
出 SA) 与 0 在) 是 内 的 正 交 互补 疝 量 于 空间 ， 由 此 推断 , (4 ，*) 只 含 
有 一 个 在 大 作用 下 不 变 的 点 . 

c) 由 b) 推 断 ,对 每 个 收缩 UE E 与 每 个 ze E, 极限 

lin (1/n) s: Uk. x 
ka kms 
存在 , 且 它 在 5 作用 下 是 不 变 的 《von Neumann 遍历 定理 ). 

13) a) 8 E É: R C 上 的 向 量 空间 ，『 是 E 上 的 线 姓 形式 组 成 的 向 量 
空间 , 并 赋予 弱 拓 扑 ， 4 是 了 内 的 不 含有 0 的 蜀 闭 凸 集 ， 试 证 在 7 内 存在 适 
过 点 0 的 弱 闭 超 平面 H, 如 是 满足 下 述 条 件 的 e v 所 成 的 集 : 对 E 内 的 某 
Ant, A (e) = 0, 且 对 一 切 &e 4, 有 eln HARD 1, 注意 
到 存在 0 的 邻 域 , 它 包含 ? 内 的 有 限 余 维 闭 于 空间 M, HAWE V ARI 
空间 工 上 的 投影 与 0 在 内 的 某 个 邻 域 不 相交 ， 由 此 妇 结 为 了 是 有 限 维 的 
情形 。 热 后 应 用 问题 3a) 的 结果 .) 

b) 由 此 推断 ,车 4 是 V ADRAD, BEV ARREDRE H 4, 波 
AAR WFERMAFE H, 它 是 满足 下 述 条 件 的 了 € VARUR: F 
E ERIE a 0, ER Keo) = e; 而 对 一 切 ge A, 有 ela, 且 对 一 切 
8 €B, 有 A(zO <a (HENE 4 + (B). 

c) 由 b) 推断 ,为 使 了 的 向 呈 子 空间 工 满足 Fo v (N) P XF3SRERE 
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处 处 稠密 的 ), 必 须 且 贝 须 在 王 内 存在 =a =0, 使 对 一 切 je F, 有 f(x.) = 0. 
14) 设 (z) 是 Hilben 空间 E 中 蜀 收 全 于 点 4 的 序列 。 试 证 , 对 每 个 
A ba, f 


lim, infle, — 5 ||> lim, inf zs — a||, 


RF les — Bl = IK, — a) + Ca 一 DF.) 


16. Baire 定理 及 其 推论 


(12.16.1) (Baire 定理 )，、 设 E 是 拓扑 空间 , 它 的 每 个 点 都 有 一 
个 同 胚 于 某 完备 度量 空间 的 邻 域 。 如 果 (Z。) 是 五 内 的 处 处 稠密 
开 集 的 一 个 序列 , 则 这 些 U, KE E KARNE. 

只 须 证 明 , 对 每 个 * & E 与 x 的 每 个 邻 域 VV 与 U, 的 交 非 
空 ， 轩 而 可 以 限于 E 自负 是 完备 度量 空间 的 和 情形， 并且 《根据 
《3.14.5)) 只 须 证 明 这 些 U, 的 交 G 非 空 , 

设 4 是 定义 瑟 的 拓扑 的 距离 ， 互 关于 该 距离 是 完备 的 。 以 下 
面 的 方式 对 z 用 归纳 法 来 构造 中 的 点 列 (z,) SERPA Cra): 
n€ U; W n > 1, Hr, <in, HER B'(z,; 7s) 包含 在 UN 
B'an ra) 内。 这 是 可 能 的 ， 因 为 U, skala, MA Von 
B(z, is r-i) 是 五 内 的 非 空 开 集 。 显 见 对 每 个 a 之 1 与 ?之 0， 
aanstap) < r, < 1/n, H (z,) B: E HEG Cauchy 序列 . 由 假定 ， 
它 收 敛 于 某 个 点 a， 由 于 对 一 茹 8 之 0 有 tapé B'(z,; ra), HE 
B'(z,; ra) 是 王 中 的 闭 集 ， 改 对 一 切 z， 有 a € BCxo;7a)CU。, 从 
而 点 4 属于 G, 证 毕 。 

我 们 将 主要 对 是 完备 度量 空间 的 开 子 空间 或 局 部 紧 可 度量 
化 空间 的 开 子 空间 情形 (基于 (3.16.1)) 应 用 Bure 定理 。 

拖 扑 空间 EE 中 的 集 4 称 为 栈 的 ， 如 果 开 集 E 一 £ 处 处 稠密 
《或 等 价 地 , 如 果 4 不 包含 任何 非 室 开 集 ， 或 其 内 部 为 空 集 )， 例 
如 ,在 分 离 空间 E 内 ， 如 果 单 点 集 lo) REFR, B a 不 是 下 的 孤 
立 点 《3.10.10), W (a) EBRI. 

在 拓扑 群 G 内 ,任何 非 开 的 闭 子 群 瑟 都 是 杖 的 (13.8,7)。 
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拓扑 空间 互 中 的 集 旦 称 为 瘦 的 ， 如 果 它 是 至 多 可 数 个 朴 集 的 
并 。 由 于 醇和 舍 的 闲 包 按 定 义 也 是 鸡 集 , 故 Baire 定理 还 可 叙述 为 : 
在 满足 (12.16.1) 的 条 件 的 空间 E 中 , 瘦 集 的 余 集 是 处 处 稻 密 的 。 

例如 ,在 Fréchet ZA E H, FF E RARER, 即 形 如 os 十 
V，( 这 里 V, = E 是 E 的 闭 向 量子 空间 ) 的 集 的 可 数 并 具有 处 处 
MERRE. 事实 上 , 由 (12.13.1), 拓 扩 向 量 空间 E 的 向 量子 空 
间 , 如 果 它 不 等 于 EE, 就 不 可 能 是 开 的 。 特 别 地 ,Fréchet 空间 内 的 
可 数 祭 是 瘦 的 ,但 要 注意 ,这 样 的 乐 (当空 间 是 可 分 时 ) 可 以 是 处 处 
(12.16.2) 设 互 是 拓扑 空间 ， 它 的 每 个 点 都 有 一 个 同 胚 于 某 完备 
度量 空间 的 邻 域 ; * 是 上 的 下 半 连 续 函 数 ， 如 果 对 每 个 >E E, 
有 w(x) < +o, 则 在 五 的 每 个 非 空 开 集 忆 内 ， 存 在 非 空 开 集 V, 
TE supele) < 十 oo。 


显然 可 以 限于 U = EE 的 情形 。 对 每 个 正 整 数 4, 设 F。 是 使 
FuG) < n ËD z € 的 集 , 由 假定 , 它 是 闭 的 (12.7.2), 并 且 上 是 
这 些 F, 的 并 ， 从 而 至 少 有 一 个 F, 不 是 朴 的 (12.16.1)， 即 F, fa 
含 一 个 非 空 开 集 。 证 毕 。 

注意 ,在 (12.16.2) 的 假定 下 ,可 以 有 spu) 一 +0, 例如 


定义 在 R 上 的 如 下 实 值 函数 : 当 x 一 0 时 它 等 于 0 , 当 * 天 0 时 
它 等 于 Ie. 
特别 有 : 
《12.16.3) 在 Frechet 空间 上 ,任何 下 半 湛 续 半 范 数 是 连续 
事实 上 , 由 定义 , E 上 的 半 范 数 在 的 每 个 点 处 取 有 限 值 . 
如 果 它 下 兴 连 续 , 则 由 〔12.16.2》, 存在 点 ze € E, 0HE REPR 
V 5ER c, 使 对 rent V, APG S< z. 于 是 对 一 切 zET， 
有 


PC) < PCr) + PCr + a) < c + plro), 
命题 得 证 《12.14.2)。 
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(1264) (Banach-Steinhaus 定理 )。 设 E 是 Fréchet 空间 ， 
FERZY, 互 是 忆 到 五 的 连续 线 幅 脆 射 组 成 的 一 个 集 。 假定 
对 一 切 * EE 有 supll) < 十 ce， 则 总 是 等 度 连 续 的 . 


事实 上 , 对 一 切 *《 E 取 有 限 值 的 函数 Pe) 一 suple 


互 上 的 半 范 数 (012.141), 且 由 于 每 个 函数 x 一 lul 在 E 内 连 
Š, WA p 是 下 灶 连 续 的 《12.7.7)， 从 而 所 述 结论 由 (12.16.3) 与 
(12.15.7.1) 得 到 。 

由 此 特别 有 下 面 的 推论 : 
(12.16.5) G) 在 (12.16.4) 的 假定 下 , 设 (ws) 是 E 到 下 的 连续 线 
性 映射 组 成 的 一 个 序列 , 它 在 内 简单 收 化 于 EE 到 下 的 映射 4 则 
u EFFERRE. 

G) 更 一 般 地 , 设 Z 是 度量 空间 , 4 是 Z 的 子 集 , z — u, 是 4 
到 Z(E; F) (E 到 下 的 连续 线性 映射 所 成 的 空间 ) 的 上 映射， 设 
zE Z 是 4 的 触 点 , 且 假 定 对 每 个 x*e E , 在 了 内 存在 极限 
im s,() = vls), 


则 wv 是 E 到 的 连续 线性 映射 . 
我 们 来 证 明 GD. 由 假定 , 对 一 切 ze E, splu) < 十 oo。 


于 是 由 Banach-Steinghaus 定理 ,序列 (ns) 等 度 连 续 ， 因 而 由 
(7.5.5) 得 到 《的 连续 性 。 u 是 线性 的 这 一 事实 是 恒等式 延 拓 原 
理 的 直接 推论 . 

EE Gi), 由 于 点 zo 是 4 中 的 点 列 《xs) 的 极限 (3.13.13), 从 

MHRA rE E, v(x) 一 imun) ,现在 只 须 应 用 (i) 即 可 得 到 所 
需 的 结论 。 
《12.16.6) 设 E 是 Frtchet 空间 ,下 是 Banach 空间 ,了 是 R 内 的 
开 区 间 。 设 (E; P) 是 到 下 的 连续 线性 映射 空间 ， 冉 予 简单 
收敛 拓扑 (12.15)， 车 了 到 (E; F) 的 映射 + 一 关于 简单 收 
伍 拓 扑 是 可 导 的 (12.15), 则 存在 了 到 Z(E; F) 的 映射 :一 产 ， 
使 对 一 切 xE E, 有 f(x) = DGL). 


=% 


PAE, DCCx)) 是 映射 有 -> (f, — h) á & së 0 a F 
0 时 的 极限 ,因而 我 们 的 论断 由 (12.16.5) 得 到 。 

fi 称 为 映射 :一 产 在 点 处 (关于 简单 收 伍 拓扑) 的 导数 ; 当 
卫 是 纯 昌 域 (从 而 Z(E; F) 一 E) 时 ,也 称 为 弱 导 数 、 
(12.16.6.1) ”附注 。， 设 4 是 CFTE, >f 是 4 到 复 
Fréchet 空间 E 的 对 惕 E' 的 弱 解 析 (12.15) 观 射 。 作 与 《12.16.6》 
中 同样 的 推理 ， 即 知 存在 x 一 1, 的 弱 导 数 z 一 产 ， 使 对 一 切 z € 
E, 有 EG) = D), 且 此 弱 导 数 是 弱 解析 的 ， 此 外 ,对 每 个 
a € 4 与 每 个 包含 在 4 一 10} 内 的 回路 z, 有 Cauchy 公式 


;os — 1 ( fG)2z 
(121662) Kano- ij Foo, 
反之 , 设 7 是 C 内 定义 在 尽 的 区 间 1 — b, e] 上 的 路 径 ,2 一 名 
是 71) 到 E ERRAN MIR z; 7C)» 
(12.16.6.3) Emal 人 CD 
r gr 
EE LARTE 的 线性 形式 f BREMEN z€ E (121683) 
I gc) 


BARERNA > 的 极限 ,其 中 


£ bh 


rt (rt 


((3.16.5) 与 (8.7.8)); 于 是 由 Banach-Steinshaus 定理 即 得 所 述 结 
论 。 根据 (9.9.2) f 在 C 一 Y(7) REREN AHY afr) 
我 们 可 写 

《12.16.6.4) LE 一 > eaae — a)"; 


右边 的 级 数 在 每 个 以 a 为 中 心 , 与 7(1) 不 相交 的 圆 盘 内 收敛 ， 而 
<€ Eh e) = | sr mi. 

把 这 个 结果 应 用 于 7 是 4 一 (a) 内 的 回路 + — a + re < 
1< x) 的 情形 ,对 每 个 在 4 内 弱 解析 的 函数 = -> /， 我 们 得 到 
Taylor 公式 
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《12.16.6.5) O = D EPO — ays 


n=0 nl 


右边 的 级 数 在 图 盘 |z 一 a| < r ORREF ze E) Kitto E 
个 画 盘 内 ,其 导数 由 


(12.16.6.6) PO 一 zf fdr 
2 de 一 or 
给 出 ， 
更 一 般 地 ,假定 在 4 一 {e} 内 有 
(12.16.6.7) L-5 gy + gs 
k= í (2 — a, 


rh E E E 上 的 线性 形式 (事先 不 必 假定 它 连 续 )，* — g 是 在 
4 一 {a}y 内 绸 解析 的 函数 且 在 = 的 一 个 邻 域内 弱 有 界 . 此 时 由 
(9.15) 得 知 ,对 每 个 zk 了 ,函数 z — gG) 都 可 连续 延 拓 到 点 a， 
延 拓 所 得 的 函数 在 4 内 解析 ;因而 存在 4 内 的 弱 解 析 聊 数 z > h:， 
它 在 4 一 {a} 上 的 限制 是 x 一 8:。 此 外 ， z£ 是 E 上 的 连续 线性 
形式 ( 即 E' 的 元 ). 事实 上 ,对 每 个 x E, RITA 


GA 
Zi dr 


BETEK: >a tre” (0 < r < 2x)，r 充分 小 且 不 依赖 ] 
x《9.14); 于 是 我 们 的 论断 由 上 面 已 经 证 明 的 论断 (12.16.6.3) 得 到 . 

最 后 注意 , 由 定义 立即 得 到 , 解析 延 拓 原理 《9.4.2) 对 弱 解 析 
函数 仍然 成 立 . 
(12.16.7) 设 E 是 Hilbert ZE), u 是 向 量 空 间 ERAR 
构 ) 的 自 同 态 , 则 下 面 三 个 陈 达 是 等 价 的 : 

a) * 是 连续 的 ; 

b) * 是 弱 连 续 的 : 

中 u 具有 伴随 算 子 (11.5， 

我 们 已 经 看 到 (12.15.11), a) 8898 b). # u RER, 则 对 每 
个 ye E, 线性 形式 x — (u(x)|y) 弱 连 续 ， 而 由 于 强 拓扑 精 于 弱 
拓扑 ,所 以 这 个 线性 形式 对 于 强 拓扑 连续 .因而 外 《6.3.2), 对 每 
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个 ye EFTER H o*l), EH rE E, 有 
jy) = Gelat); 
这 就 表明 具有 伴随 算 子 (11.5), 这 样 ,b) AE c). 最 后 , 若 * 具 
有 伴随 算 子 , 则 有 
la* Oll = p lED = ap |G6(2)1521, 


且 每 个 线性 形式 ?一 (7 [ax(z)) 一 (ke)17) 连 续 , 从 而 了 > let 
是 在 巨 上 下 半 连 续 的 半 范 数 , 故 它 关 于 强 拓扑 连续 《12.16.3)。 但 
这 等 价 于 w*( 强 ) 连 续 , 因 而 w 一 w** 也 连续 1.5.2). 

应 当 注 意 ， 空 间 E 完 备 对 《12.16.4), (12.16.5), 《12.16.6) 与 
《12.16.7) 的 成 立 起 着 本 质 的 作用 ( 参 昼 问题 21 5 22). 
(12.16.8) (Banach 定理 ). i4 E, F ER Fréchet 空间 , "是 
E 到 F DERRERH, MRE E) 在 F 内 是 瘦 的 ， 或 者 


a(E) 一 .在 第 二 种 情形 ,车 N 是 «的 核 ,一 E/N->F 是 x 的 
典 则 分 解 ， 则 是 Fréchet 空间 E/N (12.14.9) F) F LERRAGA 
言 之 (12.12.7)》，* 是 到 卫 上 的 严格 态 射 》， 

假定 a(E) 在 P 内 不 是 瘦 的 ; 基于 (12.13.1) 与 《12.12.7), 如 
果 能 证 明 ， 对 巨 中 0 0054-4850, CV) E F rh 0 的 邻 域 , 定理 
就 将 得 证 .我 们 分 两 步 进 行 . 
(12.16.8.1) 设 E, F 是 两 个 拓 提 向 量 空间 , x 是 到 下 的 线性 映 
Bh EF (E) EF AREA, 则 对 E 中 0 的 每 个 邻 域 7。 闭 包 
u) 是 中 0 的 邻 域 . 

事实 上 , 设 下 是 中 0 的 均衡 邻 域 , 使 得 W +W c V 
(G12.13.1) 与 《12.8.3)); 于 是 对 每 个 z€ 已 ， 存 在 整数 > 1, 使 
renw, 此 u(E) 是 集 u(nW ) = n. Wwa) H. 
由 于 w《E) RER, MAR n- 允 证 中 至 少 有 一 个 共有 内 点 ， 
ATW 同样 具有 内 点 。 然 而 由 于 一 x(W) 一 (W), # 

—uW) =W). 

H yo E (W) 的 内 点 , 则 — ya bj OW ) 的 内 点 ， AR 0 = y + 
(— y) È uW) + (W) 的 内 点 (12.8.2)， UW) + W) 包 
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会 在 uW) 十 民权) a(Ww 十 W)CaukV) 的 闲 包 内 、 这 就 证 明 
Y G2.16.8.1). 

现在 对 E, E' 分 别 赋予 与 它们 的 拓扑 协调 且 平移 不 变 的 距离 
d, d' (1291), 根据 《12.6.8.1), u(E) 在 F 内 非 着 的 假定 导致 对 
每 个 > > 0, 存在 p= p(+) > 0, 使得 B'(0; e) C u(r). 
通过 平移 可 以 断言 , 对 每 个 x€ E, 有 Bule); p)Cu BCx;7)), 
于 是 只 人 须 建 立 下 面 的 引 理 : 
(12.16.8.2) 设 卫 是 完备 度量 空间 , F EE BE ss z E], x 是 也 到 下 的 
连续 映射 ,具有 下 述 性 质 : 对 每 个 + > 0, FE p= pl+) > 0, 使 
HI re E, 有 

B'(ul)3p)Cu(B {a;r ))> 

I — H rE E, 有 B'(z(z);o)Cu(B'(z;2r)). 

对 每 个 整数 x 2 1, 由 假定 ,存在 数 e。 > 0, EHH r€ E, 
有 BUE) p) Cul Ba; 2 "ttr)), RITAR o 一 ps B(A 
要 时 用 inf(pr*2…) 代替 po) 可 假定 Emo, 一 0。 设 xv É E RDE 


A y € Ba(xo); p)， 我 们 来 证 明 y € «C B'(x0;2r)). 

为 此 ,用 归纳 法 定义 E 中 的 点 列 (x。)。>, 使 对 每 个 4 守 1， 有 
za Bo-32 tr) 5 ulan) E 8B"(y;part)， 事 实 上 ,假定 对 于 指 
标志 4 一 1 已 确定 满足 这 些 条 件 的 x1， 从 而 YE Bulea) 
p). 由 于 Bulea) pa) CUB r) 所 以 存在 点 
x€ B'(z.- 3 27r), 使 得 w(xo)E B'O pan). 这 表明 归纳 构造 
可 以 继续 下 去 . 

序列 (xs) 是 E 中 的 Cauchy 序列 ,因为 对 4 之 0, 对 一 切 p> 
0% 有 

axooxzasp) KIr E p tt ty Ç 2 shy, 
BT ERE OK A4- BE IE E RKRTA z, Edler) < 2r. h 
于 “连续 ;, 故 


u(x) = lmu(xa). 
叉 由 于 Azo) 7) S pano 所 以 imule) = y, WEB, 


nga 


这 条 定理 有 下 面 的 推论 : 
(12.16.9) i4 E, F 是 两 个 Fréchet 空间 , 则 E 到 下 上 的 连续 线性 
双 射 是 间 构 ， 
在 这 个 际 述 中 ,假定 忆 与 了 都 完备 具有 本 质 的 意义 ， 例 如 , 取 
E = Lẹ (6.5), 了 是 E 在 重 等 映射 一 s RCN) (7.1) 下 的 典 则 
和 象 ,并 赋予 2 RCN) 的 拓扑 在 其 上 的 诱导 拓扑 、 由 于 
278 > sup 


(5.5.1)， 所 以 这 个 映射 是 连续 的 ; (BF £| E EOUNRNR EER 
的 否则 ,就 会 是 完备 的 , 因而 在 Ar) 内 是 闭 的 (3.144), 
但 这 不 可 能 ,因为 它 在 S FCN) 内 的 闭 包 是 满足 imi, 一 0 的 序 


FICE) MRR. 
(12.16.10) E E, FEMA Banach 空间 ，x JÉ E FIF 上 的 连续 
线性 满 射 , 则 存在 正 数 m ,使 对 每 个 x 已 ;有 ze EE, 它 满足 e)a 
u(x’), [z G| S m - ||, 
事实 上 ,根据 (12.14.8) 与 (5.5.1)。 所 述 条 件 表明 由 = 导出 的 
双 射 了 /ax(0) — F 的 逆 双 射 玉 一 ju-《0) 在 F 内 是 连续 的 ， 
《12.16.11)( 闭 图 象 定理 )、 设 ,FF 是 两 个 Frérhet 空间 为 使 E 
到 F 的 线性 映射 x 是 连续 的 ， 必 须 且 只 须 它 的 图 象 《1.4) ERE 
WE X FREAR. 

ERE f 是 拓扑 空间 X 到 分 离 拓 扑 空间 Y 的 连续 映射 , 则 
它 的 图 象 在 X x Y 内 是 闭 的 ,因为 这 个 图 象 是 满足 关系 

pnz = fpr) 

的 z€ X x Y 的 集 ， 从 而 我 们 的 论断 由 《12.3.5) 得 到 ， 为 证 明 
所 述 条 件 的 充分 性 ， 注 意 由 这 个 条 件 可 以 推出 ，* 的 图 象 G 作 为 
Fréchet 空间 EX 的 闭 向 量子 空间 (3.20.16 (iv)), 是 一 个 Fréchet 
空间 (3.14.5)， 政 G 到 E 上 的 射影 z — prnz 是 连续 线性 双 射 ， 因 
而 是 问 构 (12.16.9)， 由 于 它 的 逆 映 射 是 2:x — (z, w(x)), 由 此 
得 到 x 一 u(x) 一 prol) ) E E RER. 

(12.16.11) 的 条 件 还 可 叙述 为 ,车 EX FF 中 的 序列 (xssn(xa)》 
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EFA Cy) WA y 一 aG), Hr e RE ra, 利用 # 的 线 
性 性 质 ,又 得 到 一 个 等 价 的 叙述 : 35 ERREA (x,) 趋 证 0 而 序 
列 (a(z,)) 趋 于 极限 y, Mj y= 0, 这 就 是 为 检验 * 的 连续 性 而 
实际 应 用 的 准则 ， 

最 层 注意 到 ， Baire 定理 的 下 述 推论 使 我 们 得 以 利用 准则 
(12.11.5). 
(12.16.12) 设 G 是 可 分 的 局 部 紧 可 度量 化 群 ,连续 且 可 迁 地 作用 
于 分 离 拓扑 空间 EE 上， 并 且 E 的 每 个 点 都 有 同 胚 于 业 完 备 度量 空 
间 的 邻 域 ， 对 每 个 z€ E, S: E x 的 稳定 化 子 ; 于 是 典 则 双 射 
fa G/S, > E EAE. 

设 me E, HMEEPEH, H e £ GWS e SER V. V r 
E xç Æ E IS 003638 (1211.5). AWE e Æ GARREN E 
得 WCV, (s) 是 G 中 的 处 处 稠密 序列 ， 使 得 aW) 是 G 的 覆 
3. 由 于 :一 ?mo 连续 ， 所 以 每 个 集 sW - z, 在 E 内 是 闭 的 
(12.3.6)， 且 E 是 闭 集 +W + z 的 序列 的 并 基于 Baie 定理 
(12.16.1), 存在 指标 >， 使 得 mw 了 本 ' ;具有 内 点 sss - z 《其 中 sE 
W). 由 此 得 到 (12.10.3), ri E isr GW + x) = £ tW ` C 
Vw 的 内 点 ,也 即 六 .是 加 的 邻 域 ， 证 毕 ， 

(12.16.13) 设 G 是 可 分 的 局 部 紧 可 度量 化 群 , G' 是 可 度量 化 群 ， 
f: G> C PERRAS M f 是 严格 态 射 《12.12.7) (换言之 , 若 
五 是 的 核 , 则 典 则 双 射 8: G/H 一 G' 是 拓扑 群 同 构 ). 
事实 上 ,可 以 把 6 看 作 一 个 空间 ,而 G 通 过 运算 律 (s, 1 ) 一 
KO 连续 且 可 迁 地 作用 于 G 上 ，G "的 么 元 e' 的 稳定 化 子 是 吾 ， 
于 是 只 须 应 用 《12.16.12) 即 得 所 需 的 结论 . 


癌 题 
1) RE, 是 两 个 度 基 空间 ，4 是 8 的 处 处 稠密 的 子 空间 ，! 是 4 到 
的 连续 映射 。 试 证 , 若 上 是 完备 度量 空间 , 则 E 中 满足 下 述 条 件 的 点 所 成 的 
集 在 5 内 是 六 的 。 f 在 这 些 点 处 没有 相对 于 4 的 极限 (3,13)。《〔 对 每 个 
考虑 满足 下 述 条 件 的 点 z € E 组 成 的 集 : 了 在 这 些 点 处 关于 4 0 fF 
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《3.14) 大 于 1a.) 

?) WE, 了 是 两 个 完备 度 明 空 间 , f 是 E 的 处 处 髓 密 子 空间 4 到 的 处 
LATER R HORRE, MEFA E HPR C 3 AGB, F 的 子 空间 
DOB), 使 它 是 可 数 个 开 集 的 交 , 上 只 存在 了 到 上 上 的 延 拓 e, 使 得 & E c g p 
ERARECO f 及 其 逆 同 昨 应 用 间 题 1)- 

3) 设 是 完备 度 最 空间 ， 上 ERRAN, G.) 是 5 到 的 连续 映射 的 
一 个 序列 , 它 在 E 内 简单 收敛 于 映射 +。 试 证 使 得 1 在 点 x 处 不 连续 的 * < 
ERRE E 内 是 着 的 .( 设 Cn 是 满足 下 述 条 件 的 x* € EWR: 对 一 切 > 
ps E) 与 为 (2) 之 间 的 虐 离 所 1f24; 利用 Baire 定理 证 明 ，Gy, 的 内 部 (对 
P21) 的 交 是 处 处 稠密 的 开 集 ;由 此 推断 ,使 得 f 0988 <1/5 的 点 的 集 包含 
一 个 外 处 而 密 的 开 集 . 》 

推广 到 只 作 和 如 下 候 定 的 情形 。 对 每 个 n, fs EE S M, RRT e) 的 余 
集 上 的 限制 是 连续 的 。 

4) 设 互 是 可 分 可 度量 化 空间 ;对 己 的 每 个 子 集 4, 以 DCA) 表示 满足 下 
述 条 件 的 z € E 的 集 : 对 < 的 每 个 邻 域 V, 集 了 mn 4 不 是 瘦 的 . RUE 
DAGA, AEDU) = 四 ,必须 且 只 须 4 是 瘦 的 。 试 证 DCA) 是 闭 的 且 
ANCE 一 D(4)) 是 瘦 的 ， 且 D) 是 它 的 内 部 的 闭 包 ( 设 D (4) 是 DC4) 的 
内 部 的 闭 包 ,证 明 ANCE 一 D'(A)) ER). 

5) 设 6G 是 可 分 的 可 度量 化 群 。 WE 若 右 是 6G 的 非 着 于 群 , 则 六 是 6 
的 开 子 群 ( 采 用 问题 4 的 记号 :证明 DC) 的 内 部 非 空 ), 

6) 试 证 ,如果 一 个 完备 的 可 度量 化 群 是 可 数 的 , 册 它 必 是 离散 的 、 

7) 设 6 是 互 分 的 局 部 紧 可 度量 化 群 , #H 是 6 的 正规 闭 子 群 , 4 是 6 的 闭 
子 属 。 试 证 典 则 双 射 41(4Nn Hy—AH/H Rmi, 

8) iR E, F,G 是 三 个 度量 空间 , 2, d, d" 分别 是 E, F, G 上 的 距离 ，/ 
E E x FEGBE EREA to € E, rost) 在 下 内 连续 ， 且 对 每 个 me 
F, £C: ayo) 在 E RER, 

a) 对 每 个 e>0， 每 个 点 5 E F SEE x € E, iR slx; b, e) 是 满足 下 述 
条 外 的 数 « > 0 的 上 确 界 : KAID, yaa A d UGE), Kere. 
WIE eesse) 是 上 半 连 续 的 。 

b) 设 王 是 完备 的 ,下 *) 推断 ,对 每 个 5< F, FERR MCE, 使 对 一 切 
2 €M, BR EA (a, P) 处 是 连续 的 、 

Br 也 是 完备 的 ， 试 证 在 E x 内 存在 瘦 集 NN, M /在 (Ex F) — N 
上 上 的 限制 是 连续 的 ，〔 对 每 个 +, 考虑 使 得 1 的 振幅 <1/k 的 点 的 集 ， 利 用 
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:2.7 问题 4. ) 

c) 设 E, F, 6 是 Fréchet 空间 ,了 是 5E x F 到 6 的 双 线性 映射 ， 使 对 每 
w € E 15 yy € F, 线性 映射 闪 %。，") 55 C y) 连续 ， 试 证 了 在 号 x F 内 连 
续 . 

9) ike ER d 是 6 上 的 距离 , 且 由 4 所 定义 的 拓扑 使 6 成 为 完备 可 分 
局 部 紧 度 量 空间 ， 假 定 对 每 个 me G, PN yry 55 yeyr Æ G AER, 
证 a 所 定义 的 抓 扑 与 6 的 群 结构 协调 。( 首 先 利用 问题 š EREN (x, y)— 
zy 是 连续 的 ， 然 后 在 G x 6 内 考虑 (z, 7) 所 成 的 集 ,这 里 > OS G. Wk 
HRE F ERFARE CrO, 六 (zy 与 cxG 的 拓扑 在 下 
上 上 的 诱导 拓扑 , 则 下 是 拓扑 群 , 且 是 G x G 内 的 闭 集 ， 最 后 ,利用 (12.16.12) 
证 明 pr, 在 上 的 限制 是 双方 连续 的 ,由 此 推断 x—=* fE G 内 连续 .) 

10) 设 了 是 度量 空间 ，E 是 Friche 空间 , MEE x 了 到 可 度量 化 拓扑 
向 量 空间 F 的 映 射 的 一 个 集 ， 浦 足下 列 条 件 :1” 对 每 个 ET, 当 f 取 遍 M4 
时 ,映射 Ct) 组 成 的 集 是 到 下 的 线性 映射 的 一 个 等 度 连 续集 ; 2° 对 每 
es € E, H FREMRI re) DRESE ERD. REEERE 
下 ,MM 是 等 度 连 续 的 。 《给 定 % € T 与 0 $E F ARIEARR V, 对 每 个 x6 
E ik 4, ETAR 5 APURE FERT PR09342 J EAR: 对 这 些 
RAHENA 对 一 切 1 EM ff (z, i) — Kz, a) EV， 用 反 证 法 证 明 * 一 
4 在 FE 内 上 半 连 续 , 然 屋 利用 (12.16.2).) 

11) BEE, 是 两 个 Fréchet 空间 , G RE Banach 空间 , (fs) 是 Ex 下 到 
6 的 连 绕 双 线性 映射 的 一 个 序列 。 假 定 对 每 个 (z,y) € Ex F, EAG) 
在 6 内 有 界 . WE MEHE x F 的 处 处 稠密 子 集 D, 序列 《fx y)) 在 每 
个 人 rs) 了 处 收敛 ; 则 序列 GD EE x 下 内 简单 收敛 ， 且 其 极限 函数 连续 
《利用 问题 10 5 (7.5.5)). 

12) BE 是 使 得 以 为 通 项 的 级 数 收效 的 实数 序列 x = (Er) 组 成 


Kame F| = 1| 2a]. 
K: 


a) 试 证 EE 上 的 范 数 , 且 E 关 于 这 个 范 数 是 完备 的 、 
b) Banach 空间 1(5.7 问题 1) 在 E 内 关于 范 数 ell 是 黎 密 的 ;和 如果 赋 


* e 83 || = > 1 和 |, 则 典 则 单 射 E 是 连续 的 . 
2 


c) | (P) 是 入 x 下 的 有 限 广 集 的 一 个 递增 序列 ， 并且 它 形成 入 x 认 的 
EE RHS4 z = (SO EE 与 每 个 y= (90) € P, ik 
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AG) = D ëm 


Gn, 


则 为 使 序列 (1,) 在 EXE 内 简 单 收 敛 ; 必 须 且 只 须 对 每 个 (zyy》E EXP 序列 
CECE) 有 界 ; 此 时 对 每 个 (x,y) EXE, AG.) 的 极限 等 于 
È z) (z ”). 
《 取 D =P 了 xt, 利用 问题 1 .) 
4) 对 每 个 je N, 设 Pjs 是 吉 的 满足 下 述 条 件 的 闭 区 的 最 小 个 数 ， 这 
些 闭 区 间 的 并 是 截面 PCO) (P, n (Nx (p) 的 射影 ), 并 设 o, 一 pen. 
试 证 ) 中 的 条 件 等 价 于 sup acto, G çp, 是 Ps 的 特征 函数 , 试 证 


双 线 性 形式 大 WOR (5.7.7) 是 (> [er D) — PrE + 15 DI.) 
(Mertens-Alexiewiez 定理 ). 一 

13) 从 代数 的 角度 Banach 空间 (5.7 问题 1) 是 空间 F (6.5) 的 向 

量子 空间 ,着 与 rl 分别 是 下 与 * 上 的 范 数 , 则 对 一 切 *e py 有 
fb. 

试 下 ,在 空间 上 * 具 ,最 然 的 单位 球 B; 由 ji <1 与 每 个 有 限 难 线性 息 的 交 是 

PRAE B AF RR Jel 却 不 是 闭 的 (利用 (12.16.37)， 

14) 设 E 是 Préchet 空间 , F 是 赋 范 空间 ， 试 证 , 洁 妃 是 了 到 和 的 连续 线 
性 瑟 射 的 一 个 非 等 度 连续 的 集 , 则 使 得 Hz)( 它 是 “ RRA N xx) 组 成 的 
集 ) 在 内 无 界 的 = e 三 的 祭 是 -- 个 焉 集 的 余 集 。 由 此 推断 。 若 (C) 是 
Banach 空间 序列 ,是 对 每 个 ay E, 是 CE; F.) 的 非 等 度 连 续 的 于 集 , 则 存在 
= € E, 使 得 每 个 集 COO 都 是 无 界 的 (“ 奇 性 革 革 原 理 >)。 

15) H Cender 是 R 的 区 间 7 = [0,1] 上 的 点 的 一 个 旗 。 对 每 个 非 负 
Eam 令 oG) 一 [I G d 且 候 定 这 个 多 项 式 的 入 都 不 相同 。 对 
Sin, $ diala) = OCE) NE Y). 对 定义 在 工 上 的 每 个 实 什 
函数 户 设 P1) 是 F 相应 于 Co) 的 Lagrange 插值 多 项 式 , 即 由 


BD = 2) Kaidan 


= 
所 定义 的 多 项 式 . 

a) egf) 是 Banach 空间 #(1) 到 让 庙 的 连续 线性 上 映射， 为 使 对 
FTDI EEO), EARRA (P.C) 在 1 上 一 致 收 化 于 f， 必须 且 只 须 这 些 
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RERAN 3k |e。 所 成 的 序列 有 界 (利用 (12.16.5) 与 (7.5.5))。 试 证 
[Pal = sug (z 1as(2)1). 

b) 对 0<;<s, 取 zs = ijn。 试 证 上 ,i 所 成 的 序列 趋 于 二 oo。 由 此 推 
Br, 对 于 这 样 选取 的 Gir PERR h EE, 使 得 多 项 式 的 序列 (Ps(1o)) 在 
T 上 不 一 致 有 界 ( 利 所 问题 14). 

16) 设 f 是 定义 在 R ARH 1 .上 的 连续 实 值 函数 ， 且 在 7 的 每 个 点 
处 具有 右 导数 (8.4). 

a) 试 证 使 得 £, 在 x 的 某 个 邻 域内 有 界 的 z € r 的 集 足 在 地 内 处 处 铀 
密 的 开 集 (利用 (12.16.2))。 

b》 试 证 使 得 £, 在 该 点 处 连续 的 点 > 7 组 成 的 集 是 内 的 一 个 冲 集 
的 余 集 (参阅 问题 3)。 由 此 推 煌 ,在 1 内 某 个 疗 集 的 余 集 的 每 个 点 处 可 导 
(参阅 8.6 问题 2). 

17) a) 在 Banach 空间 E(N CZ E T= [0, 1]) 中 , 设 如 是 满足 下 述 条 
件 的 函数 了 的 集 : 对 于 满足 0<*<1 一 《17=) 的 某 个 值 *( 它 依赖 于 旋 ， 

IKE) — Ke)| Sala’ — zl 
HME z< <x + O/a) K x 成立. 试 证 4, E: Y(D 0508638. GE 
意 , 一 方面 ,在 (7) 内 ， 每 个 球 含有 一 -个 函数 , 此 函数 在 ! 内 具有 有 界 的 右 
导数 。 另 一 方面 ,对 每 个 。> 0 与 每 个 整数 m, 存 在 函数 ge ZC1), 使 得 8 在 
[9,1[ 的 每 个 点 处 具有 右 导数 , 且 对 一 切 *e [0,1[, 有 LaC*)| <e5|#,G221> 
m.) 

b) Fa) 推断 , 设 4 是 潢 足下 述 条 件 的 函数 f EgO 的 集 : 至 少 有 一 个 
ARET fz e [0,1f， 使 得 /在 点 > 处 具有 右 导数 ， 则 4 在 (1) 内 是 更 
的 。 于 是 ,这 个 集 的 余 集 , 即 在 [9,1[ 的 每 个 点 处 都 没有 有 导数 的 fe G(D 所 
成 的 集 ,在 CO 内 是 处 处 稠密 的 (参阅 8.4, 问题 12. 

18) 设 / 是 定义 在 开 集 4C R° LOREAN HAEA (o) € A, 函 
BAC ayo) 在 点 o 处 连续 而 函数 FC, ) 在 点 y 处 可 导 。 试 证 ,在 4 内 存在 
BEM, 使 得 导数 Daf 在 4 一 对 内 连续 (利用 问题 sb) 与 问题 3)). 

19) REER Baach 空间 , 5 是 它 的 对 偶 、E” 关 于 范 数 (5,7.1) 是 
Banach 空间 。 试 证 开 集 4CC 到 E 的 费解 析 映 射 一 疡 实际 上 在 (9.3) 的 
意义 下 (关于 所 考虑 的 范 数 ) 是 解析 的 《利用 公式 (12.16.6.6) 与 Banach- 
Steinhaus 定理 .) 

20) 设 Z 是 完备 度量 空间 ，f EZETA) Hilbert 空间 E ORE 


iHe 


h. 

aD 试 证 ， 对 互 内 每 个 闭 凸 集 4, 了 《4 在 2 内 是 闭 的 (参阅 12.15 问题 
3b 力 . 

b) 对 每 个 整数 x> 1, D, 是 使 得 7 把 它 看 作 一 个 度量 空间 到 另 一 个 
度量 空间 的 映射 ) 的 振幅 >La 的 >“ 7 的 集 , 则 D, EAR (12.7 问题 4). 
RIE Ds 在 Z ARR., (AEB <1;2n HARFA G) HE EF， 利用 4) 
与 Baire ERES XA ks Du NACSA) 是 Z AWARE. ) 

9 由) 推断 , 在 2 ARERR M, 使 得 f E Z MEERE 
续 的 。 

21) WE = A(R) 是 尺 上 的 有 界 实 值 函 数组 成 的 Banach 空间 ACR) 
的 子 空间 ， 它 由 具有 紧 支 集 的 连续 函数 记 组 成 。 设 mm 是 E 上 的 连续 线性 形 


Rre DIR), WESI G) 在 王 内 简单 收敛。 但 在 对 偶 E 内 是 无 界 的 ， 
imi 


上 且 其 极限 = 在 E AREER. 

22) 设 E 是 Hilber 空间 疡 的 子 空间 , 它 由 具有 有 限 支 集 的 序列 EN 
ARAN E E RORE e (6.5) 的 (有 限 ) 绒 狂 组 合 所 成 的 舍 ， 设 "是 三 
HARAT, EHEN n, 有 (es) = wc,。 试 证 对 每 个 ye E, 线性 形式 > 一 
(ACE) ly) E E RERA # 不 是 E 的 连续 自 同 态 。 

23) 设 E 是 平面 如 的 于 空间 ， 它 由 直线 D 一 {0} x R IA (1/n, k/n) 
所 组 成 ,这 坚 ” 取 遍 正 整数 集 而 天 取 记 有理 整 数 集 Z, 

3) 对 王 内 每 个 点 O, y) 与 每 个 正 整 数 n HTO) 是 满足 ú < 1/ 与 
le — y| £= ËJ (ns) EE 的 集 ， 试 证 ,如 果 取 这 些 T.Cy) 组 成 的 集 为 点 (0 
切 的 基本 邻 域 系 :而 取 单 点 集 为 了 的 其 他 点 的 基本 邻 域 系 。 风 在 互 上 定义 了 
一 个 分 离 拓扑 了 ,关于 这 个 拓扑 ,每 个 子 空间 nO 是 可 度量 化 的 与 紧 的 ，“ 
在 愉 上 的 笑 导 拓 耻 是 离散 折 扑 . 

b) 设 4 是 集 (0) x Q, ED RHB, B EE D RB Ref p 也 是 闭 
的 。 试 证 ,如果 关 于 多 的 开 集 5 包 含 B, MEDAREKE O0) x [e 5] 
(a<) SER z, 8 u BERT asy< 5 (0,y) € B 的 Ta(y) 的 并 (利用 
这 祥 的 事实 : E QAT ROAR EIE RARR) REAA E 内 的 每 
个 邻 域 都 与 相交 , BH, 虽然 空间 了 包含 处 处 稳 密 且 可 数 的 离 藤子 空 
疗 , 但 它 不 是 可 度量 化 的 (利用 (4.5.2)》. 

24) 设 (a) 是 实数 序列 。 试 证 ,如 果 对 属于 空间 疡 (5.7 问题 1) (相应 
地 ;空间 p (6.52) 的 每 个 实数 序列 (各), 以 =,5, 为 通 项 的 级 数 收敛 , 则 序列 
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(a) 属于 OGIE DOBEH, P). (REDER N, 考虑 上 (相应 地 ,! 
x 
上 的 连续 线性 形式 z— D nën 并 应 用 Ranach-Steinhaus 定理 .) 


25) a) 给 出 在 区 间 5 员 内 连续 的 实 值 函数 序列 e) 的 例 , 使 它 在 了 的 
每 个 点 处 简单 收敛 , 但 不 存在 包含 在 ! 中 的 非 空 开 区 间 ， 使 得 该 序列 在 此 开 
区 间 内 一 致 收敛 (参阅 (12.7.1))， 

b) 设 (#,) 是 在 开 集 D CC 内 解析 的 复 值 函数 序列 , 它 在 的 每 个 点 处 
简单 收敛 。 试 证 存在 在 口内 处 处 稠密 的 开 集 ,使 对 每 个 me U, 存在 的 
邻 域 , 使 得 C1。) 在 此 邻 城内 一 致 收敛, 《考虑 函数 aO] 组 成 的 序列 并 
利用 (9.13.2).》 

26) iR AC) E R ORI R, = [0, + cof 到 ” 阶 实 方 阵 空间 的 连续 
映射 ， CC 是 齐 次 线性 微分 方程 习 = AOU 的 解 ， 它 在 z = 0 处 等 于 单 
位 矩阵 10.8.4)。 以 五 RR R" 的 满足 下 述 条 件 的 向 量 组 成 的 向 量子 空 
闻 : CCA) ?在 [0, +co[ AARD E 3828 E, 在 R" 中 的 补 空间 ;以 Pi: 
ROE, 5P, RE, 表示 相应 于 E 分 解 为 直 和 E, + E, (5.4) 的 投影 。 

a) BENEDEN fE 多 和 CR) (7.2), 微分 方程 v = AG) * x + KI) 
至 少 有 一 个 在 R, 内 有 和 界 的 解 , 试 证 对 每 个 函数 fe GRe(CR+)， 存 在 唯一 的 向 
Et yG) s En 使得” = AG) * x + KG) 的 在 点 0 处 取 什 为 >C7) 的 唯一 解 四 
ER, 内 有 界 , 且 存在 正常 数 ,使 得 lalic | 上 CBE R° 内 取 值 的 满 
足下 述 条 件 的 函数 * 组 成 的 空间 F: = 在 R, 内 连续 可 微 、* 与 — 4 + x= #E 
R, 内 有 界 , 且 x(0》e 8。 斌 证 通 数 

NGO) = l+ = 4. =l 
是 F 上 的 范 数 ,而 关于 这 个 范 数 是 Banach 空间 。 然后 芳 卡 到 E, 的 定义 ， 
对 到 SECR) 的 线性 映射 a’ — 4 应 用 manach 定理 .) 

b) 由 4) 推断 ， 对 每 个 1e ZR 是 ,), 方程 ** = AG) "x + KO RAE 

R, 内 有 界 的 解 的 必要 充分 条 件 是 ， 


= (f IEP EE: + Ë ICPE) <+ oo 


(参阅 (10.8.6) 与 (13.14.4)). 

27) 设 / 是 在 只 的 区 间 [a l 内 递增 与 右 连 续 的 实 信和 函数。 假定 1 的 
间断 点 所 成 的 可 数 集 在 [4, BI 内 处 处 称 密 (3.15 的 问题 )， 试 证 [<, 8[ 上 大 使 
得 f 在 该 点 处 具有 有 限 右 导 数 的 点 组 成 集 是 击 的 ，( 对 每 个 正 整数 a, 设 2, 
是 [a, E 内 满足 下 述 条 件 的 点 = 的 集 : 在 [4, 5[ 内 存在 两 个 点 yxy 使 得 
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z<v<<z<=x + (1/n) R. 
10) — K) Oe) |> 1, 
y == == 
证 明 4, 在 [", 5[ AEAEE) 

28) 设 f 是 在 中 的 开 区 间 ] a, bl 内 和 企 意 次 可 微 的 实 值 函数 。 假定 对 每 
个 zt Je, bl, FEER NCG), 使 得 DX 一 0, 试 证 f 必 是 多 项 式 。 证 明 
可 如 下 进行 ; 

a) 设 G 是 如 下 的 +€ Je, 5[ 组 成 的 开 集 ， 在 :的 某 个 令 域 内 ，f 与 一 
个 多 项 式 相同 ; 设 F 是 G 在 ]w bl 内 的 ( 闭 ) 余 集 。 试 证 r 没有 孤立 点 
(3.10.10). 

b) 对 每 个 整数 *, 设 E FORE DH 一 0 的 < € FRODA F 
集 ; 如 果 ? 非 空 试 证 存在 非 空 开 区 间 Ic la bl SER N, 使 得 FN 1E 
且 包 含 在 Ew 内 (利用 Bie 定理 于 是 由 a) 推断 ,对 一 切 a> N, 还 有 Fn 
ICE, 

°) 由 b) 推断 , F D 7 在 了 内 是 本 的 ;然后 证 明 , 在 G Nn 7 的 每 个 连通 分 
支 区 闻 上 ,有 DMG) 一 0; RE MRE Ap, 即 可 得 到 了 矛盾。 

29) 设 5, 是 两 个 可 分 Banach 空间 , F EF BEF 包含 在 
HAREAZ GA, E eRiF 上 的 诱导 拓扑 粗 于 7' ath. 又 
设 * 是 BE 到 G 的 连续 线性 映射 - 

a) 试 证 ,对 Banach 空间 F' 内 的 每 个 球 B, < (3) E: E RATAR (利用 
《12.15.9) 与 (12.15.8.1)). 

b) 假定 存在 F 的 非 着 于 集 A, 使 对 一 切 *e A, fi “(z) € F"。 试 证 此 时 
s(E)CF' 且 # 关 于 由 下 的 范 数 定义 的 扣 扑 是 连续 的 . 

30) 设 E 是 Fréchet 空间 ，(m) E E FRAZER] F 的 连续 线性 映射 
BDR. BOERE E WITE A, 使 对 一 切 *& A, nlr) ARAIRE F 
AAR. RER Go) 是 等 度 连续 的 (对 每 人 整数 "> 1， 考虑 使 得 Jes 
s 对 一 切 指标 “成立 的 z € E FRAR) 
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第 十 三 章 积 分 


本 章 叙 述 的 积分 理论 限于 可 分 可 度量 化 的 局 部 紧 空间 的 情 
形 ,而 以 后 用 到 的 将 只 是 这 种 空间 .我 们 按照 相当 接近 N. Bourbaki 
[22 ] 的 方式 来 阐述 ,但 在 较 多 的 限制 下 ,给 予 适当 的 简化 . 

积分 论 中 最 基本 的 定理 是 Lebesgue 收 伍 定理 【13.8)，Fischer- 
Riesz 定理 (13.11.4)，Lebesgue-Nikodym 定理 (13.15.5) 与 Lebe- 
sgue-Fubini 定理 (13.21.7)。 可 异 这 就 必须 包括 相当 长 的 关于 上 积 
分 `\ 可 测 函 数 与 可 忽略 函数 的 内 容 , 这 些 都 是 不 可 侠 少 的 技术 性 工 
A. 关于 局 部 紧 群 或 微分 流 形 上 的 某 些 特殊 测度 的 重要 性 质 , 将 
在 第 十 四 与 十 六 两 章 中 分 别 加 以 考虑 ， 

我 们 还 在 问题 中 插 人 了 积分 的 一 些 应 用 , 这些 应 用 是 正文 中 
没有 叙述 过 的 ; 尤其 是 挂 人 了 遍历 理论 与 正 交 系 方面 的 应 用 ， 想 
在 这 个 方向 上 进一步 深入 研究 的 谈 者 可 参看 [21], [26*1, [28]; 
[30] 5 [B1]. 

我 们 研究 积分 问题 与 本 世纪 初 的 数学 家 不 再 完全 相同 。 如果 
目的 只 在 于 能 积分 “很 不 连续 的 函数， 那么 积分 论 就 很 难 超越 一 
个 或 多 个 实 变量 函数 的 “精致 ”理论 的 相当 狭隘 的 界限 。Lebesgue 
创造 的 积分 概念 在 现代 分 析 中 的 重要 性， 一 方面 在 于 它 可 以 自然 
地 导致 考虑 各 种 新 的 完备 函数 空间 一 一 正 是 由 于 这 些 空间 的 元 是 
函数 (或 “等 价 ” 函 数 类 )、 而 不 是 象 “完备 化 ”空间 的 点 那样 抽象 的 
对 象 ,所 以 就 能 方便 地 加 以 定义 与 研究 。 另 一 方面 ,这 种 重要 性 在 
F, Lebesgue-Nikodym 定理 与 由 密度 所 定义 的 测度 的 人 性质 (13.15) 
为 我 们 提供 了 使 用 局 部 紧 空 间 上 测度 的 可 数 族 的 方法 ， 为 此 把 这 
些 测度 看 作 具 有 固定 的 基 的 测度 ， 并 且 连 同 它们 关于 这 个 基 测 度 
的 密度 (因而 最 终 也 是 对 于 函数 ) 来 进行 研究 ; 而 这 也 是 非常 方便 
的 . 这 里 就 显示 出 现代 的 现 点， 对 于 一 个 可 积 函 数 j, 重要 的 不 
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是 了 所 到 的 值 , 而 号 它 通过 线性 映射 & 一 j tsin 作用 在 有 界 连续 
函数 空间 上 的 方式 (这 个 线性 映 庙 是 只 依赖 于 f 所 属 的 类 的 算 子 ， 
因而 在 零 测度 集 上 改变 f 的 值 时 , 它 保持 不 变 )。 这 种 观点 的 发 展 
在 第 十 七 章 中 就 导致 广义 水 数理 论 ， 它 是 微分 流 形 上 的 测度 概念 
的 自然 推广 . 

在 整个 这 一 章 中 ,为 简略 起 见 ,我 们 将 把 “可 分 的 ,局部 紧 的 与 
可 度 最 化 的 空间 ” 称 为 “ 肩 部 紧 空 间 ”。 


1. 测度 的 定义 


设 铸 是 (可 度量 化 的 ) 紧 空间 且 设 CA) 是 和 上 的 连续 复 值 
函数 的 Banach 空间 (7.2), W Ee) 的 对 侦 空 间 的 元 称 为 Xx 上 
的 测度 (或 复 测度 ), 这 就 是 说 (C12.15) 与 (5.5.1)), EE EGO 
上 的 一 个 线性 形式 f — (有 ), 且 对 一 切 1€ #c(X), 满足 形 如 
(13.1.1) lal < allyl 
的 不 等 式 ( 请 记 住 , I = plio. 


现在 设 奈 是 局 部 紧 空 间 ( 按 照 开 始 的 约定 , 它 是 可 度量 化 与 可 
分 的 )， 对 于 的 每 个 紧 子 集 天 ,以 SF (X; K) (或 AXK) 
表示 由 Cex) 中 的 下 述 函 数组 成 的 向 量子 空间 : 这 些 函 数 的 支 
集 《12.6) 包含 在 天 内 (因而 是 紧 的 ); 以 K eX) (或 OC (XD) R 
示 当 天 取 记 和 的 紧 子 集 的 集 时 Cc (X; K) 的 并 ,换言之 , 它 是 具 
有 紧 支 集 的 连续 ( 复 值 ) 函 数 的 向 量 空间 ， 显 见 有 

KADEER). 

把 K(X) 上 具有 下 述 性 质 的 线性 形式 产 称 为 上 的 一 个 
测度 (或 复 测度 ): ”对 和 的 任何 紧 子 乐天 ,存在 ak 20 (Ee 
说 ,ax 依赖 于 天 ); 使 对 一 切 函 数 f OC (X; K) A 
(13.1.2) DI < axllfl. 

当天 是 紧 空 间 时 ,这 个 定义 与 上 面 给 出 的 定义 一 致 ， 这 表明 ， 
中 的 限制 z | Sr (X; K) 关于 多 ECX) 的 拓扑 在 OC (X; K) 上 的 
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诱导 拓扑 是 连续 的 。 我 们 注意 到 OC (X; K) 在 CEA) ARER 
的 ,因而 是 Banach 空间 (3.14.5)。 

注意 ， 一 个 测度 在 SC o(X) 上 关于 FEX) 的 拓扑 ( 即 由 范 
数 i 州 定义 的 拓扑 ) 的 诱导 拓扑 不 一 定 是 连续 的 。 我 们 将 在 更 后 
的 地 方 (13.20) 考察 这 个 问题 
(13.1.3) 测度 的 例 。 设 X 是 局 部 紧 空 间 , * 是 X 的 一 个 点 ， 则 
OY (X) BJ 的 映射 1 一 12) 是 一 个 测度 ,因为 它 是 线性 的 ,并 
且 对 和 的 每 个 满足 je SC (X; K) ARTE K, 显然 有 lOl < 
MW. 这 个 测度 称 为 点 > 处 的 Dirac 测度 (或 由 点 x 处 的 单位 质 
重 所 定义 的 测度 ), 记 作 e. 

更 一 般 地 , 设 (es) 是 天 内 不 同 的 点 的 序列 ,(zo) 是 复数 序列 , 满 
足下 述 条 件 : 对 居 的 每 个 紧 子 集 K, 对 应 于 使 得 se 上 天 的 指标 = 的 
n 所 成 的 子 族 是 绝对 可 积 的 《5.3)。 令 cx 一 D, lale 这 时 ,对 


Peary 
每 个 函数 6 Sr QX; K), 级 数 D Ca.) 是 绝对 收 敏 的 ,因为 这 
个 级 数 中 不 等 于 零 的 项 只 是 对 应 a, € K 的 那些 项 ,并 且 还 有 

> Jeata < D leal 一 ceifi. 


这 个 论证 还 表明 ,了 一 24nfCes) 是 XX 上 的 一 个 测度 ; 称 它 为 由 (对 于 
Hn) 置 于 点 a, 处 的 质量 t. 所 定义 的 测度 (参阅 (13.18.8)). 
LD 设 了 是 属于 Or (R) 的 通 数 ， 则 对 包含 了 的 支 集 的 每 


PEN 21, BA |° Koa: (8.7) 的 估 总 是 相等 的 , 招 这 个 全 沁 
为 | mos. Bai] /GO 是 Sre) 上 的 线性 形式 ， 
我 们 来 证 明 它 是 测度 ， 事 实 上 ， 对 尼 的 每 个 紧 区 间 K= foy 21 
与 每 个 函数 1e (R K), 根据 中 信 定 理 (822), 有 
|E oa] < @ — o. 

MWEE R 上 的 Lebesgue 测度 . 

(13.1.5) 设 # 是 X 上 的 测度 ,6 是 属于 Ec 的 任 一 函数 ,对 
STERI ENO), BUA ENCO, ATRN F> ueh 
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ECO 上 的 线性 形式 。 我 们 来 证 明 这 是 一 个 调度 ， HRE 
对 每 个 函数 1 KCX; K), 用 < lssplgCe |> 因而 


lG < bll 
其 中 bx = asop) g(a), 把 这 个 测度 记 作 g u REANTF PA 


z 为 密度 的 测度 (参阅 (13.13))， 
(13.1.6) Wte: X — X 是 大 到 局 部 紧 空 间 X ERE, 则 对 每 
个 函数 6 SF(X'), 函数 fox 属于 SF (X), 并 且 有 

Supp(Joz) = (Supp). 
HEERA AFX EDENDE e, f — (es) Ec X' 上 的 测 
度 ; 称 它 为 在 x 下 的 象 ; 记 作 rC). 
(13.1.7) 设 Y 是 和 的 闭 子 集 (因而 它 是 局 部 紧 子 空间 (3.18.4))， 
vz 是 Y 上 的 测度 。 对 每 个 函数 EXX; K), RA f|Y 属于 
AY; KNY), 因而 存在 常数 ck, 使 对 一 切 f€ SF (X; K), # 
BEVI < ee sup|/G)1 < cxlli， 这 样 ， 映射 1~> (f Y) EX 


上 的 测度 。 也 称 它 为 > 在 奥 则 单 射 了 ”一 X FURR? EX LN 
ANTE). 

(13.1.8) W0 EX RETETE AEREE Ts 8318.4). 
显然 ,对 U 的 每 个 紧 于 集 K, RA f> JU 是 A(X; K) 到 
AU K) 上 的 一 个 等 虐 , 它 的 逆 等 距 使 每 个 函数 8€ 9 (UK) 
对 应 到 函数 g", g7 在 口内 等 于 g 而 在 X 一 口内 等 于 0 (在 用 语 
随便 时 ， 如 果 Supp(DCU， 我 们 常 写 f 以 代替 03 并 写 以 代 
Ë z”), 因而 ACU 到 SC OO 的 映射 8 一 g’ EAN, iX 
上 的 每 个 测度 m 映射 g> pa”) EU LNR, REX AEU 
上 的 诱导 测度 , 或 上 在 马上 的 限制 ， 记 作 po 或 #10. 注意 ,DU 上 
的 测度 > 不 一 定 是 x 上 的 某 个 测度 的 承 制 (134， 习 题 1), 而 且 
当 存在 这 样 的 " 延 拓 "测度 > 时, 一般 地 说 , 它 也 不 是 唯一 的 ,然而 
我 们 有 下 面 的 结果 : 

《13.19) 设 (UO. EX RFEA ENSA eE 1; 给 出 了 U, 
上 的 一 个 测度 ao 使 对 每 对 指标 e, 8, pa 与 pp 在 Vs nDs 上 的 限 


Ille 


制 (13.1.8) 相等 。 这 时 ,在 X 上 存在 唯一 的 测度 z, 使 对 每 个 ae 
1,4 在 Us。 上 的 限制 等 于 ta 


我 们 首先 证 明 , 每 个 函数 fe XA) 可 以 写成 了 一 Dp 


了 


这 里 对 每 个 指标 i, 存在 a, € T, E $, c Ae E 
Supp(f ) CUa 

为 此 注意 到 ,车 — Supp(D , 则 存在 有 限 个 指标 a0 <; < D), 

使 得 相应 的 U 形成 及 的 覆盖 ， 于 是 〈(3.18.2) 与 (12.6.4)) 存在 

和 到 [0, 1] Ha PERRA ji 使 对 1 <; <, Sopp) 是 紧 

的 且 包含 在 gs 内 ;而 且 在 久 上 有 5i(z) 一 1。 这 样 函 数 方 一 


5=1 


dhi 就 是 所 提问 题 的 解 。 这 也 证 明 、 如 采 存 在 具有 所 述 性 质 的 &， 
则 它 必 是 唯一 的 ,因为 由 定义 有 


KD = D G) = X raD. 


为 证 明 存 在 HAX) 上 的 线性 形式 pw， 使 得 它 在 每 个 
HeU) 上 的 限制 是 co 只 须 证 明 下 面 的 性 质 : 给 定 两 个 由 属 
于 A elX) 的 函数 组 成 的 有 限 序列 〈g)i<rer I eian 使 得 
对 于 1 <; <m,#Supp(g)CU,; 对 于 1 <; < 5, # 


Supp(A;) CU; 
并 且 在 Supp(f) 上 ,有 
Še 0) = DH) = 1, 
H I g 
È wrd = D sah, 
可 是 ,我 们 有 
一 > gh 
因而 i 


-112° 
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> ma, (fh) = > (> we 内) 
然而 由 于 Supple) 包含 在 Ua YU, 之 内 ,所 以 按 假定 有 
ma (gh) = pe GEk) 
由 此 就 得 到 我 们 的 论断 。 
剩 下 要 证 明 这 样 定义 的 线性 形 起 上 是 一 个 测度 。 设 天 是 区 的 
紧 子 集 , 并 且 就 象 本 证 明 开始 时 那样 定义 V6 hn Æ 
H; = Supp), 

则 由 假设 ,存在 数 a; 之 0, EI — oR g € A XH) 有 

lD < a,lg| C3.1.2.), 
于 是 ,对 每 个 函数 je Or (X; K), 有 

l, Cb) | < ad < alfi 


因此 得 到 
EDI < ($ a) I. 


证 毕 .。 

(143.110) 设 ) 与 4 是 X 上 的 两 个 测度 ， 则 显然 1 十 z 同样 是 X 

上 的 测度 , 旦 对 每 个 纯 量 se C, an 同样 是 X 上 的 测度 ， 于 是 ,X 

上 的 测度 所 成 的 集 是 CX coo 的 一 个 向 量子 空间 , 记 作 M (X) 或 

MOD. 
类 似 于 例 (13.1.4), A EBRR lx LONE WAEA 


函数 fe 25 (0 RE e, Rina | za sk [0 
(UTSA (H) 或 Gop), BIKAR FAF p RI. 


2 X 测度 


设 X 是 局 部 紧 空 间 , 以 .XY RCX) 友 示 X 上 具有 紧 支 集 的 连续 
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有 限 实 值 函 数 的 集 ， 以 SC (X; K) 表示 X 上 其 支 集 包含 在 K 内 
的 连续 有 限 实 信函 数 的 集 。 显然 Sr (X) 是 HX) 的 实 向 量 
子 空间 ,并 且 我 们 可 以 写 ( 直 和 ) 
K (X) — H ROX DIN RCX). 
对 每 个 ( 复 ) 测 度 z, FE OC RCX) 上 的 限制 是 A rD 到 CC 的 
民 线 性 映射 m， 再 者 , 这 个 限制 完全 确定 了 =. 因为 如 果 有 上 了 一 
h + ih, 其 中 天 ,五 属 于 YRCX); 则 由 此 可 推出 pf) 一 oh) + 
ifi). EZ WR SC RCX) P) C R R RERA mm 满足 ， 对 XX 
的 每 个 紧 子 集 天 , 存在 ax > 0， 使 对 一 切 函数 f € AX RAK) ,有 
la (f) | < axll#| , 则 显 见 映射 
h + ifa mf) + ¿(f 

是 又 上 的 一 个 ( 揽 ) 测 度 ， 因 此 , 我 们 可 以 使 和 上 的 每 个 测度 等 同 
于 它 在 SC aX) 上 的 限制 ， 

设 e 是 X 上 的 《 复 ) 测 度 。 由 (13.1.2) 立即 得 到 ， 映射 1 一 
多 万 还 是 X 上 的 测度 称 为 & 的 共 辑 测 度 , 记 作 x 我们 有 E=; 
对 于 X 上 的 两 个 测度 4+， 与 任意 的 两 个 复数 a, b, 有 

al + Pa = al + Sa. 
更 一 般 地 ,对 每 个 函数 z € WW clX) 与 X 上 的 每 个 测度 z, 有 
gp=B- (3.1.5). 

和 上 的 测度 RAED, WR =e 这 等 价 于 对 每 个 函数 
FEX RCX), n (D 的 值 都 是 实 的 . 

这 样 ， 我 们 就 能 使 和 上 的 实测 度 所 成 的 集 等 同 于 实 向 量 空间 
A R(X) 上 的 线性 形式 所 成 的 一 个 向 量 空间 ; 以 MaCX) 记 这 个 
向 量 空间 .Lebesgue 测度 是 实 的 , 所 有 Dirac 测度 都 是 实 的 。 设 
《是 任意 的 复 测 度 , 则 测度 说 = (a + B) /2, p = (z — p)/2i R 
是 实 的 ;分 别 把 它们 称 为 的 实 部 与 虚 部 , 记 作 Rea 
个 函数 fe S£ KG), 有 
(132D CAA 一 EU), FDD = A EA 
且 由 定义 ,有 
(13.2.2) n= Eutin, p= a-is n, 


ee 


3, 正 测度 ,测度 的 绝对 值 


局 部 紧 空 间 X 上 的 测度 = 称 为 正 的 ， 如 果 对 每 个 非 负 承 娄 
TEX RX) uG) 2 0, 于 是 ,车 了 与 8 是 属于 H RCX) 的 两 
DARME IS z, WAO < 上 (8)。 由 于 每 个 函数 

FEH KG) 
HTSR I= r — f GKEL f(x) = G F (e) = (Gy 
《2.2))， 所 以 正 测度 必 是 实测 度 . 我 们 以 MKX) 表示 X 上 的 正 
WER. 

值得 注意 的 是 , 单 有 正 性 这 一 条 ,就 可 免 于 验证 定义 一 个 测度 
的 性 质 (13.1.2): 
(13.3.1) 设 # 是 实 向 量 空间 HRA) 上 的 线性 形式 ,使 对 每 个 
属于 A a) 的 非 负 函数 1， 有 aA 2 0, 则 < 是 ( 正 ) 测 度 。 

事实 上 ,为 验证 (13.1.2), 只 须 注意 , 存在 函数 g € WRA), 
它 取 值 于 [0, 1] 中 ， 且 在 天 上 等 于 1((3.18.2) 与 (4.5.2)), 因此 
对 每 个 函数 f € SC RA; R) 有 

O< < illa, 0 < r < ls, 


从 而 得 到 
EA REOM DE RON 
REA leI < W ee). 

正 测 度 的 概念 使 我 们 有 可 能 在 X 上 的 实测 度 构 成 的 向 最 空间 
MCX) 上 用 下 述 方式 定义 序 关系 : EME» 一 & 为 正 , 则 令 < 
v AFTARA p> 0 与 上 所 0 可 以 准 出 ,对 每 个 函数 1 Sr (X), 

E) = (f) — uf) = 0, 
从 而 上 一 0， 因此 这 样 就 确实 定义 了 一 个 序 关 系 (但 一 般 不 是 全 
B). 显然 ， 关 系 上 所 > 蕴涵 4 十 & < 1 十 ?对 一 切实 测度 1 成 
立 ; 且 对 任 一 非 负 纯 量 *, 有 an < ov (关于 这 个 序 关系 的 研究 , 参 
Ë (13.15))。 
(13.3.2) 设 # 是 XxX 上 的 ( 复 ) 测 度 ， 则 存在 六 上 的 最 小 正 测度 p, 


lže 


使 对 每 个 属于 clX) HER f, 有 |x| < o (111). 

对 每 个 正 测度 >”， 如 果 它 满足 : 对 一 切 医 数 je A(R), 
有 I<, MEHRA z20, l| <z G, A EEST 
YelX) 的 两 个 函数 ) 可 推出 e Sa < vCg)， 我 们 证 
明 , 存 在 正 测度 p, 使 对 每 个 属于 .9Y .RCX) 的 非 负 函数 户 有 
(13.3.2.1) e= sup , lea. 


tish x CX) 


由 此 正好 得 到 ? 满足 所 述 条 件 。 
首先 注意 到 ， 等 式 《13.3.2.1) 的 右边 是 一 个 有 限 数 ， 因 为 若 
K = Supp(DD; 则 Suppe) CK, HRH (13.1.2), 对 lel <f € 
le: < ak: lgll < ax : Ill. 
另 一 方面 , 显 见 对 任何 纯 量 a 22 0 # plaf) = al). REER, 
若 玉 与 为 是 属于 .CR(X) 的 两 个 非 负 函数 , 则 有 
(13.3.2.2) ptf + H) = plf) + oCh). 
对 每 个 e > 0, 存在 函数 g. EXA, ER lel < p, B. 
le] oD —s G= 1,2). 
以 绝对 值 等 于 1 的 复数 乘 go 我 们 可 以 假定 Ke) = jel) A 
而 有 
pg + ga) = lalg)| + leel 2 olf) + e(f) 一 28. 
EF |a tel < f, + h; eh + h) SoG) + eG) — 28, X. 
e 是 任意 的 ， 所 以 eG) +G) Seht. 另 一 方面 ， 设 
hE XCX), HRE Al < f + h. Q h EWTN: 在 
AOR Fh 0 
的 点 处 ， 万 等 于 好 :/ (十 h); 而 在 其 余 点 处 等 于 0G 一 1, 2). 
在 在 X 上 是 连续 的 ,因为 # (f, + h) 在 使 得 有 (x) 二 有 Cx) >> 0 的 
Ar 处 是 连续 的 ;另外 | 加 (x)f < |Cx)1 对 一 切 *eX 者 成立 ,这 
RE h EER A) 十 h(x) 一 0 的 点 x 处 是 连续 的 ,因为 在 这 些 
点 处 也 有 hx) = 0. 显然 | <h G 12), B = h + h 


ODI < e + |a) | < pl) + G). 
由 于 可 以 取 |0) 任意 地 接近 o(f, + h) 所 以 有 
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Ph + h) EG + h). 
这 就 完成 了 所 述 情形 下 (13.3.2.2) AEN. 
现在 把 e (QD) 的 定义 推广 到 任意 函数 f e RCX) 的 情形 。 对 
f 的 任何 分 解 一 了 一 P, BES, F ERT A RCX) 的 两 个 非 
HERRIE P (D) 一 p(f) 一 p(/ 六 这样 得 到 的 值 不 依 帧 于 所 
BHDR RAES = fik eho RMR 一 及 十 后 于 
是 由 (13.3.2.2) 有 PGD + GO 一 pb) + PG). ERRE 
XT, AR (13.3.2.2) 对 H R(X) PREA fo h ART ES: 
ERUJUS h =h- f h = h P Rpp pG = 1,2) 
是 属于 SR(X) 的 非 负 函 数 ， HT f + k= Gta E 
1), 故我 们 的 论断 由 上 面 的 定义 与 关于 非 负 函 数 的 (13.3.2.2) 得 
到 . 最 后 ,上 面 的 定义 表明 ,对 每 个 纯 量 “之 0 有 (aD — ae (D; 
而 对 = < 0, 有 
plaf) = olaf — af) = PÇ—af”) + olaf) 
= (aG) — paf) = D — Ie) 
= aef); 
因此 关系 plaf) = ae (f) 对 所 有 实 纯 量 4。 成立， 这 就 证 明了 。 是 
ARCX) 上 的 ( 实 ) 线 性 形式 , 从 而 由 (13.3.1), 它 是 一 个 正 测度 . 
证 毕 。 
以 lal 记 这 样 定 义 的 测度 p， 并 称 它 为 复 测度 p 的 绝对 值 . 
因而 按照 定义 ,对 fe SC c X), A 
(13.3.3) LS leid. 
显然 ,对 任 一 纯 量 a € C 15X LOEWE a 有 
(13.3.4) lap| = |a| lal. 
HE P E X E BS IE HI , N 
(13.3.5) la| = p 
事实 上 , 根据 (13.3.2.1), RANER, 对 一 切 函 数 fe SC c(X), 有 
leI SEAD. R FERT EC 使 得 睛 | = 1 R. 
la) = ¿(D = aG. 
F P ERRATE aG) 一 CG GD); IBN a 2 0 B. 
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RD < ifl 
所 以 
HaC EEN), < CF. 
若是 XX 上 的 任意 实测 度 ， 则 由 (13.3.3) 得 到 产科 lel W 
mE: 
(13.3.6) 和 上 的 每 个 实测 度 是 两 个 正 测度 的 差 ( 关 于 更 精确 的 结 
果 , 参 阅 (13.15))。 
若是 XxX 上 的 任 一 ( 复 ) 测 度 , 则 由 (13.3.3) 与 (13.3.2) 得 到 
(13.3.7) [xl lal (Zel < ial 
lal < |#x| + |.Zul. 
此 外 ,对 X 上 任意 两 个 测度 2, >, 根据 (13.3.2), 显然 有 
(13.3.8) . letel Slaf + irl. 


由 定义 (参看 (13.1.6) 立即 得 到 , 若 <: X — X' 是 一 个 同 胚 、 
则 对 和 上 的 任何 测度 ,有 
(13.3.9) lG | = xl), 


f = 


1) 设 x 是 局 部 紧 空间 ,是 空间 ECO 的 向 量子 空间 , p 是 # (X) 内 

的 凸 锥 ( 即 空间 #a(X) 的 一 个 子 集 ,满足 : BARI EP 与 gE 了 可 得 出 
f+g€P, 

且 对 一 切 *>0 有 fe P). 假定 对 每 个 函数 hE SF (X), FERME E, 使 

得 1 一 hEP。 

设 * 是 E 上 的 实 线 性 形式 ,使 得 关系 Fe ENP 蕴涵 6 (20, 设 h€ 
AX), QP, 是 使 得 一 了 EP 的 1EF 所 成 的 集 , PY 是 使 得 F — h€ P 的 
f€ E 所 成 的 入, 试 证 这 两 个 集 均 非 空 , HE e 是 (f) 25 1 € EAR 
a” E (I) XCF P OTAR We S a RARD BE e <e, mie 
推断 ,在 Ya(X7 的 于 空间 E, = E + Rh 上 ， 存 在 线性 形式 n, 它 是 “的 开 
FHERR EELNE aG) WE, HEREHERE EA 
aKu (h) Sa 为 使 这 种 延 大 是 唯一 的 ,必须 且 只 须 a” = e, 

2) BIRREA, PREE C) 上 的 实 值 函数 ， 注 足下 面 两 个 
条 件 : 1° PQ taeae) + ole); 2° 对 一 切 s>0, 有 plat) = ap; 因 


slige 


而 使 得 P(DD <o 的 je #xCX) 所 成 的 集 是 凸 锥 .此 外 还 假定 : 3” 对 一 切 
f€ a(X), H EILC) thle pL1) = 1。 试 证 。 在 这 些 条 件 
下 ， 在 X 上 存在 质量 为 1 的 正 测度 u, 使 对 一 切 函 数 f € # (X), 有 ODS 
P. 如 果 此 外 还 在 CCO 的 一 个 向 量子 空间 E 上 给 定 一 个 线性 形式 mm 
使 对 一 切 1EE， 都 有 OSG, MEE LERRA, EE 
是 线性 形式 «WER. CHB FxCX)》 中 的 一 个 可 数 全 子 集 (e) HR 
8 一 1。 利用 问题 1, 可 按 归纳 法 在 COCO 的 由 zxCm 之 0) 与 生成 的 子 空 
闻 G 上 给 出 一 个 线性 形式 "使 对 一 切 fE G, 有 ANN. H 
此 推断 。 可 以 连续 延 拓 为 X 上 的 一 个 测度 .) 为 使 测度 上 :是 唯一 的 ,必须 且 内 
须 对 一 切 函 数 jE E, 有 PC + Pp( 一 站 二 0, 


4 3 B Th th 


既然 Mc 是 Creo 的 子 空间 , 就 能 在 其 上 定义 弱 拓 扑 ， 
RA eX) 中 的 简单 收 伍 拓扑 《12.15)， 对 这 种 特殊 情形 ， 我 们 
称 它 为 Mc(X) 上 的 粗 疏 拓扑 ， 因而 , X 上 的 测度 序列 (a. W 
WATA eE, ENER E A), 序列 (ps 四) 在 CC 
内 收敛 于 pC). 
AIAD 设 Cpo) 是 X 上 的 测度 序列 ,使 对 每 个 函数 fe AA), 
序列 GD 在 C 内 有 极限 eG) B| f — e 是 X 上 的 测度 ， E 
是 序列 (wo) 的 粗 酬 极限。 车 mo 都 是 正 的 , 则 也 是 正 的 . 

事实 上 ， 我 们 已 经 注意 到 (13.1), H X 的 每 个 紧 子 集 K, 
H(X; K) 是 Banach 空间 , 且 m 在 A(X; K) 上 的 限制 是 该 空 
闻 上 的 连续 线性 形式 .因而 由 Banach-Steinhaus 定理 (12.16.5) 推 
IB, FE H(X; K) 上 的 限制 也 是 连续 的 所 以 是 X 上 的 测度 
CH mm 为 正 时 ,显然 上 是 正 的 )。 

由 (12.15) 得 知 ,MecCX) 的 子 集 妃 是 粗 琉 有 界 的 〈 在 不 致 下 
起 混淆 时 ,简称 为 有 界 的 ,如果 对 每 个 函数 fe HR), 有 
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粗 蓝 收敛 的 序列 必 是 粗 世 有 界 的 ， 
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(13.4.2) 设 只 是 M (X) 的 有 界 子 集 , 则 

G) 对 XX 的 每 个 紧 子 集 玉 , FER cx > 0, 使 对 每 个 测度 z € 

日 与 每 个 函数 6 CX; K), 有 
lel < <xlltl 
《因而 由 (13.3.2.1), Æ lal D < elfi. 

G) HE MelX) 内 的 粗 朴 财 包 关于 粗 疏 拓扑 是 紧 可 度量 化 
空间 . 

AFG), 由 Banach-Steinhaus 定理 (12.16.4) 可 以 直接 得 出 结 
i. 

关于 GD, 设 (U) 是 XX 内 的 相对 紧 开 集 序 列 , pk X BJ W 
É, LA U,CU, (3.18.3)， 由 于 和 的 每 个 紧 子 党 玉 包 含 在 某 个 
U, 内 (3.16), 所 以 每 个 空间 A(X; K) 等 同 于 某 个 Banach 空 
AEU) 的 一 个 闭 于 空间 ,因而 等 同 于 ACX; D.) 的 一 个 闭 于 
空间 。 然 而 我 们 知道 (7.4.4) ET) 是 可 分 的 ,从 而 (CX; U.) 
是 可 分 的 (3.10.9)。 设 (fmr)m>t 是 9 (Xx; 5,) 中 的 处 处 稠密 序 
列 、 为 证 明 瑟 是 可 度量 化 的 ， 只 须 证 明太 上 的 粗 琴 拓 扑 由 伪 虐 离 
limas 5 一 上 7| 组 成 的 族 所 定义 (12.4.6)。 这 表示 若 LUSIS 
p) 是 属于 OC c (X) 的 函数 , pw 是 号 的 元 , 而 r 是 大 于 零 的 数 , 则 
存在 有 限 个 函数 fm (1 < k< 2, 使 关系 z€ H, Kima # — 
w| <r/2 Q SASDA Kes jp 一 po)| <r (1 <i < m. 
由 于 8 属于 同一 个 空间 S (X; U,), 再 根据 @ 与 (12.15.7.1)， 
EHE SX; U) 上 的 限制 所 成 的 集 是 等 度 连 续 的 , 故 所 述 论 
断 由 《12.15.7) 得 到 。 

剩 下 要 证 明 ( 与 (12.15.7) 相同 的 推理 )， 当 磊 通 过 映射 z — 
Kim eD 等 同 于 它 在 积 空间 CN 内 的 象 工时 , L. 在 CY 内 
是 闭 的 。 事实 上 ， 设 Ga) 是 互 的 点 的 一 个 序列 ， 使 得 每 个 序列 
Climas r) 都 政 敛 ， 则 由 【〔12.15.7) 得 到 , 在 每 个 or (X; Un) 
上 ， 上 和 的 限制 收 贫 于 一 个 连续 线性 形式 , 从 而 序列 《wa) Wi Sk 
于 及 上 的 一 个 测度 ， 证 毕 . 

以 后 (13.20) 我 们 将 看 到 ，《13.4.2) 中 的 条 件 G) 还 可 写 为 : 
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对 每 个 测度 a EH, 有 || (K) < cx。 

注意 (13.4.2(i))》 ANA (13.4.1), 后 者 是 前 者 的 特殊 情形 . 

特别 有 : 
(13.4.3) 设 » 是 X* 上 的 正 测度 ， 则 使 得 lel < ”的 复 测度 = 所 
成 的 集 关于 扯 醇 拓扑 是 可 度量 化 的 与 紧 的 。 

事实 上 ， 显 见 这 个 集 在 McA) 为 关于 粗 悍 拓扑 是 有 界 的 与 
闭 的 。 

注意 ,测度 的 有 界 集 不 一 定 满足 (13.4.3) 的 假设 . 
(13.4.4) 设 Cun) 是 X 上 实测 度 的 递增 序列 ,是 对 属于 A R(X) 
BEDEREN fs 序列 aG) 在 民 内 是 土 有 界 的 , 则 序列 (ps) 
在 Mx(X) 内 有 炉 醇 极限 ,此 极限 也 是 该 序列 关于 M R(X) 的 序 关 
系 的 上 确 界 ， 

只 须 注意 ,对 属于 .SY R(X) ENEE fo 序列 (pC)》 
在 吓 内 是 递增 且 有 界 的 , 因而 (4.2.1) 在 民 内 有 极限 aG), 此 极 
RET supa Q). 由 于 属于 Ac 的 每 个 孤 数 是 属于 


ARX) 的 四 个 非 负 函 数 的 线性 组 合 ， 故 序列 Cn) MBK QK 
(13.4.1), 而 且 由 MRCX) 内 序 关系 的 定义 , 显 见 # 是 序列 (po) 的 
LRR. i 

(13.45) 设 以 X 上 的 正 测度 m 为 通 项 的 级 数 满足 对 属于 
A RO 的 每 个 非 负 承 数 f, 以 as (P) S 0 为 通 项 的 级 数 在 R 内 
收敛 , 则 以 ps 为 通 项 的 级 数 在 MRCX) KARKA, LEA 一 
Plus 满足 : 对 每 个 函数 je A RCX), 有 aG) = > 人. 


只 须 对 所 述 级 数 的 部 分 和 应 用 (13.4.4) BET, 
ja) 题 


1) BA E R ERY) Lebesgue WE, H FE AER, 一 ]0, +co[ 上 的 限制 ， 
£ Rt 上 的 函数 i/r, WEWE z n 不 能 延 拓 为 只 上 的 调度 (参阅 
(17.9)). 

2) 在 实 直线 E, Dirac 测度 es (在 点 +* 处 的 单位 质量 ) 组 成 的 序列 
Wao. 在 %%cCR) 中 给 出 序列 (1,) 的 例子 。 使 它 在 Fréchet 空间 


-Ie 


# CR) 《12.14.6) 中 收 化 于 0, 但 序列 (Ch 加 >) 收敛 于 L 

3) 设 X 是 紧 空 间 ， 

a) 试 证 ， 若 (1) 是 属于 Banach 空间 PeX) 的 函数 的 趋 于 0 的 序列 ， 
G) 是 并 上 的 测度 的 粗 蔓 趋 于 0 的 序列 ， 则 序列 Cees fo) AF o CRA 
(13.4.2)), 

b) PEETRE. RIE WR rE MCX) 内 0 关于 租 蔬 拓扑 的 储 
Ro 它 由 有 限 个 不 等 式 Ke LSI Gisa) 所 定义 , 则 对 于 每 个 不 是 fi 
QSicm) 的 线性 组 合 的 函数 f€ % CX), FE p€ V, 使 得 1 Ku, Dl 可 以 任 
总 大 (参阅 12.15 问题 1)、 由 此 推断 ， eCX) X MCX) F) C RA (p, 1 )—> 
《ps 放 不 是 连续 的 由 这 一 点 与 9 推断， 空间 MCX) 关于 粗 斑 拓扑 不 是 可 度 
量化 的 ， 

4) 设 X 是 紧 空 间 ， 试 证 扔 醇 拓 扩 在 MOCO 上 的 诱导 拓扑 是 可 分 的 ,可 
度量 化 的 与 局 部 紧 的 (注意 ， 对 每 个 点 加 EM4(X), 在 MCX) 内 存在 po 关于 
狙 豆 拓扑 的 邻 域 , 使 得 YNM4CX) 有 界 )。 由 此 推断 eCX》XM4ACX) 到 忆 
的 映射 (u, PSE, P 是 连续 的 。 

进而 推断 , 若 X 是 局 部 紧 空 间 ， 但 不 是 紧 空 间 ， 则 MCX) RTE 
的 诱导 拓扑 还 是 可 度量 化 的 ,但 不 再 是 可 分 的 。 

5) a) 设 X 是 局 部 紧 空 间 。 试 证 ， 若 (gr) 是 属于 Fréchet 空间 EX) 
的 函数 的 趋 于 0 的 序列 ，(4) Æx ARBEDE RAT 0 的 序列 、 则 序列 
(z, ° Pa) BRET 0, 

b) 试 证 ， 当 赋予 MAX) REIR BHAI, M.CGX)x q (X) 到 
MCX) 的 睦 射 《k，,8)>g。k 是 连续 的 。 

o) BDE x RIK sI B PIR. RISET MCX) 相配 拓扑 时 ， 

M(X) x EX) 
到 MCX) 的 映射 (PP 8 7 一 8 “不 是 连续 的 (推理 类 似 于 问题 3b)。 

6) Wx Æ RRIKA [0, 1]. 

a) Gin 是 测度 s — sa. 试 证 序列 (H) ARAF o, AEFI el) 
B F 2. 

b) 设 4 是 X 上 的 Lebesgue WBE, gar) = sians, RIE, H n— + oo hF, 
正 测度 ps = (1 一 &)。 和 所 成 的 序列 粗 醇 收 做 于 4, BAFE MCX) 上 的 
范 数 (5.7.1) 所 定义 的 拓扑 , 它 不 收敛 于 4. 

7) 设 xX 是 紧 空 间 ，r 足 xX 上 的 质量 为 1 的 正 测度 。 xX 中 的 点 列 《xs) 称 
为 关于 上 是 等 度 分 配 的、 如 果 测 度 〈《1/") (e, + … 十 sex) 的 序列 粗 配 收敛 
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于 k。 为 使 (+o) 关 于 4 EREDE TEAD Ë OD 是 Cx) 中 的 全 
序列 (5.4), 则 对 每 个 2, EFI (ONOG + =: + DD KT 


Í h du. 


RBR X me [9, 1] 13 x, = n8 一 [8] 的 情形 (读者 记得 , [本 是 实数 :的 
ERBA RIE, A 9 是 元 理 数 , 则 序列 (x,) 关于 Lebesgue 测度 是 等 度 分 配 
的 Behl 定理 X 利 用 Ar) = e*it= 所 组 成 的 序列 

8) 设 Y，Y 是 两 个 局 部 紧 空 间 ，x: X—Y 是 正常 连续 映射 (12.7 问题 
2)， 此 时 ,对 每 个 函数 gE YCY), A gnre 汪 (X)。， 没 上 是 Xx 上 的 测度 ， 则 
Y 上 的 测度 seor) WA X LAWR A TE x FAUR EHE nC). MOY) 到 
MCY) 的 映射 elu) ERENER, 

假定 x 是 紧 的 ,是 x 到 自身 的 连续 映射 的 一 个 集 , 集中 任何 一 对 映射 
都 可 以 互相 交换 . AT 是 M(X) 到 自身 的 形 如 e->(l/n) (二 e) + = 
+ eQ) 的 线性 器 射 的 集 , 这 里 ac r, n 是 任意 正 整数 ; “是 的 ( 任 
意 ) 有 限 个 元 的 合成 组 成 的 集 。 着 x 是 Xx 上 总 质量 为 ! 的 正 测度 所 成 的 粗 瑟 
EOR — Deer”, A KEK, RIEM «pg T” kh, K) 在 天 
EERST HER RERBA IH HEB RER I 是 非 空 的 ， 最 
后 , 试 证 每 个 测度 上 ET 在 工 下 是 不 变 的 ,换言之 ,对 一 切 asET; 有 u) = H 
《注意 ,按照 定义 ,对 每 个 整数 ,存在 测度 "E K, 使 得 

p = (1/n)(v + eCo) + + w), 

然后 计算 ix(4) 一 由) 《Wapros-~ 角 谷 静 夫 定理 )， Sm E 2 Paw, 
该 交换 群 通过 平移 作用 于 自身 (参阅 (14.1)). 

9) 对 定义 于 了 = [0, 1] 上 的 任何 实 值 函数 f, 称 多 项 式 

id p-a f? 
Ba,C) = Zya -yy (2) 


Fo 


为 1 的 第 + 个 Bepgnmeiu 多 项 式 . 

a) FEI F f20, 则 在 1 上 有 Bs, 之 0, B gr 等 于 常数 1， 由 此 推断 、 
E 8 内 * 有 BaS 

b) 对 昨 归 纳 法 证 明 , 若 令 i) = #, 则 有 
C) Br) = eu, + Ps. (2) 
H arg ae (1 =- (Ck — D/n))2 1,03 dora = 150 Pra ERERAF k — 1 
的 多 项 式 ,其 系数 的 绝对 值 不 大 于 Ca/*, 其 中 Ci 是 不 依赖 于 ”的 常数 .〈 对 
公式 (C) 关于 + 求 导 , 然 后 苹 以 上 ) 
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c) 由 日 推出 weieettrass 定理 :对 每 个 连续 函数 € P0), 序列 《By ) 
在 了 上 一 致 收效 于 

10) 设 X 是 可 上 臣 离 化 紧 空 间 ，(js)o。， 足 x 上 的 连续 揽 信函 数 的 序列 ， 
《cao 是 复数 序列 ， 

a) 为 存在 X LDW o, 使 对 一 切 = 有 M) = o 必须 且 只 须 存在 
正 数 4, 使 对 每 个 复数 有 限 序 列 《 和 4)rerers 有 
| Sia > al. 


= = 
《利用 Hehn—Banach 定理 .》 
b) 假定 n OU 3908 B. a 是 实数 ， 而 如 = L, 则 为 存在 X 上 的 正 测度 
t, 使 对 一 切 # 有 HOn) = ce 必须 县 只 须 对 于 每 个 使 得 
> Ahy 


kao 


<4| 


在 X* 上 成 立 的 实数 有 限 序列 CU)oercs， 有 > Aro (ER 13.3 A Bi 22. 
£ 


11) 在 第 10 题 中 , 取 xX = [0.1], ACF) = P C“ausdorts 元 问题 ">)， 对 
每 个 纯 量 序列 (co)， 令 
ce = —1) 
< È 1y (F Jen 
a) RE, DEX HAMWE /使 对 一 切 * 有 HO) = < 必须 目 只 
须 存在 正 数 4， 0n 有 


Se 
A", N 
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《注意 A 应 当 是 上 对 多 项 式 O 一 D Bring; 注意 对 每 个 实 多 项 式 P, 
存在 常数 ce， 使 对 一 切 "。 有 Bap — cs /n&P<B,,, + cfa， 并 利用 问题 
9b).) 

b) 为 存在 X 上 的 正 测度 ,使 对 一 切 * 有 RO) = 必须 且 只 须 对 
一 切 >0 与 ">0, 有 A*- 之 0( 证 法 相同 ). 

12) 设 X ERZ. WEE MOO 内 ,具有 有 限 支 集 且 总 质 晤 为 1 的 正 
测度 组 成 的 集 在 总 质量 为 1 的 正 测度 组 成 的 集 P 内 关于 并 世 拓扑 是 稠密 的 . 
GRU E LEP 关于 粗 巩 拓扑 的 一 个 邻 域 ， 它 出 这 样 的 测度 "ez 所 组 成 : 对 
PERN EE 有 e) 一 v1,)| <5。 考虑 单位 连续 分 解 C) 25 x 的 
An 使 得 
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I) 一 > Hapee) <5 
对 一 切 R.) 
13) iQ x ÆR ERKE [0,1]. RIE H = BGR X hf, Dirac WIRE e. 所 
RS x X FALWERITE AGED ME MAX) 内 、Lebesgue WER TERDEE 
BE. H Fi 2 4 tr. 


5. 关于 正 测度 的 上 积分 与 下 积分 


在 (13.5) 到 (13.14) 各 节 中 (包括 问题 在 内 ) e 表示 局 部 紧 
空间 X 上 的 正 测度 . 

我 们 将 在 (13,7.3) 中 指出 ， 可 以 把 上 从 Or RCX) IERA RR* 
的 向 量子 空间 LRA, A 上 (这 个 子 空 间 依 赖 于 o 包含 

K RX)» 
而 且 一 般 与 A aG 不 同 )， 使 得 这 个 延 拓 (仍然 把 它 记 作 px) 是 
和 (Xp) 上 的 正 线性 形式 ( 序 对 属于 该 空间 的 一 切 非 负 函数 , 它 

所 取 的 慎 都 是 非 负 的 )， 并 且 具 有 这 样 的 基本 性 质 对 于 递增 序 
列 ,4 与 极限 竺 号 可 以 互相 交换 ,就 是 说 ， 设 G) 是 属于 LRA 
D 的 函数 的 递增 序列 , 且 它 的 上 包 络 (12.7.5) f PRF sek(x, 
向 ， 则 imul) = uA). 


AIRIA 是 在 R 内 取 值 且 满 足下 述 条 件 的 函数 二 
组 成 的 集 ; 上 在 X 内 下 半 连 续 , 并 且 由 属于 H RCX) 的 某 个 函数 
作为 它 的 下 界 ( 这 蕴涵 对 一 切 z EX 有 f(x) > 一 co; 但 在 X 的 某 
些 点 处 完全 可 以 有 f(x) 一 +o, 事实 上 恒 等 于 十 oo 的 常 值 函数 
RTA) 在 X 内 下 半 连 续 的 非 负 函 数 f RFI. 对 每 个 函数 
FE.Z， 令 
(13.5.1) HD sup alg). 


BE gE ROO 
CEKER +o, DRR SEH RX), WAO aG: E #, 
ERT B. f< g, Nat < pO; RA PER a> 
0, 34 f€.Z R plaf) = ap). 
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(13.5.2) 设 G) 是 属于 Z 的 函数 组 成 的 递增 序列 , 令 
f = supfas 


ERFA 《12.7.6)。 这 时 ,有 
《13.5.2.1) = supa” (fa) 一 lm p* (fa), 

首先 假定 je SF (X), 且 对 一 切 r, f, € XRX) 显然 所 
有 的 支 集 包 售 在 同一 个 紧 集 KK = Sup Usup) 之 内 ， 根 
据 Dini 定理 (7.22), 序列 G) 在 关上 一 致 收 黎 于 # 于 是 关系 
A (13.5.21) H PE OC (X; K) 上 的 限制 是 Banach 空间 OF (X; 
K) 上 的 连续 线性 形式 这 一 事实 得 到 。 

现在 转 到 一 般 情 形 ， 显然 对 一 切 > 有 pG < #*(D, AN 
只 须 证 明 , 对 每 个 使 得 « 魏 了 的 函数 z € A A, 有 

pr CU) < sup p* (fa). 

而 由 (12.7.8) 得 知 ,对 每 个 函数 j, 存 在 属于 A RCX) 的 函数 的 弟 
增 序列 (gmn)m>， E fa = SUP Emn, 我 们 有 = SUPE > 因而 也 


# 一 sup 5 其 中 4, 一 papere 显然 函数 加 BETA RA) 
并 且 构成 递增 序列 、 由 于 “ < f, 我 们 有 一 sup(infCus ha)), PE 


列 (infw, hs)) 是 递增 的 , 且 由 属于 9 RCX) 的 函数 组 成 。 由 于 
uE HRC), 所 以 上 述 推理 的 第 一 部 分 表明 


#*G) = supu” Cinflu, Aa). ` 


然而 由 于 如 S fos I ， 

(Ginf(ey 10) < Ca) 
因而 at (a) < upa” (fo). 
证 毕 


注意 ， 由 于 属于 Z 的 函数 不 会 取 值 一 %, 所 以 这 样 的 荫 个 
函数 的 和 h + h 在 XX 的 每 个 点 处 有 定义 ， 且 有 h+hES 
(12.7.5), . 

《13.5.3) 对 属于 A WENER fs h. H u G + h) = Gt 
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nt (f). 
事实 上 ,我 们 可 以 写 万 ~ imge f= imin 这 里 (g) 5 
An) 是 属于 A RCX) 的 函数 的 两 个 递增 序列 (12.7.8), 于 是 
h + h = Em(g + ha) (4.18), 


由 于 ulen + í) = ulg) 十 pp)， 所 述 结论 由 《13.5.2) 与 
(4.1.8) 得 到 。 

设 G,) 是 各 项 均 为 非 负 实数 或 +0 的 任 一 序列 ， 由 于 它 的 
部 分 和 一 大 十 … 十 1s 有 定义 《4.1,8) 且 形 成 递增 序列 ， 故 这 


个 序列 在 R KARIR (4.2.1), 仍 以 > 姑 记 这 个 极限 ， 并 称 为 以 
+ 为 通 项 的 级 数 的 各 . 于 是 对 每 个 吕 于 z 的 非 负 函 数 的 序列 
a) ER r> 5 fo(x) 有 定义 ， 把 这 个 函数 记 作 Xu. 它 也 


s= 


属于 Z (12.7.6)， 把 定理 (13.5.2) 应 用 于 部 分 和 
Dh 


组 成 的 序列 , 且 把 定理 (13.5.3) 应 用 于 这 个 序列 的 每 一 项 ,就 得 到 
下 面 的 推论 : 
(13.54) 设 Q), 是 属于 Z 的 非 负 函数 序列 , 则 有 
s (> f) -5 i). 
= = 

NERE E R WEAH FERRIES, EE 
h 至 少 等 于 +o 的 常 值 函数 就 是 这 样 的 一 个 蜀 数 。 令 
(13.5.5) AD 一 inf eG), 


halhes 


且 把 这 个 数 称 为 了 关于 测度 上 的 上 积分 . 

显然 ， 若 je. 红 ， 则 这 个 定义 与 前 面 的 定义 根 符 . 在 这 里 ， 
a 的 值 可 以 是 R SED. 关系 式 <s 纺 涵 "(D < 
EE 且 对 任何 纯 量 。 > 0, 有 


sie 


w Caf) = ax 用 
(13.5.6) WRX ZI R ARAOR + h EX KENAR 
AEX B aG) > — w, a) > —oo, Wl 
K + SAG + G). 
事实 上 ， 对 住 何 a > pG) 与 > KG # Z 中 存在 hh， 
hs ER S<, h<, E PD <a, ua) <> 根据 
《13.5.3)， 由 此 得 到 到 + h 2 h + h S "Gi + h) Sa +b, F 
是 所 述 结论 得 证 ， 
(83.5.7) ik Go) Ex BI R 的 映射 的 任 一 递增 序列 ， 且 当 闻 充分 
KEA a*a) > 一 co， 则 
#*Gup fç) = sup 所 人) = lim et Cfa). 

不 等 式 p*Csup fa) > sup a (n) 是 显然 的 .现在 来 证 明 相反 的 
RSR. ARTAB supa" Ga) < 十 oo 的 情形 ， 否 则 结论 是 显 
然 的、 于 是 根据 假定 ,可 设 sspx*(j,) 与 所 有 uG) 都 有 限 ， 下 


面 证 明 ， 对 每 个 。 > 0, 存在 属于 S 的 函数 的 递增 序列 (g,), 使 
对 每 个 n, B fa < g,, HE at (g,) < uG) 十 es， 此 时 ， 如 果 令 
F= sapfa E = supg,, RA LES, iSe BRR A352), 有 
nt (g) = supa (8a) < supat Ga) + s, 最 后 有 
HD < KCE) < supa" a) + s, 
由 于 e 是 任意 的 ,证 明 得 以 完成 . 
,由 定义 ,对 每 个 x, 存在 ie S o E fa 所 hs 并且 
GD < A) < pF) + 2 "8 
< g, = sup(À Aas ts Ando MJ g, EF I (127.5); 显 见 序列 
G) 是 递增 的 且 +, < gm。 我 们 对 >” 用 归纳 法 来 证 明 不 等 式 
(13.5.7.1) nG) Stlf) + e (N 一 z). 
成 立 , Hn == 1 时 ,由 定义 这 是 显然 的 ， 假 定 不 等 式 《13.5.7.1) 为 
Ho EBF] gr = sup. ga) fs < nf... go); 由 于 函数 
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hun 与 8 不 取信 一 co， 故 
sup(À,,i> Ba) + infChsti> Ba) = Aasi H Ens 
因而 根据 (13.5.3) 以 及 数 ate) 与 aad 都 有 限 这 一 事实 ， 
并 根据 归纳 法 假设 (13.5.7.1), 就 有 
nt Enn) = a° (En) 十 phat) — pr Cinf ha tasg) 
< 好 (go 十 phan) — pr (fs) 


<h) + -E + ef 一 1) 


gri 


x -i 
- G) + (t = ZS). 
Ete, 
注意 ， 对 于 由 函数 组 成 的 北城 序列 G) 即使 所 有 数 ua) 
都 有 限 ,也 不 一 定 有 pr inff) — intan.) (13.8 FIE 13), 


(13.5.8) 对 任何 非 负 卫 数 序列 G.) ,有 
z. (> h) < PON 
EXEL NENERMN, H (135.6) EA 
a (È 加] < È d 


N 
然后 只 须 对 部 分 和 D f, 组 成 的 递增 序列 应 用 《13.5.7) 即 得 所 需 
= 
对 XX 到 目的 映射 的 尾 一 序列 (f,), 映射 
r— lim-inf f.) 《对 应 地 z — lim sup hl) 


在 六 的 每 个 点 处 有 定义 , 记 为 tim int f, CEEE, ims0p fa). 


{13.5.9) (Fatou 引 理 ) 对 于 非 负 函 数 的 任 一 序列 (f,), EA 
Aim inf fn) < lim inf p* (fa). 


事实 上 ,对 每 个 之 1, 令 go 一 jaf(fotr)， 显然 有 p82) < 
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mE BE E. z, 22 9， 由 于 序列 e) 递增 是 有 
iminf fa — sup gu? 


故 由 《13.5.7) 得 到 
u” Ciminf fa) =sup zt (g) < supCinf pe* Onts)) 
= liminf g*a), 

YXA R WERA h 令 a 一 — CD 这 个 数 称 为 
了 关于 测度 # 的 下 积分 。 上面 证 明 的 关于 上 积分 的 一 切 性 质 都 
可 直接 转述 为 下 积分 的 性 质 . 特别 是 ， 如 果 令 一 :多 一 9 (或 
SGD) IX SZ 是 满足 下 述 条 件 的 唤 数 了 所 成 的 集 : f #E x IÑ 
EPER, HURT .%rR(X) 的 某 个 函数 作为 它 的 上 界 ( 这 列 洒 它 
PeR). EERIE SZ, A (f — inf eCe)» 


Eee 
并 且 对 X 到 屁 的 任 一 映射 ,有 me 人 有 = up | (QD. 
(13.5.10) 对 X 到 屁 的 任 一 映射 f， 有 s GQ) < z*(D. 

根据 定义 ,只 须 证 明 , 若 we 9 ，,vE5 且 ww < e, RE 

ux (a) < nt (z). 

由 于 一 xx6 Z, & > — u —= z + (u) fEx EA E x, CRF 
且 为 非 负 ,内 而 根据 (13.5.3) 有 

OS — u) = p*(v + (—:)) 

一 G) + p“ (=u) = p(o) — < (a), 


REO) (相应 地 ,uv(D) ,我 们 党 把 它 写 为 | fk 或 


N 


. 
人 oa 


CARTEIRO) 

对 X 的 尾 一 子 集 4， 令 pr(4) = plpa) opts(4) = pa(ph)S 
并 称 这 两 个 非 负 数 (可 能 等 于 十 %) 为 4 的 外 测度 与 内 测度 . 
(13.5.11) Ø. 1 Æ R ER Lebesgue 测度 ,1 一 14,6[ È R H 
一 个 开 区 间 ， 我 们 证 明 a") = b — a (4 b = +cog a = — o 
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时 , 它 等 于 十 oo), 事实 上 , HF a< ' < < b, 存在 民 到 
[0, 1] 的 连续 映射 J, 其 支 集 包含 在 [ae，4] 内 , 且 f 在 [a，6] 上 
等 于 1(45.2)， 我 们 有 “f(a: >r d. RZ 8844848 
0 < z< g RR e € ARR), 有 

[roa Sb as 


从 而 得 知 1*(7) — 5 — a, 
现在 设 U 是 尺 内 的 任 一 开 集 ,如 的 连通 分 支 (3.19) 是 开 区 间 
《C3.19.1) 与 (3.19.5))。 吕 的 所 有 连通 分 支 形成 一 个 至 多 可 数 的 集 
(1D， 因 为 每 个 连通 分 支 含有 可 数 集 Q 的 一 个 点 ， 且 这 些 连通 分 
文 两 两 不 相交 .于 是 ， 令 4 一 Joe AD HA pu 一 D op AT 


(C12.7.4) 与 (135,4))》 
13.5.111) U) = D G, — aD, 
i k 


6. TARER STI an AE 


XER WRN fA CETME z 00) 可 忽略 函数 或 请 可 忽 
BRR, 如 果 aD 一 0。 显然 , 这 时 对 R ARER a 0, af 
METER LE |z] < |f|, WJ z 也 是 可 忽 栈 的 。 


G.J) 设 G) 是 非 负 可 忽略 函数 序列 , 则 > fn ETAR. 


这 可 从 (13.5.8) 直接 得 到 . - 

XX 的 子 集 N 称 为 《关于 # 的 ) 可 忽略 舍 或 n 可 忽略 集 ， 如 果 
特征 函数 (12.7)9w 关于 # 是 可 忽 覆 的 ,显然 可 忽略 集 的 任 -一 子 集 
是 可 忽 路 的 ， 

(13.6.2) 可 和 级 路 集 的 可 数 并 是 可 忽 咯 的 。 
事实 上 , 设 (NO 是 可 忽略 集 序列 ,N 一 u Ni RITE 


Pu = supa, < D ene 
£ 
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再 由 《13.6.1) 即 得 所 需 的 结论 . 

例如 ,对 于 Lebesgue 测度 1, R 的 单 点 集 (y 是 可 忽略 的 。 事 
KE, HEN e> 0, FERREX RR), CHEFO, 1] 内 ， 
在 点 上 处 等 于 1 ， 而 在 区 间 Ir 一 se, : + ej 的 余 集 上 等 于 0， 这 
FE, 28 (oa) < na 有 < 28。 因 而 ,由 (13.6.2), R 内 的 任 汪 可 数 集 
《特别 是 有 理 数 集 Q) 关于 Lebesgue 测度 是 可 忽略 的 。 

我 们 还 能 给 出 关于 Lebesgue 测度 为 可 忽略 的 不 可 数 集 的 例 
子 (13.8 问题 4). 

称 一 个 性 质 PCx) 在 X 肉 (关于 p) 几乎 处 处 成 立 ， 如 果 使 得 
PG) 为 真 的 点 的 集 的 余 集 是 可 忽 政 的 。 
(13.6.3) 为 使 X 到 中 的 映射 了 是 可 忽 路 的 ， 必 须 上 且 只 须 它 几乎 
处 处 取 值 零 . 

设 六 是 使 得 |f(*)| > 0 的 点 >*eX 的 集 , 我 们 有 


"pw sup nl 用 和 supngn, 


因而 由 (13.5.7) 即 得 所 需 的 结论 ， 
(13.6.4) 设 X 到 R 的 映射 了 满足 (D < 十 co 《相应 地 ， 
m G) > 一 09)， 则 几乎 处 处 有 fx) < + co 《相应 地 fx) > 
一 co)， . u 
只 须 证 明 关于 上 积分 的 论断 。 由 假定 ， 存 在 函数 he Z, 使 
BILAR p*(h) < 十 co。 因而 可 以 限于 fe Z 的 情形 。 又 由 
于 此 时 存在 函数 ee SC (X), 使 得 f 一 a >> 0, 因而 还 可 以 候 设 
120. WERN EE e) 一 + oo B) x € X 所 成 的 集 ， 对 任何 正 
整数 wz, 有 sqa S< f, 其 而 wp*(qw) SaO, TERRIER 
p* (gs) = 0, ` 

在 X 到 集 E 的 映射 之 间 , 关 系 “f(x) 一 gG) EX ALFE 
成 立 * 是 一 个 等 价 关系 ， 央 为 两 个 可 忽 政 入 的 并 是 可 忽 政 集 ,.“ 这 
时 , 我 们 称 1 5 z CEF 0) 是 等 价 的 或 4 等 价 的 ， 旦 把 X 到 互 的 
映射 了 的 等 价 类 记 作 关 ， 设 f 是 X 的 地 集 4 到 的 一 个 映射 ， 车 
X 一 4 是 可 忽略 党 我 们 (在 用 语 随便 时 ) 就 称 f EX 上 几乎 处 处 

. 132. 


有 定义 ;也 称 定义 于 X 上 且 成 为 了 的 延 拓 的 任 一 函数 的 等 价 类 (更 
然 这 个 类 只 依赖 于 力 Æ FRENA JHE Bi z 是 两 个 几 
平 处 处 有 定义 的 函数 , 如 果 ?一 z, 我 们 称 f 与 了 是 等 价 的 ; 这 意 
味 着 使 } 与 & 都 有 定义 且 使 f(x) 一 gG) 的 点 x€ X 的 集 是 某 个 
可 忽略 集 的 余 集 。 
(13.6.5) i fog EX BR RASER N a 一 a). 
BN EIES) sg(z) 的 xE 交 构成 的 可 忽略 集 。 由 于 函数 
Pb g 与 splf, g) 在 X-N 上 相等 ， 政 我 们 可 以 限于 考虑 f < g 的 
情形 。 设 大 是 在 入 的 每 个 点 处 等 于 十 oo 而 在 其 他 点 处 等 于 0 的 
可 忽略 函数 ,对 每 个 使 得 委 ” 的 函数 r e .和 ,少数 " + h EX E 
有 定义 且 有 8 < z + h, 从 而 根据 (13.5.6), 由 于 aC) > 一 co， 
有 


BE) Ep + h) < ulo) + PQ) — aO. 

由 "(D 的 定义 , 便 得 到 at (z) < z* (f), 因而 z* (e) 一 人. 

若 f 是 艺 到 素 的 映射 ， 它 在 不 上 几乎 处 处 有 定义 且 有 限 , 则 
它 等 价 于 在 区 上 有 定义 是 有 限 的 一 个 函数 .着 f, g EEX ELP 
处 处 有 定义 的 两 个 肌 射 ,它们 到 值 于 更 中 且 几 乎 处 处 有 限 , 则 /十 
g 与 如 也 具有 同样 性 质 , 且 这 两 个 函数 的 等 价 类 只 依赖 于 f 与 g， 
我 们 把 这 两 个 等 价 类 分 别 记 作 了 十 名 与 共 ， 

E Xe < gCx) 几乎 处 处 成 立 ， 则 对 任何 等 价 于 《相应 地 ， 
g) 的 函数 及 (相应 地 p), h) < gG) 也 几乎 处 处 成 立 。 这 时 
也 写 为 二 š, 从 而 就 在 X 到 R 的 映射 关于 产 的 等 价 类 所 成 的 集 
上 定义 了 一 个 序 关系 。 


7 可 积 图 数 与 可 积 集 


我 们 已 经 看 到 (13.5.10), 对 X F R HEH j 有 
W & pr . 
Ea 与 t SAREE, ME IRF O) 是 可 积 函 数 或 
# 可 积 函 数 ; 而 这 个 相同 的 值 称 为 了 关于 p 的 积分 , 记 作 aG), 或 
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人 内 ,或 | ae, Be AOAC), BRENER fE H RCX) 是 


可 积 的 ,而 且 它 的 积分 正 是 在 1 处 的 值 ,这 说 明 上 面 的 记号 是 合 
理 的 。 
于 是 ,可 积 函数 是 几乎 处 处 有 限 的 (13.6.4)。 然 而 有 界 函 数 却 
不 一 定 是 可 积 的 , 例如 R 上 不 等 于 0 的 党 值 函 数 , 或 连续 函数 1/ 
G + fal) (关于 Lebesgue 测度 ) 就 不 是 可 积 的 (参阅 (13.20)). 

基于 (13.5) 的 定义 ,上 面 的 定义 转化 为 下 述 准则 : 
(13.7.1) 为 使 X 到 下 的 映射 + 可 积 ,必须 且 只 须 对 每 个 :之 
0, 存在 函数 ge SZ 与 46 .8 ,使 得 g < <, R. 

Ar 人 一 me) < e 

(或 由 (13.5.3), 这 等 价 于 pg*(h 一 g) < e). 

Gi) # f 可 积 , 则 存在 属于 .9 的 函数 的 递 碱 序列 《6,) 与 属 
于 S“ 的 函数 的 递增 序列 (g.), 使 得 gs < ; < j,, BE 

liman) = lim aalge) = uG). 

关于 G), MRRP- DEAE p*(4) 与 er(g) VAARA 
而 G) 与 pw(f) BARRAR) BAMA aS). 

EF Gi), WEA n, FE h,e Z ge 57, 使 得 z, < < 
hn B un) < pelga) < a Eb) Lu + Ajn). 
于 是 只 须 取 
ha 一 inf (hi hs) A g, = suplgis t ` ,81) 


即 可 。 
显然 ,车 f 可 积 , 则 任何 等 价 于 的 函数 fa 都 可 积 《13.6), H. 


有 | ras 一 | a (我 们 也 把 这 个 数 记 作 p(D)， 由 此 可 以 导 到 只 


在 太 上 几 乎 处 处 有 定义 的 函数 是 可 积 函数 的 定义 : 如 果 在 六 上 
有 定义 且 等 价 于 了 的 函数 可 积 , 就 称 f 可 积 ， 我 们 也 把 值 《7) 记 


te | tams se È Rda), RE Os R Goa) 


(13.7.2) XEXE RRA fR, 必须 及 只 须 对 每 个 6 > 0, 
FEER uE .OY gCX), 使 得 
134. 


di pl) < 6. 

所 述 条 件 是 必要 的 .事实 上 ,假定 了 可 积 , 则 可 推出 存在 函数 
ge 597,he Z, i <<, H p*(h — a) 所 se/2、 男 一 方面 
((13.5.1) 与 (13.5.3)), FE uE H RX), 使 得 # < p E. 

G — a) Seh. 
EF If- s| <| — s| + |ñ — gl 故 由 《13.5.67 tn, 
f al) Es) + el — gl) < s, 
所 述 条 件 是 充分 的 事实 上 , 若 *e H (X) 满足 
Piah < s, 
则 由 定义 (13.5.5), FERM o e .和 ,使 得 1f— s| <> B 
pr(p) < 26, 
然而 关系 一? < f—u < ”可 写 为 
otu Kj Er +u 
(AA u 是 有 限 的 )， 且 有 一 + s€ SZ, + u€ g (127.5), 还 
有 
plo t u — (—v + u)) = 2p* Co) < 46, 
从 而 了 是 可 积 的 . 
(13.7.3) X 上 的 上 可 积 有 限 函 数组 成 的 集 SR 四 《也 记 作 


SGD BL 7) ER Fig, iha > (ja E y 上 
的 正 ( 即 关系 f> 0 A| fk > 0 ) 线性 形式 . 

显然 着 f 为 有 限 且 可 积 ， 则 对 每 个 纯 量 se R, af 也 为 有 限 
LASA | oa af jdn. 着 1 5 z 为 有 限 且 可 积 ， WE 
(135.6) 用 到 1 与 上 ,也 用 到 一 f 与 一 g 上 ,就 有 
fant an |, G+ odas G+ Das 


< | jap | edus 
这 就 完成 了 证 明 ， 
由 此 得 知 , 若 f 53 z E x 8 R 的 两 个 (有 限 或 非 有 限 ) 可 台 映 
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BL. + e (几乎 处 处 有 定义 ) 是 可 积 的 , 且 有 
(G+ pan | jdu f gdn. 
(013.7.4) EFRA Sr uB, Bg 
(13.7.4.1) BUL 


3 f 5e RAN sup(f, g) 与 inf(f， g) 也 可 积 。 
E uE A R) E a*i ul) < s, 则 因 
MAS eli Siel 
从 而 推出 a*i lel Se AE 37.2) lj| 是 可 积 的 . 
此 外 我 们 有 -I < f< fl 从 而 
SEED = CID) < #*(f) = plf) < G = Cit 


这 就 证 明了 (13.7.4.0)， iF £ =E GE D> E = df 一 


D, 所 以 产 与 广 是 可 积 的 13.7.3)， 若 了 与 ?可 积 ， 则 # 一 g 几 
平 处 处 有 定义 且 可 积 , 而 (处 处 有 定义 的 ) 涵 数 sup(f, g) 5 inf(f,2) 


分 别 等 价 于 《几乎 处 处 有 定义 的 ) 函数 Q+ + |f 一 81) 与 
Ut g 一 if- eD 因而 是 可 积 的 . 


(13.7.5) 为 使 函数 4e (相应 地 , g€ $) 可 积 ， 必 须 且 只 须 
BA) < Hoo GARR, uele) > 一 cc)， 
FREF (13.5.1) 5 (13.5.3), 若 Ar (à) < 士 oo， 虽 对 每 
个 8 > 0, 存在 函数 z € SF RA) EE u < n, ŽE ah — u)= 
Pt (A) 一 (u) < s; 于 是 所 需 结论 由 可 积 函 数 的 定义 得 到 . 
xX 的 子 僻 4 称 为 可 积 子 集 , 如 果 它 的 特征 函数 ps 可 积 , 或 等 
价 地 ,如 果 et (A) 与 a CA) 有 限 且 相等 ; 比 时 把 这 两 个 相等 的 信 


| padu OE MCA), 称 为 4 的 测度 ,我 们 有 uC) 一 0， 可 乱 略 集 


就 是 测度 为 零 的 可 积案 。 车 4 可 积 ,B 是 使 得 4 站 CB 与 BN 站 C4 
为 可 忽略 的 任意 集 , 则 B 可 积 , 且 有 (B) = (A). 
(13.7.6) 车 4 与 8 是 两 个 可 积 乐 , 则 4UB8, 4nB 与 4nCBE 也 
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ERF. 

这 由 公式 《12.7.3) 得 到 。 
《13.7.7) 任何 紧 集 是 可 积 的 。 为 使 开 集 可 可 积 , 必 须 且 只 须 
As(D) < +oo; 
特别 地 ,任何 根 对 紧 开 集 是 可 积 的 ， 

这 和 由 (13.7.5) 5 (12.7.4) 立即 得 到 . 
(43.7.8) P]. 对 于 尽 上 的 Lebesgue 测度 ,根据 (13.5.11) 与 有 限 
集 关 于 Lebesgue 测度 为 可 忽略 这 一 事实 《13.6)， 每 个 以 ablas 
D) 为 端点 的 有 界 区 间 工 是 可 积 的 , 且 其 测度 为 上 一 ". 

HEERKE ! = [abh HTE Q 是 可 忽略 的 ， 故 
“Dirich'et 函数 ”(3.117 mr 一 pigp( 它 在 工 的 有 理 点 处 与 C1 内 等 
于 0 而 在 工 的 无 理 点 处 等 于 1) 是 可 积 的 , 它 的 积分 等 于 5 一 a。 
(13.7.9) 为 使 X 的 子 集 4 可 积 ， 必 须 且 只 须 对 短 个 6 > 0, 存在 
SEE K BE G, 使 得 KCA4CG, Aale- K) < e, 

鉴 王 可 积 函 数 的 定义 与 12.7.4), 记述 条件 显然 是 充分 的 . 现 
在 证 明 它 是 必要 的 . Ae wE < s < 1. 由 假定 , FERES, 


使 得 pa < HE Í pdn < s, BCEG) > 1 — e 


ËJ z€ X 所 成 的 集 , 它 是 开 的 (12.7.2) HEBA A. WAK a > (l 一 
se)9c， 因而 


t 
=E 


MO) < t hide < H ala) +e), 
l-e! 1 


另 一 方面, 存在 se 92, EB z< o a | @,— Ddue 由 
gr 的 定义 ,使 得 g(x) > 0 的 xeX 的 集 是 相对 紧 的 ， 取 5 > 0, 使 
得 5p(4) < s; 设 K 是 使 得 gC) > 8 tB z € X 的 集 , 它 在 X 内 是 


闭 的 (12.7.2), 从 而 是 紧 的 《3.17.3), 因为 它 包含 在 ~- 个 相对 紧 集 
W. RA KCA, HEW B = 4 一 Kk, WH gS er t êpe 从 而 


| gdp < uK) Tan(B) < pK) + sa(A) < plK) + s, 
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最 后 , nC4) < | gin + 8 < n(K) + 28. EP, 


我 们 能 给 出 在 R 内 为 有 界 但 关于 Lebesgue 测度 却 不 可 积 的 
集 的 例子 (13.21 习题 6)。 
(13.7.10) 设 x; XX 是 一 个 同 旺 。 由 定义 直接 得 到 ,对 x' 到 
Rote mat p, 有 
P HGD = |" G odn | FD = È, Gowan, 
HEF R rU) 可 积 的 ,必须 且 只 须 foz 是 * 可 积 的 ,此 时 有 
| raD = | Gonan, 


8. Lebesgue 和 收 敏 定理 


(13.8.1》 设 (Q 是 可 积 函数 的 弟 红 序列 , 则 为 使 pf 可 积 ， 必 
BERA sup | jadu < +00, 此 时 有 
(13.8.1.1) esto = sup | tan, 

由 于 对 一 切 ? 有 全 fap > 一 ,所 以 


y Gupj,)da = sup | peda (13.5.7). 


这 就 证 明了 所 人 述 条 件 的 必要 性 ,友之 ,着 所 述 条 件 满足 , 令 
f = supfs, 


则 对 每 个 。 > 0, 存在 n, EBER f — fj 《因为 f 与 fs 几乎 处 处 
有 定义 (13.6.4)， 改 f 一 f， 几乎 处 处 有 定义 ) 满 足 


oma a+” ao- fp [hanse 


(3.5.6)。 然而 存在 光 数 we ARA), 使 得 | Ie — udda <8 
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(13.7.2), 四 而 (13.5.6) 有 

Ven | 1j plant | if- ulda <28, 
于 是 由 《13.7.2) 即 得 所 需 的 结论 ， 

把 (13.8.1) 用 于 添上 负 号 的 函数 。 当 然 就 有 关于 可 积 场 数 的 
ARRI- REMEE, 
(13.8.2) 设 G 是 可 积 函数 的 任 一 序列 , 则 为 使 / = =pf, FI 


必须 且 只 须 存在 非 负 函数 z, 使 得 | edu < 十 co 并 且 几 乎 处 处 


£$ < z. 
取 g = ft, 即 见 所 述 条 件 是 必要 的 。 反 之 , 假定 这 个 条 件 满 
是 , 令 ga = sup fe W g, 是 可 积 的 《13.7.4)， B f = supgs, IH 


序列 (gs) 递增 有 
Í g da < r gdn < +0, 


从 而 由 《13.8.1) 即 得 所 需 的 结论 . I 
(13.8.3) (G) 是 可 积 函 数 序列 , 并 且 假 定 存在 非 货 函 数 2, 使 


得 | adu < oo, 且 对 一 切 # mA < < Jukta, 这 
Ë$, tim.inf fa 58 lim sup J, IR, B S 


M 


(143.8.3.1) j Clim inf fo) dp < lim inf | ja 


< lim,sp fidu <Í Clim sup fadn. 
只 须 证 明 im, infh 可 积 以 及 (13.8.3.1) 中 的 第 一 个 不 等 式 ， 
剩 下 的 可 由 换 太 为 一 思 推 出 , < g, = inf fosos 把 (13.8.2) 用 于 
序列 《一 jo4o)pxos BH faro S 一 A 的 假定 , 可知 gr 可 积 ， MEB W 


RAD PS 0 有 | gdn < | fredas 从 而 


j g du < inf | hrdp. 
pro 
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序列 (gn) ERN BIH s 有 g, < h; 而 由 定义 (12.7.10)， 
有 lim inf $, = supa; 因而 由 (13.8.1) 推出 ， Lm inf fo 可 职 , 并 
E. 
feim, inff, dp = sup | gady < sup(inf l feed) 
ain ti "p> ) 
一 lim p Dt È taa. 
(13.8.4) 〈 控 制 收效 定理 )， 设 (f,) 是 可 积 函 数 序列 ， 假 定 
timpla) = G) 
几乎 处 处 存在 , 且 存 在 非 负 函数 z, 使 得 
F gdp < +co, 
并 且 对 一 著 #, |fs| < g 几乎 处 处 成 立 。 在 这 些 假 定 下 , f 必 是 可 
积 的 , 且 有 
(284.D [AO ~ im |t,G)46609. 


事实 上 ， 应 用 《13.8.3)， 并 且 注 意 在 所 考虑 的 情形 下 ， 
(143.8.3.1) 的 首尾 两 项 相等 , 即 可 得 到 所 需 的 结论 。 

上 述 定理 的 好 处 在 于 ,为 了 在 积分 号 下 取 极 限 ,并 不 要 求 所 给 
序列 一 致 收 伍 (甚至 也 不 要 求 它 在 玉 的 任 一 紧 乏 上 一 致 收 合 )， 特 
别 有 : 

(13.8.5) 设 G) 是 可 积 函数 序列 。 若 以 | [faldu 为 通 项 的 级 数 
Bk WEL fC) 为 适 项 的 级 数 在 R 内 几乎 处 处 绝对 收敛 , 且 若 令 


IG) = D hG), 则 ( 九 乎 处 处 有 定义 的 ) 函 数 f 可 积 , 且 有 


s= 


(13.8,5.1) pa D | naa) 


(由 可 积 沙 数 构 成 的 级 数 可 逐 项 积分 ”). 
事实 上 , 若 对 每 个 非 负 整数 NN, $ gw = > lhal o WESI Ga) 


DETI 


sie 


是 可 积 盟 数 的 递增 序列 ,并 且 | gxdn =>] 1512 (037 与 


azi” o 


(13.7.3). 根据 (13.8.1), 函 数 glimgw = D | 加 | 是 可 积 的 ,由 


Ce 

此 首先 得 到 & 几乎 处 处 有 限 (13.6,4), 换言之 ,以 lC] 为 通 项 

的 级 数 儿 乎 处 处 收 和 化, 由 此 即 得 第 一 个 论断 《(5.3.1) 与 《5.3.2)). 
N 


此 外 ,对 一 切 N, 有 > Mel < z; 根据 (13,8.4), 即 得 了 的 可 积 性 


与 关系 式 (13.8.5.1), 
(13.8.6) G) 设 E 是 度量 空间 , Ca, z) -> f(x, z) E X x EF] R 
的 映射, z EEROR, RIBE: 

1° HEA e€ E, BKA z — flee) 可 积 ; 

2° 对 几乎 一 切 xe X, 函数 x 一 JG, z) 在 点 z 处 连续 ; 

3° 存在 可 非 负 积 函数 z, 使 对 一 切 z € E, 在 x 内 名 平 处 处 
有 fx, 2)| < z€. 

这 时 ,和 Cz) = 他 Cx， dale) 在 点 如 处 连续 。 

Gi) 此 外 还 假定 是 此 中 的 开 区 间 , 且 f 满足 下 列 条 杀 : 

4° 对 几乎 一 切 x€ X, 函数 x 一 JG, z) 是 有 限 的 , 并 且 具 有 
导数 Dfl, zy; 

5° 存在 非 负 可 积 函数 go 使 对 一 切 z € E, 在 X 内 几乎 处 处 
£ DA) < aG. 

这 时 :4 在 每 个 点 ze 处 可 导 , 且 有 


(13.8.6.1) FG) 一 (Dites) 


《积分 号 下 求 导数 ”). 

Gü) 最 后 ,假定 E 是 蕊 内 的 开 集 , f 是 X x E 到 C 的 映射 ， 
WETIRE: 

6° 对 几乎 一 切 x EX, 函数 > 一 fx, z) 在 内 解析 ; 

7° i—i EE, ME r 一 > fxs zy ER 

8° FERMERE g, 使 对 一 切 z EE 在 X 内 几乎 处 处 
有 {flxs zy| < gC), 
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这 时 和 在 E 内 解 折 ， 旦 对 每 个 正 整 数 放 与 每 个 ze E, RM 
x = Des z) 可 积 ,并 有 DWG) = | DMC, ddel). 


对 于 G), 只 须 证 明 (3.13.14), 对 每 个 在 E 内 趋 于 z 的 序列 
Cando 有 Bmh(zn)， = AC). 这 可 由 假定 与 (13.8.4) 得 到 ， 


对 于 Gi), BE (3.134), 也 只 须 证 明 ,对 每 个 趋 于 0 WE 
实数 序列 G.D, 序列 
Í+ (G, s + r) — f z))ax() 
BF (13.86.1) 的 右 喘 ， 而 由 假设 与 (8.5 和， 对 任意 的 > 有 
n G(z,z +) — Fx 2)) | < n, 


因而 所 需 的 结论 仍 可 由 《13.8.4) 得 到 。 
EFG Y: > a + re” (0 < < 2) 是 包含 在 互 内 的 
一 个 回 略 ;对 属于 圆 盘 |z 一 。| < r 内 部 的 每 个 z, 我 们 有 


(13.8,6.2) Kez) = 去 | aaa 


r 一 


由 此 推出 ((13.16,5) 与 (8.7,8)), 对 几乎 一 切 x, FCs z) 是 序列 
i ` O/a) > ha (a) 
的 极限 ,这 里 


wG) = Gaya + roy ee 


a + ren 一 
应 用 (13.84), 可知 (2) 是 序列 
(EE [iea ) 


kmi 


iD = | ba, 


2i 一 
这 表明 4 在 E 内 是 解析 的 《9.9.4)。 用 R/G ah 代替 
(13.8.6,2) 右边 的 17 全 一 芒 ， 就 得 到 关于 的 导数 的 论断 


4242。 


的 极限 ,因而 


(13.8.7) GO Æ (An) 是 可 积 集 序列 , 则 4 一 门 4 是 可 积 的 ; 


如 果 序列 《4。) 还 是 着 减 的 , 则 
(13.8.7-1) pA) = int lAa). 


G) 若 《4,) 是 可 积 集 序列 , 且 所 有 4 都 包含 在 某 个 可 积 集 
BNW 4 = Ú A, 是 可 积 的 . 


GD 着 CA, 是 可 积 集 序列 ,有 


BD) p44) < +o, 


则 并 4 一 UJ 4。 是 可 积 的 ,是 有 


(13.8.7.2) ULA) < > ,au(4o)。 


== 


如 果 再 设 4。 是 两 两 不 相交 的 , 则 有 
《13.8.7.3) AKC 一 > pAs) 
= 
《测度 的 将 全 可 加 性 ”). 
论断 G) 是 把 (13.8.1) 与 (13.8.2) 应 用 于 序列 (一 gp4,) 而 得 
到 的 结果 ， 论断 G) 由 (13.8.2) 83], Gü) 的 第 一 个 论断 与 公式 
《13.8.7.2) 是 (13.8.2), RER p4 < > p+, 以 及 (13.5.8) 的 推 


=: 

W. 最后, 如果 A, 两 两 不 相交 , 则 有 p4 = > pan 再 把 (13.8.5 
1 

应 用 于 序列 (gp4,), RIE (13.8.7.3). 

(13.8.8) 例 . 设 了 是 届 上 的 简单 函数 ,并 且 具 有 紧 支 党 (因而 由 

(7.6.1), 它 是 有 界 的 ), 则 f 关于 Lebesgue 测度 2 是 可 积 的 ,并且 

FRJ = [a, b] 是 包含 Suppl) 的 一 个 区 间 , 则 有 


(13.8.8.1) fja = f Iya, 
这 里 右边 是 在 《8.7》 意义 下 的 积分 。 事 实 上 ,我 们 有 
S Hlp 
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根据 (7.6.1)、(8.7.8) 与 (13.8.4), 只 须 对 其 有 紧 支 集 的 阶梯 函数 
《7.6) 证 明 (13.8.8.1)， 而 这 样 的 函数 是 区 间 的 特征 函数 的 线性 组 
合 , 于 是 最 后 归结 为 了 是 区 闻 特 征 函数 w 的 情形 ,因而 所 需 论 断 
由 (13.7.8) 得 到 。 


问 题 


1) 在 离散 空间 N ERWE p, E rA PC) = 1, 试 证 关于 
上 为 可 积 的 函数 “一 "ws 就 是 那些 使 得 通 项 为 押 的 级 数 绝对 收敛 的 函数 -> 
un 也 就 是 其 上 积分 (或 下 积分 ) 为 有 限 的 函数 。 我 们 有 
且 空 间 PRON, p) 就 是 Banach Z) i! (5.7 E 12, 

2) a) 试 证 ,如 果 / 与 ?是 定义 在 针 上 的 两 个 非 负 实 信 通 数 , 则 

n *Gup(f,z)) + PGES) + pC). 

b) 设 f 是 使 得 n*(p) 为 有 限 的 实 全 函数 , 试 证 存在 可 积 函数 人 之 1, 使 得 
BG) = u0) Fh 是 另 一 可 积 函 数 ， 使 得 24 B p(h) = p*(f)> WA 
p 是 等 价 的 。 

°) 设 f 是 实 什 函数、 且 2*(1) 与 ks(f) 均 为 有 限 ; W z 53 是 两 个 可 积 
函数 ,使 得 Ih, AE E) = pa (f), BCA) = pt (F). REER A 

- MG — 8) = pelh — F) = 0, 
HH pC — z) = p*@ — D = O) — n< (1). 

d) 设 疡 , 访 是 两 个 实 值 函数 ， 且 HG) O), p G) 与 ee(P) 均 为 
有 限 试 证 此 村 有 ps (f, + h)Su, G) + PKG + h) GE n ETR 
BROR ASe B. PO) = ue), WA EDE ASA + 户 的 可 积 函数 
k, 凡 乎 处 处 有 到 一 g, Sñ). ER 3 p 可 积 , 则 

BC + h) = PF) + GD, Hh +) = PF) + G)» 


ZO) 


E 
BG + h) = Ht(sap(f 1:)) + PEG, #9)) 
《利用 2))。 
e) 设 # 是 有 限 可 积 函 数 ， 为 使 满足 4*Cg) 为 有 限 的 函数 8 可 积 ， 必 须 
ERANG) = p*(e) + pG — g) GO z, 是 可 积 函 数 ,满足 x<g, 并 且 
pg) = Hg) 


Ipe 


注意 f 一 s ,</ 一 8》。 
3) HFA 的 任意 两 个 子 集 4, B, 试 证 
HCAUB) + CAUB) ERA) + PXE), 

b) 对 于 x 的 每 个 子 集 4, WE P(O 是 包含 在 4 内 的 紧 集 的 测度 的 上 
m. 

°) 对 于 XX 的 每 个 外 测度 为 有 限 的 于 集 4, REEERATRR A 4s 
ACACA, B. PCA) = AA) BICA) = BCA). 此 时 有 

HRA— 4) = Hhs — A) = 0, 
B(A — A) = (As A) = BA) — n. CA). 

加 设 4 是 可 积 集 ， 试 证 对 每 个 集 5C 4; 有 aA) = pE) + PCA — 
B), 

e) 设 4 8 是 两 个 外 测度 为 有 限 且 没有 公共 点 的 靠 。 试 证 ,如 果 令 c = 
AUB, WA 

HolA) + p (B)<n (C)<u,CA) + CBI ELC EN A) + p(B), 
且 
PO) Hel A) — PCBS pA) + pt (8) — p*(C). 
(对 于 最 后 一 个 不 等 式 ,借助 于 O 归结 为 kk(4) = Ha) = 0 的 情形 ; 若 A, 
与 B, 是 两 个 可 积 集 ,使 得 4C 4,,BC B, B. PCA) = PCA) HCE) = AB,), 
TE POSCAN A). ) 

4) 设 4 是 区 间 7 = [0, 1) 上 的 Lebesgue 测度 。 

a) 对 任意 的 <《0<a<1), 在 1 上 构造 一 个 迟 紧 集 ， 使 它 的 测度 等 于 a 
(适当 地 修改 Cantor 三 分 案 (4.2 问题 2) 的 构造 方法 ,而 Cantor 三 分 集 正 
是 “一 0 的 情形 ), 

b) 在 1 上 构造 一 个 两 两 互 不 相交 的 政宗 集 序列 (4), 使 得 

MA) = 2 
且 每 个 作为 ! 一 (U 4) 的 连通 分 支 的 区 间 包含 Ar 的 一 个 测度 大 于 0 的 


< 


FR GA UJ Z. 试 证 4 是 测度 等 于 1 的 瘦 集 ,因而 作为 瘦 集 的 余 集 的 
三 一 4 是 可 忽 格 集 . 
5) BAE RLA Lebesgue 测度 ，E ERTER AO) u kakapi 


《12.15) 而 得 到 的 拓扑 向 量 空间 。 REE 上 的 线性 形式 > | fa 不 是 连续 
的 ， 
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6) 设 CA) 是 x 中 的 上 可 积 集 序列。 B 2) (A< too, WENER 
k, 设 G, 是 满足 下 述 条 和 件 的 = € X 的 集 : 至 少 有 天 小 = 的 值 ,使 得 >E 4. 试 
证 G, IRE AGS D) CA). 

7) 设 X 是 紧 空 间 ，# 是 ZX 上 的 正 测度 ，(4) 是 x 中 的 可 积 集 序列 。 且 
inta(4,) = m>0。 斌 证 x 内 属于 无 限 个 4, 的 点 所 成 的 集 3 是 可 积 的 ,并 且 
POETA 

8) ZAER! = [0,1] 上 的 Lebesgue WR, (4) 荐 7 内 的 可 积 集 
Bl, B IAA) = w>0。 对 每 个 整数 《以 Da 表 东 了 内 形 各 [j2"*, G + 
DII (0 <;<21) 的 2 AK, 而 以 €, 表示 属于 Da 的 集 的 所 有 并 所 组 成 
DR. 试 证 存在 了 的 子 集 的 递减 序列 《&)sxw， 使 得 一 1, HXU k A 
LEC BEE (A) 的 于 序列 《4a)， 具 有 下 述 性 质 ， 对 一 切 r>, 有 


MAAC — 10)< T mQ 一 和 内， 且 对 包含 在 五 内 的 一 切 JE9e 5 r> 


时 ,有 As np>+ MACC k fEJRB90F35321819 ARTH). 由 此 推断 ， 


存在 (4) 的 于 序列 《5.); EA k 与 包含 在 五 中 的 一 切 16 Das 7 与 让 
P EO 的 交 都 非 空 (利用 问题 与 对 角 线 方法 )， 试 证 明 这 些 B 的 交 包含 一 
个 没有 孤立 点 的 非 空 时 全 (因而 它 是 不 可 数 的 (4.2 问题 ac))。 

9) 没 /是 定义 于 x 上 的 非 负 实 入 隐 数 。 斌 让 ,为 使 MCX) A R MRY 
K ATERRO. D 连续 ,必须 且 只 须 ERRARE, 为 
ERR NCN 关于 租 蛇 折 扩 为 下 半 连 续 , 必 须 且 只 须 I ATHER, 

10) 设 (n) 是 x 上 的 正 测度 的 北 增 疮 列 ; 假定 这 个 序列 在 M4CX) 内 上 
有 界 ,有 以 4 记 其 上 确 界 (13.4.4) ” 试 证 ,对 定义 于 X 上 的 每 个 非 负 琢 数 放 
A O) = it), 

11) a) Ë CP) X EEJEBIEEF02898FX31, p 是 它 在 MO) KRUTA 
界 (13.4.4)， 试 下。 对 定义 于 X LHE-EAAN/, 如 果 当 ”充分 大 后 
HOKEO im tG), (HERE e 为 下 半 轿 续 且 PCe)< 


+e 时 ,注意 存在 具有 紧 支 集 的 非 负 连 续 函 数 序列 (tn), 使 得 D) s, < z, 
且 对 一 切 mo 有 He) = 2) p26))。 


b) 在 离散 空间 N E, Bu 是 这 样 的 测度 : 当 w<n 时 , pa({m}) = 0; 
S manh, (Im) = 1, REMAN 中 的 递减 序列 (pw) 的 下 确 界 等 
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于 0, 但 对 一 切 w, A HCN) = 二 oo。 
12) WX, y 是 两 个 局 部 紧 空间 , 7: XY 是 正常 连续 映射 (12.7 问题 
2), 上 是 x* 上 的 正 测度 ，v — z(u) (13.4 问题 8)。 试 证 ,对 每 个 定义 于 了 上 
的 非 负 函数 g， 有 v*(s) = n*er) (HABE e 的 支 集 为 紧 的 情形 ， 然 
后 利用 12.7 间 题 22))。 为 使 集 NCY E v 可 忽略 的 ,必须 且 只 须 z" (N) 8 
BARH, 
13) RRE! = [0,1] 中 存在 关于 Lebesgue 测度 4 为 不 可 测 的 党 的 第 
增 序列 (8,), 它 的 并 是 1 而 对 一 切 ” 有 A) = 0. 试 证 
MCinf(1 — gn,)) = 0, 
但 对 一 切 #， 有 je(1 一 pw) = 1, 
14) 3) 设 是 全 的 开 凸 集 4 上 的 凸 函 数 (8.5 问题 8), G <k <s) Ë 
和 上 的 可 积 函 数 ,使 得 映射 CE) aa 取 值 于 4 中 , 且 合 成 函数 
kamei COPERTE A C) 
HR. WEE e EARN (13.9.16) Aex) = 1, 则 
fa) st Ye (fee, 0, 10) 
《对 AXR 内 由 使 得 “ 关 F (A, …， ta) 的 点 Ces 0y zw) 组 成 的 凸 集 记 用 
Hahn-Baoach 定理 )。 
* 把 所 证 命 征 用 于 s 一 1, FG) = “的 情形 ， 由 此 推出 几何 平均 不 等 式 


的 + et, 十 + Antes 


其 中 尺 >0; aO 上 且 满 足 š a= 
b) Ese SEROR) 一 1， 试 证 ,若非 负 函 数 e 可 积 , 且 在 X 
上 有 fg 之 1, 则 (fr) (f zj>1 《利用 D 
15) %5 H FPR ENA RIEA (Aea + 
Xat) =ò U a) ( A 4): 


EATE. TARI, e 
Ihara) = MCA sa U a) 
iae 
试 证 ,如 果 4, 都 不 是 可 忽略 的 , 则 


oh 4 
= 
(注意 以 41，…, 4.) 的 点 至 少 属于 = — 1 43 DCA <i). ) 
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16) B 4 E 1 = [0, 1] 上 的 Lebesgae 测度 , 试 证 ,在 出 1 的 非 空 亲子 集 
组成 的 空间 SU) 上 ,函数 AAA) 关于 Hausdorff ER (3.16 问题 3) 不 是 
连续 的 . 


9 可 测 函 数 


《13.9.1) 设 4 是 X 的 可 积 子 集 , 则 存在 4 的 一 个 划分 , 它 由 一 个 

聚集 序列 (K) 与 一 个 可 忽略 集 N 所 组 成 ， 
事实 上 ， 我 们 可 以 利用 《13.7.9)，《13.7.7) 与 (13.7.6), 通过 

归纳 法 按 下 面 的 方式 定义 集 Ks: KCA Ë p(4 一 K) < 1; 对 


nl 


r> Kca- (U K) 


zf{(4 一 U k) _ K) < tn。 


FERE (1332, 8 4 一 Ü K.G > D WEN ETES. 


我 们 把 X 的 子 集 4 称 为 (关于 的 ) 可 测 子 集 或 p 可 测 子 集 ， 
如 果 存 在 4 的 划分 ， 它 由 一 个 紧 集 序列 与 一 个 可 忽略 集 所 组 成 。 
由 于 当 K'CK B K, K' 是 紧 集 时 ，K 一 K 必 是 可 积 的 (C13.7.6) 
与 (13.7.7)), 再 由 (13.9.1) 即 知 4 是 可 测 的 等 价 于 4 是 一 个 紧 集 
序列 与 一 个 可 忽略 集 的 并 。 侗 样 的 推理 表明 这 也 等 价 于 4 是 一 个 
可 积 集 序列 的 并 . 

我 们 把 集 ACX 称 为 警 迪 可 测 集 ,如果 它 关于 XX 上 的 每 个 正 
测度 都 是 可 测 的 。 
(43.9.2) 为 使 X 的 子 集 4 是 可 测 的 ， 必须 且 只 须 对 每 个 紧 集 ， 
ANK 是 可 积 的 。 

根据 (13.8.7, GD), 所 述 条 件 是 必要 的 。 它 也 是 充分 的 ， 因 
为 X 是 由 紧 集 组 成 的 一 个 递增 序列 CK。) 的 并 (3.18.3), 故 4 是 可 
RREN (ANAK) 的 并 .特别 地 , 我 们 看 到 , 空间 X 本 身 是 可 测 
的 。 : 


me 


(13.9.3) G) 可 测 集 的 余 集 是 可 测 的 . 

O 可 测 集 的 可 数 并 与 可 数 交 是 可 测 的 。 

GD 开 集 与 闭 集 是 革 遍 可 测 的 . 

论断 GD h (13.9.2) 与 (13.7.6) 得 到 ,论断 《 认 由 《13.9.2) 与 
(13.8.7) 得 到 ,论断 GD 中 关于 闭 集 的 部 分 由 《13.9.2) 与 (13.77) 
得 到 ,然后 由 O 得 到 论断 《it) 中 关于 开 集 的 部 分 ， 

这 样 ,从 开 集 (或 团 集 ) 出 发 , 重复 进行 上 述 O5 0 两 种 运 
算 所 得 到 的 集 也 是 普遍 可 测 的 。 此 外 ,4 可 测 集 的 定义 还 表明 , 若 
4 是 4 可 测 集 ， 则 存在 蓉 遍 可 测 集 B, 使 得 3C4， 且 4 — B E. 
x 可 忽 路 的 ;把 所 得 结果 应 用 于 X 一 4， 我们 看 到 ,也 存在 莹 遍 可 
BB CDA, 使得 C 一 4 E z st. 

X 到 拓扑 空间 Y HH + 区 为 (关于 “的 ) TMAS p 可 
测 映射 ,如 果 存 在 XX 的 一 个 划分 ， 它 由 紧 集 序列 (Ks) 与 4 可 忽略 
集 入 组 成 ,使 得 每 个 限制 uK, 是 连续 的 。x 称 为 普遍 可 测 映射， 
如 果 它 关于 X 上 任 一 测度 都 可 测 ， 连 续 函 数 是 普遍 可 测 的 . 

为 使 X 的 子 集 4 是 可 测 的 (相应 地 ,普遍 可 测 的 ), 必 须 且 只 须 
它 的 特征 函数 ps 是 可 测 的 (相应 地 , 蓉 遍 可 测 的 )、 事 实 上 ,车 
有 一 个 划分 ,由 紧 集 序列 K) 与 可 忽略 集 N 组 成 ， 并 且 对 于 一 切 
m pal K, 都 连续 , 则 Ks 是 两 个 没有 公共 点 的 紧 集 ANK 与 天 ,一 
CAN Ka) 《C13.11.4) 与 (3.17.3)) 的 并 , 且 4 是 所 有 ANK, 与 4n 
的 并 ， 因 而 它 是 可 测 的 。 反之 , 若 4 可 测 ， 则 x— 4 抱 可 测 
《13.9.3)， 因 而 存在 X 的 一 个 划分 ， 它 由 紧 集 序列 (K) STAR 
集 叉 构成 ,使 对 每 个 *， 有 KCA R KCX— A. 干 是 对 一 切 4 
RE pal K, 是 连续 的 . . 
(13.9.4) 设 x 是 X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 , 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 ; 

a) “是 # 可 测 的 。 

b) 对 X 的 每 个 紧 子 集 天 与 每 个 。 > 0， 存 在 天 的 紧 也 集 K', 
使 得 a (K 一 KK) < e, HRH z | K ER. 

c) 对 X 的 每 个 紧 子 集 天 。 存 在 天 的 一 个 划分 ， 它 由 紧 集 序列 
(L,) 与 可 忽略 集 M 组 成 ,使 得 每 个 限制 | z, 连续 。 
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AMEA a) E 9, 注意 由 假设 a) 推出 , 存在 大 的 一 个 划分 ， 
它 由 紧 集 序列 (K) 与 可 忽略 集 N 组 成 ， 使 对 每 个 n «|Ks 都 连 
E. R La = KOK, MKAN, Ri c) 得 以 满足 为 证 明 c) 28 
Mb), 注意 由 条 件 中 ,可 有 a (K) 一 > wu(L。) (13.8.7), 因而 存 


Ea 
EEK o, 使 得 nC(K 一 K') <e, KRR = u Li, TAK 符 
会 所 提 的 要 求 。 

. 最 后 还 明 b) R a). 事实 上 ,是 一 紧 集 递增 序列 CB.) 的 
303483). 考虑 到 假设 b) 与 (13.7.9), HEA n, 都 能 定义 一 
紧 集 序列 (Kmn)wois 使 得 K.,CH, — Hnis Kas C (Hn — B,-)— 
u Kins «(CH —B,-) — U Ka) < < l/m, B.“ 在 Km 上 的 限 


jm 


MN K. ER. 于 是 集 K,,G 2 1, m> 1) 的 并 的 余 集 是 可 忽 
路 的 ,因而 是 可 测 的 . 
` 出 此 可 知 , 为 使 X 到 尾 的 映射 可 测 ， 必 须 且 只 须 对 X 的 每 
AE T K, RE fpx 可 测 ( 这 里 我 们 约定 , 在 X 一 天 的 点 处 ， 即 
使 FROED ES fp 也 等 于 0 (参阅 13.11))。 事实 上 ,根据 
(13.9.4), 所 述 条 件 是 充分 的 ; 而 根据 《13.9.4) 与 x— K 为 可 测 
039.3 的 事实 , 它 也 是 必要 的 . 
ARRERA% f 是 X 到 目的 映射 ， 是 xX 的 紧 子 集 ， 使 
J| K 连续 , 则 -px 可 测 。 
《13.9.5) ECEN) 是 拓扑 空间 序列 ,而 于 每 个 s; u, EE x SJ Y, 的 
可 测 喘 射 , 划 对 的 每 个 紧 子 集 X 与 每 个 6 > 0, 存在 K 的 紧 子 集 
KK ,使 得 pK — K') < e, BEDRE snl K 是 连续 的 . 
事实 上 ,利用 (13.9.4), 可 以 通过 上 纳 靶 定义 K 的 紧 子 集 的 北 
MEŽI K), 使 得 
pK — K) & 8/2, plKs — Krn) < e/2*H, 
且 s,|K, ER. 显然 ,由 (13.8.7), K 一 站 K, 符合 所 述 要 求 。 


(13.9.6) 设 (Yiee 是 拓扑 空间 的 有 限 序列 ，Z 是 拓扑 空间 , v 
EJ Y 到 Zz 的 连续 映射 ， 荐 对 每 个 i 吏 射 aX Y, 可 测 , 则 
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ARER e — vale), `", t) 可 测 。 

这 可 从 (13.9.5) 5 (13.9.4) 直接 得 到 . 

(13.9.7) 若 f, g 是 两 个 取 债 于 Ë haya muna, W supl g) 与 
iG, 是 可 测 函 数 ， 若 w, "是 X 到 某 个 ( 实 或 复 的 ) 向 量 空间 
的 可 测 映 射 , 则 wx 十 "与 ou Ca 为 任 一 纯 量 ) 是 可 测 映 射 。 

(13.9.8) 等 价 于 可 测 函 数 的 函数 是 可 测 的 ， 

这 从 (13.9.4) 与 下 述 事实 直接 得 到 : KE EST NCK 是 
HARR, EERTE KCR — N, 其 测度 可 任意 接近 天 的 测 
度 (13.7.9)。 

在 上 几乎 处 处 有 定义 而 取信 于 拓扑 空间 Y 内 的 映射 称 为 可 
测 的 ,如 果 X 到 Y 的 任 一 等 价 (13.6) 于 它 的 映射 都 可 测 ; 显然 ,只 
须 有 一 个 这 祥 的 脆 射 可 测 即 可 (13.9.8)， 

(13.9.8.1) 特别 是 , H (13.9.6) 与 (13.9.8) 得 到 ,车 f 与 ?是 醒 
ARET R 内 而 在 x 上 几乎 处 处 有 定义 且 有 限 的 可 测 映 射 ， 则 
Í+ zg 与 丰 ( 它 们 几乎 处 处 有 定义 ) 是 可 测 映 射 。 

《13.9.9) Wu x BRAY ETAR, WR Y EA 
《相应 地 , 开 ) 子 集 M, CCM) 都 是 可 测 的 ， 

事实 上 , 考 麻 工 的 一 个 划分 ， 它 由 紧 集 序列 K) STARE 

入 组 成 ,使得 |K 连续 。 于 是 ,如 果 MCY 是 闭 的 , 则 (AO n 
K, ERR (3.11.4), 因而 aO) EEA. RM EAR, 则 
X — (M) = uO — M) 是 可 测 的 ,因而 wu*《(M) 也 是 可 测 的 
(13.9.3), 
(13.9.10) 《Eropos ÆW), 设 Y 是 度量 空间 , (f,) 是 X 到 Y 的 
TARRA, LLEPA z € X, 序列 《f(x)) BRR). 
TE, 1° 了 是 可 测 的 ; 2° 对 X 的 每 个 紧 子 集 天 与 每 个 e>0, # 
在 天 的 紧 子 集 K"， 使 得 pCK 一 K') < e, MRE fK 连续 ， 且 
序列 GIK) 在 K' ERKAT IK. 

显然 只 须 证 明 第 二 个 论断 ((13.9.4) 与 (7.2.1))， 设 K. BE K 
MRTE, 使 得 ¿(K 一 K.) < 8/2, BRE fal Ki 连续 (13.9.5), 
以 4 表示 Y 上 的 中 离 , 设 Ba 是 K, 的 子 集 , 它 由 满足 下 述 条 件 的 
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点 构成: 至 少 有 一 对 (f, 9), bp 之 s, q> n, 使 得 ha 
hD E 11r。 设 Asa, EER GE), f(z)) DLR z€ K, 
所 成 的 集 , 则 有 


B. = Ü Arare 
K a 


dras EER (3114), 因而 Bar 是 可 积 集 (13.8.7)。 再 由 很 定 ， 
计 每 个 正 整 数 r # = ( A Ban) =, 又 显 见 序列 (B,.).>, EË 
减 的 ,所 以 (13.8.7) imal Bn) = 0， 寺 是 存在 整数 mw， 使 得 
aBa) < 8/2”, . 

令 8 一 U 8B,,.， 则 B 是 可 积 的 , B. eB) < D e/2” = sf4 
113.8.7)， 这 样 ， W C = K, 一 B, 则 它 是 可 积 的 ; 由 定义 ， 序 列 
AlO) -BRATH 现在 只 须 取 K 为 包含 在 C 内 的 紧 子 
集 , 使 得 pCC 一 K') < e/4 (13.7.9) 即 可 . 
《13.9.11) 设 Q) Ë x 到 R 的 可 测 映 射 序列 , 则 sup fas inf fa 
fim.supf。 与 im.inf fo 都 是 可 测 的 . 

事实 上 , sup fa FER go 一 3 另 广 组 成 的 递增 序列 的 极限 ,而 z, 
是 可 测 的 《13.9.7》。 lim.sup f, 是 递减 序列 Gp faso) 的 极限 , 由 
上 所 证 , snp faen 是 可 测 的 。 
(143.9.1.1) Æ (13.9.6), (13.9.7), (13.9.9) 与 《13.9.11) 的 陈述 
中 , 当 把 “可 测 " 换 为 “普遍 可 测 " 时 , 这些 命题 仍然 成 立 ， 相反 地 ， 
只 有 当 一 个 函数 处 处 有 定义 时 , 才能 谈 到 它 的 普遍 可 油性 。 因为 
对 X 的 任 一 非 空 于 集 W， 都 有 X 上 的 测度 z, 使 得 (N) = 0, B| 
如 , 取 # 为 w 的 基 个 点 处 的 Dirac WE, 

特别 地 (12.7.8) ,属于 ,和 (相应 地 , se) 的 任何 函数 是 普遍 可 
调 的 。 另 一 方面 ,对 X 上 的 任何 下 半 连 续 函 数 户 我 们 可 写成 

f = infGup(f, —n)), sup, —n) = — + supli + n,0), 
因而 由 《13.9.6), 有 : 
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(13.9.11.2) X 到 刺 的 任何 (上 或 下 ) 半 连续 映射 是 普遍 可 测 的 。 

从 半 连 续 函 数 出 发 ,反复 进行 (13.9.6)。(13.9.7) 与 (13.9.11) 
中 所 说 的 运 筑 而 得 到 的 函数 ,同样 都 是 普遍 可 测 的 。 

XX 到 目的 映射 f 称 为 阶梯 函数 ,如 果 它 只 取 有 限 个 信 

aG < =< n. 

+ Arafa) 就 有 jf 一 > apn 这 里 我 们 约定 ， 若 某 个 a 
等 于 to, 则 apa 在 A, 内 等 于 ak， 而 在 X-A 内 等 于 0 
《13.11)。 由 此 并 由 《13.9.9) 立即 推出 , 为 使 了 可 测 , 必须 是 只 须 
每 个 ATN. 
(13.9.12) 设 1 是 X 到 着 的 可 测 上 映射, 则 存在 共有 紧 支 集 的 普遍 
可 测 的 阶梯 函数 组 成 的 序列 (g。), 使 对 一 切 x*€E X, 有 |g,(x)| < 
HOD HFA (gs(z))》 凡 乎 处 处 收 全 于 f(x) OAR f 等 价 于 
一 个 普遍 可 测 函 数 )- 

考虑 X 的 一 个 划分 ， 它 由 紧 柴 序列 (K) 与 可 忽略 集 N 组 成 . 
对 每 个 整数 S n, 存在 K, EREE (UP heien 其 中 UP E: 
Ki 内 的 开 集 ， 且 使 得 f 在 每 个 Up 上 (关于 R 上 的 一 个 虐 离 ) 的 
振幅 ( 参 匀 (3.16.5)) 都 < 1/p。 现 在 注意 下 面 的 引 理 ， 
(13.9.12.1) 对 于 可 积 桌 的 有 限 族 Fiho 存在 次 交互 不 相交 
的 可 积 集 的 有 限 族 Gas, 使 得 每 个 F, ERE G, 的 并 。 


RAZE? 一 1 个 集 ñ Zs， 这 里 对 某 些 指标 h H Z,-= 


Fe 而 对 其 他 的 指标 , 则 有 Z, 一 X 一 F, BEDA- Z, 等 于 
Fw ， 若 (Guicsc 是 这 些 集中 的 非 空 集 组 成 的 族 CG, 是 两 两 互 不 
相同 的 》， 则 这 个 族 答 合 所 所 的 要 求 ， 因为 它 由 可 积 集 (13.7.6) 8 
REEN F, 是 使 得 Z, 一 ;的 那些 ñ Z, 的 并 -。 

把 引 理 亦 用 于 每 个 有 限 族 UPhaan BERK 的 一 个 划 
分 《4 名 cteias 它 由 可 积 且 普遍 可 测 的 集 组 成 ， 设 |D 为 这 样 的 
A EAR EES , 它 等 于 0; 4 f EAP 上 非 负 时 ,等 二 
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if CAD): f E AP ARE EF sup iAP). 然后 取材 数 g， 
MT: EAR EOKA ILE ra) t aG) dni 
ERER 4 名 的 并 的 余 集 上 令 gn(x) 一 0。 显然 序列 G) 是 所 
提问 题 的 解 . 
(13.9.13) 为 使 X 到 下 的 映射 /为 可 积 ,必须 且 只 须 f 为 可 测 且 
上 积分 fD RAR. 
所 述 条 件 是 必要 的 。 由 于 |f| 可 积 (13.7.4), 所 以 第 二 点 是 
显 见 的 。 关 于 第 一 点 ,注意 根据 假定 ,对 每 个 4, PERMA ES, 
ERHI h E pC — D < La (32.1). F int fi (12.7.5) RE 


如， 可 以 假设 序列 ( 姑 ) 是 递减 的 。 若 & 是 这 个 序列 的 极限 (等 于 它 
的 下 包 络 ), 则 有 f < z, B nCg 一 1) = limpi) = 0 13.8.1), 


即 f 几乎 处 处 等 于 序列 G) 的 极限 。 而 每 个 属于 Z 的 函数 是 可 
测 的 (13.9.11), 再 由 Eropos 定理 (13.9.10) 即 可 证 明 f 是 可 测 
的 。 

所 述 条 件 是 充分 的 。 用 一 个 等 价 于 F 的 函数 来 代替 f 
《13.6.4)， 可 以 假定 了 是 有 限 的 。 由 《13.9.12)， 存 在 具有 紧 支 集 
的 可 测 阶 梯 函 数组 成 的 序列 《ge)， 使 得 lel < l|, 且 序 列 (za) 
几乎 处 处 收 伍 于 #。 gs 是 相对 紧 可 测 集 的 特征 函数 的 线性 组 合 , 
而 由 于 相对 紧 可 测 集 是 可 积 的 (13.9.2), 所 以 z, 是 可 积 的 。 再 由 
《13.8.4) BIAI f 是 可 积 的 . 
《13.9.14) G) 如 果 了 是 可 积 函数 , 则 对 每 个 可 测 集 4, 函数 fpx 
都 是 可 积 的 。 

G) 如 果 《〈4。) 是 可 积 集 递增 序列 ， 其 并 为 可 忽 路 集 六 的 余 
£ X — N, 则 


fian = im | 0.28. 
事实 上 ， 可 以 限于 了 是 处 处 有 限 的 情形 13.64). 此 时 fpa 
是 可 测 的 《13.9.6)， 且 Ar 人 fpzf) < "Gl < Hoo, Fh 
(13.9.13) 即 得 第 一 个 论断 ， 第 二 个 论 其 由 控制 收 乱 定 理 (13.8.4) 
得 到 。 
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在 G3.9.44) 的 假定 下 ,我 人 | 加 sd = | Jan i 


OZO 
称 为 函数 在 集 À 上 (或 展 布 在 A 上 ) 的 积分 同样 , 当 AHTN 
时 ,我 们 用 记号 | ja RE |“ oaa. 
(13.9.15) 如 果 # 可 积 , 4 与 B 是 两 个 可 浏 集 , 且 4718 是 可 忽略 


事实 上 上 ,此 时 paus 与 p4 十 gs 是 等 价 的 《12.7.3)。 
(13.9.16) 附注 . 设 工 是 民 的 紧 区 间 [a, 61, 则 对 每 个 具有 紧 支 


入 的 简单 函数 记 有 | a= |? Kadr G 是 Lebegue 测度 ) 


《13.8.8)， 现 在 ， 如 果 f 是 定义 在 R 上 的 任 一 简单 函数 , 则 由 于 
GEIRAR ffn (这 里 T, = [~n n] 的 极限 ， 所 以 是 可 测 的 


G43.9.11)， 为 使 可 积 ,必须 且 只 须 hm | Olde < +00, 

此 时 有 [a = im 全 fede (03.8.2) 与 《13.84))， 我 们 也 用 

| fear ikuy, 注意 ,可 能 Ym， f(z)dr 存在 ,但 是 
tim |” G9126 = +0, 


例如 函数 Hx) — (sin z)/z 《x 天 0) 就 是 这 种 情形 的 例子 .对 这 些 
“广义 积分 ”中 的 一 大 部 分 的 理解 与 广义 函数 理论 有 联系 (17.5 问 
题 4 与 第 十 七 章 )。 

由 上 记述 ， 对 端点 为 a，b (a < D 的 任何 区 间 1C 丰 与 使 得 


fm 为 可 积 的 任何 浮 茹 了， 我 们 也 用 记号 | odk | jor. 


〈 正 ) 测 度 产 称 为 有 界 正 测度 ， 如 果 常 值 函 数 { 可 积 , 换言之 
(43.9.13), 如 果 p*CX) = p* (1) 有限， 此 时 


AKCX) = aC) 一 j. dp 
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称 为 的 总 质量 (参阅 (13.20)). 
(13.9.17) ”如果 是 有 界 的 , 则 X 到 着 的 任何 可 测 映射 是 可 积 的 
(特别 地 ,任何 有 界 半 连续 函数 都 是 可 积 的 ), 且 有 


(13.9.17.1) || sa| < ile. 


RE (1391D 的 直接 推论 。 
(13.9.18) 设 x 是 X 上 的 有 界 正 测度 , 则 对 每 个 。 > 0, 存在 X 的 
紧 子 集 K， 使 得 pCX — K) < s, 

这 是 《13.7.9) 的 特殊 情形 。 

(13.9.19) 假定 * 是 有 界 的 ,Cf,) 是 一 致 有 界 的 可 测 通 数 序列 ( 即 
ap 有 | < 十 co), 此 外 还 假定 ,对 几乎 一 切 =, 


limf,(z) = JG) 
存在 , 则 f 是 可 积 的 ,日 有 
(13.9.19.1) |a= tm | fin. 


这 是 《13.8.47 的 特殊 情形 . 

(13.9.20) 例 。 设 #* 是 X 上 的 正 测度 ,，Y 是 X 的 闭 子 空 间 ， 由 
Tietze-yppicog 定理 (4.5.1) 得 知 ,每 个 函数 f € OV RCY) 都 可 以 写 
为 z|Y, 这 里 ge ZROD, H zl = ij. R, Æ Y ESF 
f 而 在 X 一 Y 上 等 于 0 的 函数 产 一 gpy 是 上 可 积 的 (13.913), 且 
有 | 六 | < ihel). + (D) = aG) (显然 它 只 依赖 
F 力 ， 上 面 的 讨论 表明 j> wO 是 Y 上 的 正 测度 ， 称 为 在 Y 
上 的 话 导 测度 ， 由 《12.7.8), 上 述说 明 与 《13.5.7) 立即 得 到 ,对 每 
个 函数 fe .YZ(Y)， 如 果 把 在 Y 上 等 于 了 而 在 XX 一 Y 上 等 于 0 的 
RRG F, WA AO 一 (P). 由 此 得 知 (13.5.5), 这 个 关 
AHY 到 蚌 的 任 一 映射 / G" 如 上 面 那 祥 定义) 都 成 立 ， 因 而 我 们 
看 到 ,为 使 Y A RKRN 了 为 ur 可 积 ， 必 须 目 只 须 产 为 上 可 积 ， 
此 时 且 有 


(13.9.20.1) [an -= ffan. 


Y 
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类 似 地 ,易于 验证 ,为 使 Y 到 拓扑 空间 Z 的 映射 * 为 er 可 测 ， 
必须 且 只 须 ， 通 过 在 X 一 Y 上 给 定 (任意 的 ) 常 值 而 得 到 的 «在 X 
上 的 延 拓 vip X> Z A PRID. 

反之 ;现在 考虑 X 的 闭 子 集 Y SY LIEWE "并 设 “ 是 ? 
在 x 上 的 内 则 延 拓 (13.1.7)。 显然 有 > 一 心 ， 另 一 方面 ,对 每 个 
函数 je .YZ(Y)， 在 Y 上 等 于 了 而 在 X 一 Y 上 等 于 十 co pK z 
属于 Z (X), HE **G) = p*《g)。 由 此 立即 得 到 (13.5.5), 对 X 
E R WERN go 有 p*Cg) 一 v*(g1Y); 因此 ,为 策 这 样 的 映射 
8 为 上 可 积 ,必须 且 只 须 g|Y 为 > 可 积 ,此 时 有 


(13.9.20.2) | lY ydr = j giu. 
类 似 地 ,为 使 到 拓扑 空间 的 映射 w 为 “可 调 , 必 须 且 只 须 
s [Y 为 > 可 测 ， 


(13.9.21) 设 x: X> X EDER, BAE X 到 拓扑 空间 了 
的 上 映射 # 为 z(a) 可 测 , 必 须 且 只 须 wo 为 #* 可 测 。 


il E 

1) 设 Ge) 是 X 到 度量 空间 Y H TREKKER. 假定 对 每 个 
m, EI Gna) 几乎 处 处 收 化 于 函数 gm 而 序列 《gm) 几乎 处 处 收敛 于 函 
数 4。 试 证 ,存在 两 个 严格 递增 的 整数 列 (m4),《m4), ERRA Gordian J 
平 处 处 收敛 于 4 《首先 证 明 x 为 紧 的 情形 . 为 此 注意 ,对 每 个 8>0, 存在 紧 
$E KC X, 使 得 KX — K)<e, 且 序列 (ee) 与 每 个 序列 Gma 在 K 上 一 至 
收敛 。 利 用 对 角 线 方法 过 渡 到 一 般 情形 .) 

2) a) 设 访 是 两 个 非 负 实 值 函数 , 且 为 上 可 测 , 则 

ACE) = iniut( ug), 

其 中 4 取 记 可 测 昌 不 小 于 # 的 函数 所 成 的 集 ， 

b) 设 户 g，5 是 x 上 的 三 个 非 负 函数 ， 所 取 的 值 可 以 有 限 ， 也 可 以 无 
ËB. 设 与 二 为 上 可 测 ， 试 证 Ce + A) = e) + GAO OTAR 
0. (+e), 我 们 采用 (13.11) 的 约定 ). 

3) F EXP RAW. ENARE nE Z, 设 A, 是 使 得 
PEAST 的 x*€X 所 成 的 集 , 试 证 ,为 使 了 为 可 积 ,必须 且 只 须 
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D ruat, 


4) 设 Oa) 是 世上 的 可 积 函 数 序列 , 它 简单 收 伍 于 函数 人 
a) 试 证 , 若 了 TIRE | p 一 ñm jdu, 则 对 每 个 se>0。 存 在 可 积 集 


< 非 负 可 积 函 数 。 与 整数 ,使 对 一 切 *> my 8 || e| < 5; 并且 对 


DEAR SEO ( 当 感 可 积 集 5 使 得 Í. ila B res 


上 有 界 ; 并 应 用 Eropos 定理 )。 
b) 假定 对 每 个 s> 0， 存在 可 测 集 4, 非 负 可 积 函 数 z 与 整数 m， 使 对 


-ram 有。 Ile se 并 且 对 一 切 zE4 有 C) <ak*x)， 试 证 ,在 


这 些 条 件 下 , PRTI lim | |z — faldu = 0, 考虑 这 个 全 是 的 遂 ， 

<) 举 便 说明, 为 使 1 可 职 且 

ip = lim f an, 
a) 中 的 条 件 不 是 充分 的 ,而 b》 中 的 条 件 不 是 必要 的 。 

5) 试 证 ,着 4 是 可 测 集 ,由 对 区 的 任 一 于 集 z, A p° CE) = prCan A+ 
pCBNCX 一 4))( 若 1*(3)< +co, MARERE 3,28, 使 得 p*(B) = 
MBD)， 反 之 , 试 证 着 4 满足 这 个 条 件 ， 贡 4 是 可 测 的 (参阅 13.8 问题 3)， 

6) 假定 x 是 紧 的 。 定 义 于 X 上 的 有 界 实 值 函 数 f 称 为 在 X 内 (关于 中 
是 几乎 处 处 连续 的 ,如 果 7 的 不 连续 点 集 是 可 忽 咯 的 ， 

a) 给 出 这 样 的 例子 : 函数 / 是 几乎 处 处 连续 的 ,但 不 存在 着 续 画 数 2， 
使 得 几乎 处 处 等 于 7 

b) 假定 上 的 支 集 等 于 X. 试 证 , 为 使 定义 于 X 上 的 有 界 实 值 函数 / X 
平 处 处 等 于 x 上 的 一 个 几乎 处 处 连续 的 函数 ， 必 须 且 只 须 存在 的 于 集 4, 
使 得 x 一 4 是 可 忽略 的 , 旦 限制 诈 4 是 连续 的 (为 证 明 所 述 条 件 的 充分 性 , 注 
意 4 在 xX 内 处 处 再 密 , 且 省 4 Bl x 上 的 下 半 和 连续 延 拓 是 在 4 的 任何 点 处 均 连 
续 的 函数 )。 由 此 推断 /是 可 测 的 。 试 证 存在 X 上 的 连续 函数 序列 G) G 
在 X 的 任何 点 处 都 收 全 ; 且 其 极限 几乎 处 处 等 于 (参阅 13.11 问题 3)。 

O 试 证 ,在 R t , 右 连 续 的 实 值 函 数 (REDE RA Kz + ) 

= (x) 
除去 属于 某 个 至 多 可 数 的 集 的 点 外 是 连续 的 ， 因 而 它 关 于 Lebesgue 测度 是 
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几乎 处 处 连续 的 (把 3.9 问题 3 应 用 于 使 { 的 振幅 大 于 U 的 点 所 成 的 集 
4). 
7) BE ERORI E — (4a) 称 为 精 于 划分 D = CAs), 如果 对 每 个 指标 
e, BERIE, EB ACA, E 的 划分 对 于 这 个 关系 构 研一 个 有 序 集 ， 
D 假定 X 是 紧 度 量 空间 ,对 并 的 每 个 由 可 积 混 组 成 的 有 限 划分 和 < Ca) 
与 每 个 定义 于 Xx 上 的 有 界 实 入 函数 j, 令 
SBO) = 22 aE HA) 


SEG) = 22 CIMA 


《相对 于 / 与 划分 总 的 Ricmann 和 )。 RMA GOENA 
3# 686, W| EKES), 

b) X 的 有 限 划 分 所 成 的 序列 (名) 称 为 基本 序列 ,如 果 对 每 个 =, n 
精 于 5,, B nt co 时 ,属于 癌 的 集 的 直径 的 最 大 值 格 于 8， 试 证 , 如 果 
了 是 X 上 的 有 界 可 积 函 数 , 刚 存在 工 的 有 限 划分 的 基本 序列 (G.D, 其 中 每 个 


Š, HERRAR, BEREA CEG) 0,0) 趋 于 | tde, 


°) 设 í 是 在 X 上 有 界 县 几乎 处 处 连续 (问题 56》 的 函数 ， 试 证 xx A 
有 限 划 分 的 任 一 基本 序列 《io) (其 中 ë, ATRRAR), FA CEO) 与 


(së (J) 趋 于 |z. (注意 , 若 4, 是 使 得 1 的 振幅 (3.14) ADF 1e 的 点 


z EX ARAR MARE K Ar) 趋 于 0; 每 个 4 有 一 个 开 邻 域 "使 得 V, 05 
点 到 4, 的 距离 小 于 1/5 且 序 列 (pCY，)) 趋 于 0 于 是 对 于 使 给 成 G, 的 每 
个 集 的 直径 都 小 于 1/* 的 划分 Se 2532128188 rh 5 Vs 相交 的 那些 集 以 及 与 
Vs 不 相交 的 那些 集 . ) 设 1 在 X 上 有 界 且 下 兴 连 续 , 试 证 , 对 于 可 积 集 的 有 


限 划分 的 任 一 基本 序列 C), CEG BAF Í tdp. 


d) ZIR 4 C X 称 为 (关于 上 的 ) 边 界 可 忽略 集 , 如 果 它 的 特征 函数 pa J. 
乎 处 处 连续 , 成 等 价 地 ,如 果 它 的 边界 是 上 可 忽略 的 。 试 证 每 个 点 *。 € X R 
有 由 边界 可 忽略 开 邻 域 组 成 的 基本 邻 域 系 , 《对 = 的 每 个 邻 域 P 设 1 是 X 
到 (0, 1 的 连续 函数 , 它 在 =, 处 等 于 1, 而 在 一 了 上 等 于 0、 WASA e€ 
jo, [s 考虑 使 得 (e)>a 的 =EX 的 集 .》 由 此 推断 , 存在 X 的 由 开 集成 可 
忽略 集 组 或 的 有 限 划 分 的 基本 序列 ， 给 出 非 边 界 可 忽 政 的 闭 集 的 例 于 
(13.8, 问题 94); 参阅 12.21, 问题 2). 

°) 设 (55,) 是 X 的 由 开 集 或 可 忽略 集 组 成 的 有 限 划 分 的 基本 序列 ， 对 
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定义 于 X 上 的 每 个 有 界 函 数 r, 设 是 下 半 连 续 且 不 大 于 7 的 函数 中 最 大 的 
ER WE ë G) = 6,《e)， 由 此 推断 ， 为 使 序列 CE, O) 1 58,0) 收 
全 于 同一 极限 ,必须 ( 且 只 须 ) ! 几乎 处 处 连续 。 

t) fh) 给 出 这 样 的 全 于; J ATARAM (G, 是 南 x HIRKA 
成 的 有 限 划分 的 基本 序列 ;而 Gë, 5 Csë (D) 没有 相同 的 极限 ， 

8) 18 1 是 x 到 完备 度量 空 间 的 可 测 了 映射，K 是 xX 的 紧 子 集 ， 则 为 使 
HIK 能 由 可 漠 阶 梯 函 数 -一 臻 训 近 ,必须 且 只 须 fCK) E E 内 是 相 对 紧 的 。 

D 假定 x 是 紧 的 ，(j) 是 上 可 测 的 有 限 实 信函 数 序列 ， 试 证 下 列 陈述 
是 等 价 的 : 

1° 存在 (fo) 的 于 序列 o 它 在 X 内 几乎 处 处 趋 于 0, 

2° 存在 有 限 实数 组 成 的 序列 Gs), B lim, supa] >0， 且 以 til) 


为 通 项 的 级 数 在 X 内 几乎 处 处 收 笋 ， 
3° 存在 有 限 实 数组 成 的 序列 C), 使 得 22 lal = + oo， 且 以 mx) 


为 通 项 的 级 数 在 x 内 几乎 处 处 绝对 收 钱 、 

(为 证 明 1° 8838 2° 与 3*, 利用 Eropoe 定理 。 为 证 明 3° ANR", Je 
证 明 3° 获 肖 下 述 事实 存在 x 的 可 职 于 集 着 增 序列 (44) 5 G) 的 子 序列 
G ERAD BTO ,而 | alda o.) 

10) 设 x， 了 是 两 个 局 部 紧 空 间 , =; XY 是 正常 连续 映射 。， 严 是 X 上 
的 正 测度 , » 一 na) (13.4 问题 8) 

a) 为 使 了 到 某 个 拓扑 空间 的 映射 8 为， 可 测 。 必 须 目 只 须 gor 为 上 可 
m. 

b) DEYER Bi e 9 v R, BALRA A A R, iqar 
| = [e san, 

《利用 13.8 问题 12.》 

D WE v WRBA x(Supp(u)) 的 闭 包 . 

11) 设 x 是 局 部 紧 空 间 ，“ E x EGB A (03ESEN N, P Ex ERTEN 
E, 我 们 假定 ， 对 每 个 可 级 咯 集 N, (N) Bp 可 忽 咯 的 (参阅 汪 是 
U) 对 每 个 正 整数 ”与 x 的 每 个 于 集 4, 把 OCA) IEA), B+ 


“= lx。 
对 X 的 每 个 可 洞子 集 2, 令 -feo = Ü A ( 至 少 有 一 次 落 人 2 
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的 点 所 成 的 集 )， Aa = AN Am 中 “至 少 有 -次 返回 ”4 的 点 及 成 的 
3), Am =n 个 A) (4 中 无 闪 多 次 返回 "4 的 点 所 成 的 集 )， 如 


RRO (20) 两 两 磋 不 得 交 , 则 4 称 为 (关于 的) 游荡 集 。 

4 称 为 不 可 压缩 的 ,如 果 对 X 的 每 个 使 得 4 “ 《40) 的 产 可 测 子 集 4, 集 
(A) 一 4 总 是 可 忽略 的 .这 与 下 述说 法 等 价 ;对称 的 每 个 使 得 c '(B)C 
B 的 上 可 测 子 集 B, EB — CE) 总 是 可 忽略 的 ， 如果 "不 是 不 可 压 帝 的 : 
则 称 为 可 压缩 的 . 

a) 记 证 下 述 四 个 性 质 是 等 价 的 : 

a) s ASIS HD. 

的 对 于 “的 游 踪 梨 是 可 忽略 的 . 

7) 对 每 个 可 测 集 4, 4 Ae ETARA, 

5) 对 每 个 可 测 集 4， 4 — 4er of 是 可 忽略 的 。 

《注意 (Aom)C Aa. 而 且 4 一 4cet ENDR.) 

b) WIEKE s 是 可 压缩 的 ,必须 且 愉 须 存 在 定义 于 XxX 上 的 可 测 实 值 汐 
数 使 对 一 切 *EX, A ED) > IG), 并且 使 得 Hx)) > Ce) ËJ z € X 
的 集 具有 正 测 麻 . (为 证 明 所 述 条 件 的 充分 性 ,用 肥 证 法 证 明 , 由 这 个 条 件 可 
推断 ,至 少 对 于 一 个 有 理 数 "使 得 Er cA) f z € x JE SE Pl 
略 的 . 》 由 此 推断 ,如 果 对 某 个 正 整 数 =, 只 ERTER M * 是 不 可 压缩 
的 . 

°) 假定 x 是 紧 的 ; 测度 睛 在 “下 不 变 《 参 阅 13.4 问题 8), 试 证 “是 不 
PJR (Poincaré 常 返 性 定理 ). 

3) 试 证 , 若 * 是 不 可 压缩 的 , 则 在 内 存在 可 忽略 千 N, 使 对 每 个 *#N 
与 * 在 X 内 的 每 个 邻 域 了 ， 存 在 无 穷 多 个 整数 =， 使 得 EV CORE 
U 一 Usm ws 其 中 口 取 遍 X 的 一 个 可 数 开 集 基 .》 

12) a) 设 Goo 是 实数 序列 ，m 是 不 大 于 的 一 个 整数 , La 是 由 具 
有 下 述 狂 质 的 指标 ; ARER: FERNEN p, EA O< r<, B. 

B rfp tee + ppd, 
MED 4>0。 (注意 ， 和 如果 16 re， 且 ? 是 具有 二 述 性 质 的 最 小 整数 ， 别 
i+ 1 sf 十 P 一 1 属于 Lm. ) 

b) 设 x RRBEZN 是 XxX 上 的 正 测 谋 ,是 xX 到 自身 的 正常 连续 映 
射 , 使 得 测度 产 在 «下 不 变 ( 即 xz = A)。 对 每 个 可 积 函数 1 令 h =h 
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B= poA k>), HEDER m, 设 4 是 满足 下 述 条 件 的 ~& X 组 成 的 可 
NER: 对 于 pm, 和 jo(*) + f.(z) + T+ GO 之 中 有 一 个 大 于 或 等 斑 


0. 试 证 [Cx)apks)>>0，( 对 每 个 正 整 数 * 与 每 个 xE X, 考虑 序列 


his) oatert; 
Ja) 应 用 到 这 个 序列 上 ,并 记 L,CO 为 相应 的 指标 集 ;车 对 每 个 sn + ms 
AB Ba EEI A Lolz) 的 *EX 所 成 的 集 , 则 由 a) 推出 
AOON 
£), 
另 一 方面 ,注意 对 于 0<A<n, 有 Be = N An), EEE AHER "A 


ODS, IE) + m [Ia 


184 KE 4 的 并 ; 试 证 | OCS GRAAE. 
°) 设 a ERM, c 是 可 积 系 ;使 对 一 切 *EC， 有 
a<lim, sp L 5 FON 
= Poken 


试 证 (C) < f jde). 《把 5) 应 用 到 函数 1 一 apc E.) 

9) ita, 是 两 个 实数 “<2， 忆 是 使 得 

lim, inti 号 Hselim, sup L 5 PO 
w kmo ka Z keo 
的 *EX 的 集 , 试 证 是 上 可 忽略 的 ,( 首 先 由 °c) 推出 5 是 可 积 的 ,然后 把 1) 
应 用 到 函数 G 一 5)gz 5 (e — Ppr 上 ， 同 时 注意 <(B)CE.) 由 此 证 明 ,对 
几乎 一 切 E E, 序列 
C Ere) 

政委 于 一 个 极限 产 (>7: 六 是 可 各 的 ;内 POC) = G) 几乎 处 处 成 立 《G 
D. Birkhoff 遍历 定理 )、( 取 前 文中 的 ,6 为 满足 。< 的 所 有 有 理 数 对 .》 

E) 此 外 , 试 证 着 x 为 慰 M [yta = yae, (归结 为 / 非 负 的 情形 ,并 


BESET NARONE | 1 de< | 41 让 再 转 向 一 般 情形 .》 


9 BEKAR, F(X) ~ 1,358 上 RAREN a), 使 得 几乎 处 处 
有 limg,(z) = Ke), 2 BDE , 存在 非 负 上 可 积 函 数 G, 使 对 一 切 整数 ”， 
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|z.|<G 几乎 处 处 成 立 ， 斌 证 ,在 这 些 条 件 下 ,序列 
CÈ awo) 


g 
几乎 处 处 收 化 于 产 (*)， 《归结 为 1 = 0 的 情形 。 对 每 个 满足 0o<e<1 的 e， 
存在 8> 0， 使 对 x 的 每 个 清 足 MB) < 5 的 w 可 积 子 集 6, 有 ,Gd < m 
(13.15.5), B-D FEE 68 m, 使 得 满足 

glet) <= 
=€ X ÉE 4, 的 测度 以 妇 )>>1 — 3, 设 G, kz 4, EGF, E x — 
4 上 等 于 G 的 函数 ;对 于 02, 对 一 切 *E xX， 我 们 可 以 写 

| Saey |< | Dac) |+ 1 S cdc). 


ron 
于 是 由 c) 推断 ,使 得 


Jim ,sup 


1 |> ° 
BJ z€ X 的 集 的 测度 <28.) 

13) 没 x 是 局 部 紧 空 间 ,上 是 X 上 的 正 测度 , "是 到 自身 的 连续 耻 册 ; 
满足 ， 对 每 个 “可 息 咯 集 N, w "CN 也 为 上 可 组 路 的 。 X 上 的 可 测 实 全 
数 7 称 为 关于 = 为 不 变 的 ， 如果 fos 与 关于 上 几乎 处 处 相等 ，X 的 上 
可 测 子 集 4 称 为 关于 “为 上 不 变 的 ,如 果 它 的 特征 函数 关于 为 1 不 变 的 。 

a) 试 证 ;为 使 可 测 函 数 ð 关于 «为 上 不 变 的 , 必须 有 只 须 对 每 个 有 理 数 
y EIOS 的 =6 区 所 成 的 集 关 于 u WEKEN, (为 证 明 所 述 条 件 的 
HAERERE Ë z€ x 的 集 .) 

D AFRNBE AERD, MEPE FKE REBASTE 
RAAM RF ç BARM MRRT o9 PREN z WERA 
能 是 几乎 处 处 等 于 一 个 常 值 的 通 数 ， 此 时 ,对 区 上 多 个 /可 积 函数 /函数 


PGD = tim (L ECs))) 
用 平 趟 处 等 于 一 个 常数 ;如果 X 是 紧 的 刚 此 常数 等 于 
OMEO) SHEE), 


反之 ,如 果 X 是 紧 的 且 对 每 个 上 ERAR p, 15 几乎 处 处 等 于 一 个 常数 , 则 # 
RRR. 
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°) 取 X 为 C 内 的 国 局 0 |e] = 1, #3 Lebesgue METE [0, 1] 到 
EARR re 下 的 象 测度 、 试 证 ,如 果 9 是 无 理 数 ， 则 隐 射 3 ze ea 
保持 世 林 亚 且 关于 上 是 遍历 的 (利用 Ba 定理 ,13.4 问题 7)。 

d) REXER u 关于 上 是 遍历 的 、 如 果 4 与 了 是 两 个 上 可 测 CE, 
试 下 

tim L S KAAN B) = pOAB CX). 


反之 ， 如 果 这 个 关系 对 % 的 一 切 可 测 子 集 对 4, 3 成 立 ， 则 # KT e N B; 
的 . 
e) 假定 x 是 紧 的 ,* 关于 上 是 遍历 的 。 试 证 ,如 果 非 负 可 测 函 数 / 使 得 
lim L Sac) 
se n gama 
几乎 处 处 存在 , 则 f 是 可 积 的 (把 1 看 作 有 界 项 数 递增 序列 的 极限 )。 

D 假定 X 是 紧 的 , #* 关 于 4 是 遍历 的 , 且 Supl) = X*， 试 证 对 几乎 一 
UJ z € X, (a )Xn2-0) 所 成 的 集 在 x BERBA. 

14) 设 X 是 紧 空间 , ” 是 X 到 自身 的 连续 映射 ，x 是 X 上 在 上 下 为 不 变 
HEME B A(X) = 1，4 是 X 的 上 可 测 子 集 。 对 每 个 z€ A, 以 x(x) 表示 
MER (e) € A(x 之 1) 的 最 小 整数 >。 如 果 令 4, = CA), By = (X 一 
A), 则 使 得 a*) = m B) z € 4 的 集 是 ANB, NBN e N Baai NAs 因而 函 
数 en(a) 是 可 测 的 , 

a) 令 m = 1, an = BCB NB, Noe N Ba) WEHT m20, A 

MANB, NB Nm N Bai N BaN Ampi) = =, — ampi + empa, 

b) 试 证 通 项 为 sw 一 tap 的 级 数 收 伍 , 且 它 的 项 形成 一 个 递减 序列 (把 
“= — “se 看 作 一 个 集 的 测度 ); 由 此 推 负 tm ma 一 car) = 0, 

°) 设 .是 所 有 5, 的 交 , 试 证 

[ PC) = 1 一 KB-) (Kae EA). 
【利用 a) 与 b),) 考虑 “关于 & 为 遍历 且 pC4) 大 于 0 38836. 
d) 假定 * 是 双 射 , 且 “ 关 于 上 是 遍历 的 , xC4)>0， 设 En 是 使 得 
na) = m 
的 x*€ 4 所 成 的 集 , 试 证 E,C(m2 1) 的 并 在 4 内 的 余 集 是 可 忽略 的 (参阅 问题 
lla). 并 证 明 , 对 于 满足 m1 5 olram ORAR O, m), 集 En) 
两 两 不 相交 ， 并 且 这 些 集 的 并 在 x 内 的 余 集 是 可 忽 路 的 〔“ 角 谷 静 夫 摩天 
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E). 

15) ik! R 上 的 下 半 连 续 ( 或 上 半 连 续 ) 洋 值 函 数 , 《是 局 部 紧 空 间 ; 
Hay g 本 是 普遍 可 测 的 有 限 实 值 函 数 , 试 证 Kw,，…, 8) TE RTM E 
阅 问题 7). 

16) 记号 周 12.7 的 问题 3, 试 证 存在 C" 到 C 的 ”个 普遍 可 测 瑞 射 — 
mG) (1SA<o)， 使 得 


P (X) = X" + tX” + a + 8 TT x e), 
in 
CRRA ETIE RRI 15.) 

17) 设 了 是 4.2 UB 2A) 中 所 定义 的 在 1 = 0, 1] EERROR E 
FEK (Conor 三 分 集 ) 上 的 限制 是 环 到 1 上 的 一 个 双 射 ， 设 = 是 由 a(*) 一 
= 十 Xe 所 定义 的 函数 , 则 ?是 了 到 A = [0, 2] F0j— FEE, 使 得 e) 
是 (关于 Lebesgue 测度 ) 测 度 为 1 的 紧 集 (然而 上 是 可 名 路 的 )， 若 ke) 一 
OE), B| 3 1 ESE 88 ACK) 关于 Lebesgue 调度 不 是 可 忽 
ES. k, É 4 是 关于 Lebesgue 测度 的 不 可 测 集 , LAE eE) 内 , ME 
s= 4 (1 人 是 可 忽 咯 的 ,因而 是 可 测 的 ; 尽管 4 连续 且 9 是 可 调 的 ,但 是 
函数 psok 却 是 不 可 测 的 (参阅 (16.23)》。 

18) a) 设 了 是 在 RR 上 有 定义 此 法 续 的 有 限 实 信函 数 ， 试 证 存在 定义 于 
RR 上 的 普 谢 可 测 实 信函 数 z, 使 对 一 切 <E1R), 有 fzC(x)) = = (参阅 12.7 
问题 1)。 

b) 我 们 假定 存在 ! 一 [0 11 分 解 为 族 (Hes 的 一 个 划分 ， 其 中 每 个 
二 关于 Lebesgue 测度 都 是 不 可 测 的 ， 且 具有 连续 绕 的 基数 。 又 设 了 是 集 
X + s GRF a € Z) YF, 其 中 是 Cantor 三 分 集 《4.2 问 题 2)， 则 上 是 关 
于 Lebesgae 测度 为 可 忽 路 的 闭 集 ， 试 证 ,存在 尺 到 呈 上 的 汉 射 ,使 得 Pn] 
my n + ETTER H, B. £ #E CP 的 每 个 连通 分 支 区 同上 是 线性 的 . 
因而 # 关于 Lebesgue 测度 是 可 测 的 ,然而 它 的 着 喘 射 却 是 不 可 测 的 。 

19) 设 x 是 局 部 紧 空 间 , /是 xX 上 的 正 测度 ，D 是 在 R 内 处 处 稳 密 的 避 
数 集 ， 试 下 ,为 使 X 到 在 的 映射 A eTA, BARREN ED, BE 
Koar BJ x € X BJ 8525 P AN. 

20) 假定 上 是 有 界 的 且 HCO = 1， 斌 证 ， 对 每 个 非 负 可 积 函数 r, Bl 


YIT 严 是 可 职 的 ,车 令 4 一] zk 则 
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VTTA<| V l+ Fipa 


(利用 13.8 问题 14a))。 

21) 设 X,Y,Z 是 三 个 局 部 紧 空间 , 若 f: X—Y 5 z; Yoz 是 两 个 普遍 
可 测 映射 ， 试 证 gf EEIN. 《为 证 明 ef AT x bE ENE 
XAW, PEAN 为 紧 的 情形 ,于 是 在 Y CAEM C) (13.4, 问题 
8).) 特别 是 ,如 果 BC Y 为 善 遍 可 测 则 产 '(B) AETA. 

22) 设 X 是 局 部 紧 空 间 ，、Y 是 紧 空 间 。 上 是 X 上 的 正 测度 ，(j)s>s X 
到 Y 了 的 上 可 测 映 射 序列 。 试 证 存在 Nx x $| NAIA (p, =) (2), 具有 
TIR: 1 对 每 个 正 整数 ”与 每 个 正 整 数 z, 集 075《m) 是 上 可 测 的 ;2 对 
每 个 *EXs: 序 列 (josen(*))zze 在 了 内 收敛 .〈 可 以 如 下 进行 : 在 Y 上 取 一 个 
距离 ,定义 满足 4.2 问题 3a) 中 条 件 G) 与 Gi) 的 普遍 可 测 集 4,CY, HE 
得 4 Ar = $ (使 用 与 该 题 相 同 的 记号 )。 然后 用 归纳 法 按 下 面 的 方式 定 
义 集 BCX: 假定 已 定义 了 B, 使 对 每 个 "< B,, EA GCN 有 无 穷 多 项 
属于 4,, 则 我 们 定义 Be 为 使 得 序列 〈 卢 (*)》 有 无 穷 多 项 属于 A; 的 =€ B 
所 成 的 集 , 而 Bre 是 B, 在 B, 内 的 余 集 。 TEREX, Hit Ca 是 已 经 
定义 好 的 序列 , 它 由 0 或 ! 构成 使 得 老 9 = (ciers 则 对 一 切 p, z 都 属 
于 乌 ,。 用 归纳 法 按 下 面 的 方式 定义 0,(*); A) 是 使 得 #.(z) € A, 的 最 小 
整数 n, 而 0K*) RE tK) € A, G > a, (3) 的 最 小 整数 *。 利用 问题 
21 证 明 这 样 定义 的 OX*x) 是 所 所 问题 的 解 .》 

23) 设 上 是 xX 上 的 有 界 正 测度 ，# 是 非 负 的 上 可 积 函数 , 试 证 存在 下 半 
连续 函数 8, E r> 《约定 110 = + co) 且 时 可 积 (约定 0 (+ co) 一 
0). 《归结 到 f 为 有 界 的 情形 ; 考虑 使 得 和 *)<<1/7 ËD z € X 所 成 的 集 如 把 
03.7.9) 应 用 于 这 些 集 以 构造 2.》 

24) 设 x, v 是 两 个 局 部 紧 空间 , FÆ x 上 的 有 界 队 测度 , < 是 x 到 了 的 
上 可 沈 陕 射 ， 对 每 个 函数 JE SF (Y), WIE fox 2) = R, HLA 

m | Goryap 
还 是 Y 上 的 正 测度 *， 这 个 正 测度 ” 称 为 上 在 = 下 的 象 ， 记 作 r). E 
13.8 问题 12 与 13.9 问题 10 到 14 的 结果 . 

25) 设 X 是 紧 空 间 , (E) 是 X 的 可 积 集 的 有 限 划分 序列 ,使 当 m>= 时 。 
Ön T @, (问题 7?)， 放 负 可 积 函数 序列 C1,) KARTEN EVNER, 
如 果 : 
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1° h E DENE LETANG 

2° mon, MIEN AE Dns 有 ,ja = | 1. (用 形象 的 语言 
说 ,就 是 在 6, 的 每 个 集 4 E, j 所 取 的 值 笔 于 fn 在 4 上 的 平均 值 ). 

a) 设 ,是 两 个 实数 ,0 <a < 5, 5 是 使 得 


lim, inff a) <a <b <lin, supfa#) 


t= X 所 成 的 可 积 人 入, 试 证 E. RTIAI. CARIE, BE Ea) > 9. 
对 每 个 正 整数 设 疡 是 满足 下 这 条件 的 项 4 的 并 4 属于 划分 r> r) 
2—, B ¿nsa qx. EP = 站 Fo COSH) 0, HARREN 
EM, ARER? SENER AN KaHo 的 46 i (这 里 + 是 大 于 或 等 于 
P 的 素数 )， baC An F.)<ap( A) H a> RAF; hp a EST +o, B P 
Ë +e, 由 此 即 可 导出 矛盾 .) 

b) th a) 推断 ， 序 列 fp) 几乎 处 处 收 北 于 一 个 可 积 隐 数 1 ( 取 4， 5 为 有 
理 数 并 利用 Paou 引 理 )、 


c) fa [ze spna | /ae WME X = [0, 1] 为 Lobesgue 
测度 ,而 5 为 由 区 间 [o, T 27, 2HE, ea |Z, 1] gro masa. 

D 设 4) — mp 术 *) 试 下 存在 常数 C > 0, 合 对 每 个 “>0， FRB 
是 使 得 KOD a K a MRM WCE) <Cja (注意 本 是 已 的 并 ,这 里 到 是 
使 得 /Cx)>a 的 <ExX 的 集 ). 

26) 采用 与 问题 23) 相间 的 角 定 ,并 设 o Ex 分 解 为 上 可 积 集 的 另 一 有 
限 划分 。 对 每 个 *6 x 与 每 个 整数 0， 设 BEa 与 46 5, 是 划分 0 与 Ga AAR 
中 * 所 属 的 集 。 若 的 4) = 0, € fz) = 9; # aC A)>0, $ 

IE) = WEN AJACA). 

BEFA Cz)) N ERERE F—4"ERIB8 /CƏ < 1， 且 序列 G.) 平均 收 人 
于 1.( 注 党, 对 每 个 集 360, AR poha 光碟 关于 测度 va p EKBER 
用 问题 23.7 

27) 设 大 是 紧 空间 ， 其 测度 KX) = 1, a = (Aiaren 是 X 分解 为 可 积 
集 的 有 限 划分; 对 每 个 Ex， 设 Aca 是 “所 属 的 集 ， 数 Kasa) 一 
一 esp( Ai) 称 为 点 = 对 应 于 划分 = 的 信息 ; 数 

Ha) -es ants) = — 2 AoA a0 


= 
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(约定 + 一 0 时 slogt = 0), 称 为 划分 < (关于 测度 u) 538 (对 应 于 «的 信息 
PHE). 
设 8 一 (Bicace F x DRED TRR ERR 8 
H(a/8) = 一 > B(A: N Ba logC HCA; N Bo) E(B) PD 


称 为 上 关于 B DA X Bln Aun B T eE) = ARA 0, FoR 
由 -一 个 集 X 所 成 的 划分 , 则 豆 (eyo) = Hla), 


a) 若 (aiara 是 x 分解 为 避 积 集 的 有 限 划分 的 有 有限 序列 ,区 M “aR 


示 精 于 所 有 =; HERAUD HAZ ERRA A NAN -n ESR 
《其 中 每 个 4, 属于 =; ) BRRR ANUA EE a Va, V… Van, 

若 <。8,7 是 X 分 解 为 可 积案 的 三 个 有 限 划分 , 试 证 

HCCaV 6)/r) = HCafr) + H(8/(z Vr))> 
特别 有 
H(a V 8) = H(e) + HAJA), 
由 此 推断 , 若 = 粗 于 B, 则 HCaf7)<HCEJY), 特别 有 ROSH), 
b) 采用 同样 的 记号 WER 8 ATY, 则 
H(a/8)2:H(e/r) 

《利用 函数 hogt 在 [0, 1] 上 为 凸 这 一 事实 )， 特 别 有 H(ay>H(afr); 对 
任意 的 «a, 8 与 7, 有 HCCaVB)/7)<HCajY) + B(8/r), 特别 有 HN) 所 
H(a) + H(8). 

28) X ERSE, 其 测度 ACX) = 1, ”是 X 到 自身 的 上 可 测 肌 射 , Wi 
E: alp) 一 上 (问题 24)、 设 < 是 分 解 为 可 积 集 的 有 限 划分 ; 若 

“= (Aaaama 

出 以 Ca) 表示 由 集 AA) (1 <k=<m) 所 构成 的 划分 。 

a) 采用 问题 27 的 记号 , 试 证 极限 

(uya) 一 tm La(Y =") 
a 

ERAR, CE s = H( V KA), 利用 风 题 270) 证 明 Pata <en + 
然后 作 如 同 证 明 (15.2.7, O) 时 的 推理 . ) (u, «) 称 为 = 关于 a DA. 试 
E Aa, e)<H(a) (利用 问题 27)。 

b) 将 x 与 6 是 大 分 解 为 可 积 集 的 两 个 有 限 划分 , 试 证 

Aua V 8) < A(u,a) + ACH, B)y 
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Alua) < Ma,8) + H(a/8). 
此 外 ; 荐 = 813 B, WJ AG, e) < X, 8) (利用 问题 27)， 
c) WE 


Mua) = limu (a f v o). 

《利用 问题 27, 对 > 作 归 纳 法 证 明 
s (Ve) = He) + š H (Gi 

4) 试 证 ,对 任何 下 整数 ,有 
kusa) = afu, Yiia) 


Jeo 


yro) 


ama 


《注意 右边 等 于 
mt 


smlu( V =G) 


s= n na 


并 利用 问题 7》。 若 再 假定 * 是 双 射 且 w" A E SINI, AEREE m T 


Aya) — h (=. Y a w) 
《方法 相同 ). 
DE LOEN suphu, a), 其 中 FOA x RA HERR ARIARI 
Ay, Ef AG) 称 为 {关于 测度 +) 6588. REEERE m, 有 
Hum) — mhlu) 
《注音 


Kar, ayi >, VIa) ) = oo， 


ja 


PERE” ERY H AH PRA) = AGO. 
f) 试 证 ;车 * 是 恒 等 映 射 tx, 则 皂 1z) = 0。 由 此 推断 , ira F sek 
P, Ee = 1x, Bi AC) = n, 


10. 向 量 值 通 数 的 积分 


首先 考虑 XX 到 有 限 维 实 向 量 空间 E 的 映射 f， 设 Cecen 是 
互 的 一 个 基 ， 且 对 每 个 ze X, 2 f(x) 一 Doe 于是, 如果 
= 
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BARERNA A eR, WEF S GOT 2) TRAR p 可 积 
的 , 且 令 


(3.10.1) [rant 一 > (OZO) Jen 


易 见 这 个 定义 不 依赖 于 基 的 选取 。 又 如 果 |zil EEX ERE 
扑 的 范 数 , 则 有 下 面 的 准则 : 
《13.10.2》 iE X F E A f OR. AMERA ETME 


r IE laee) < +e, 


此 时 函数 < — EO 是 可 积 的 。 
事实 上 ， 根据 (13.9.6), F 为 可 测 等 价 于 O < ; < n) 都 可 
测 ; 另 一 方面 , 存在 两 个 常数 a, 5, 使 得 。 D EOIS 
ED AON G.9.1), 因而 由 (13.9.13) 5 (13.9.6) 即 得 所 需 的 结 
论 ， 

特别 是 ,为 使 复 值 函 数 p EX ETRE, KER RS A 与 .zf 
都 可 积 ,此 时 有 


| jdn 一 | (Dan + i | CepDan, 


让 此 立即 得 到 
f Jag = Í jdr, 
区 到 蕊 的 zt 可 积 映 射 所 成 的 集 SEA 是 C 上 的 向 量 空间 ， 


而 1 一 | t 是 这 个 向 量 空 间 上 的 线性 形式 ， 此 外 ,对 任 一 可 职 复 
HEM BETRI, BE 
(13.10.3) |[ rer] < | ilaa. 


事实 上 ， 由 于 I= (CEAP + CZp22, 所 以 |f| 可 测 
(13.9.6) HE 
iD < LHH) + LIY 
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出 此 直 (3.913) 即 得 第 一 个 论断 ， 另 一 方面 ,存在 复数 ,使 入 
[Z| 一 1 有 tx(D 一 "pCD1, 从 而 
LECI = EEEN) = KEN) < EC) 

这 就 证 明了 (13.10.3)。 

设 EF 是 有 限 维 向 量 空间 的 对 侦 空 间 ， 则 所 有 k 可 积 等 价 
F, HED EE, RI r> (Fa), z) 可 积 《 因 为 它 是 的 线 
性 组 合 )。 对 此 可 作 各 下 推广 :给 定 集 7, 把 X 到 向 量 空间 K GE 
E K — R C) HRA e> f BHRR a TR IRIE a€ 
1, B% z — f,Ça) 为 4 可 积 。 
(13.10.4) i} E Æ Friche 空间 , BF' 是 它 的 对 侦 空间 (12.15), 
z— f, E x SJ E 的 纯 量 可 积 胰 射 ， 使 对 E 中 的 每 个 收敛 序列 
Ca), 存在 定义 于 X ERENER gs 使 得 g) < +0, 且 对 
H n, |F,Ça,)| < g(x) 在 和 内 几乎 处 处 成 立 。 这 时 ， 在 吾 上 存 
在 连续 线性 形式 ze E', 使 对 每 个 ze 五 ,有 

Cz» zy = [| EANG. 

H (3.13.14), 只 须 证 明 , Æ (a。) E: E di 5 F z 的 点 列 , 就 有 
[EAA = tm |#,Ca,)48G0, 而 这 可 由 (13.8.4) 得到. 

这 样 定义 的 线 任 形式 z 称 为 函数 + — F, 关于 的 积分 (或 
能 积分 ), 记 作 | fdx(*)， 于 是 对 一 切 we E。 有 


3.10.5) (sz, | Far) = ZOLO 


特别 当 E 是 Hilbert 空间 时 , 由 于 到 它 的 对 侦 EF 上 有 一 个 
FREESE x > jz)(12.15), 因 而 可 以 定义 X 到 的 缉 量 可 积 映 
射 + 一 F(x) 的 概念 ,这 是 指 对 每 个 ze E, RER r — (Fa) lz) 
可 积 ;如 果 函 数 x — 上 Cx) 可 积 , 则 根据 C13.10.4), 存在 的 
唯一 元 素 , 把 它 记 作 | f(x)dplx) 并 称 为 的 积分 (或 能 积分 ) , 满 


足 ; 对 一 切 z€E E, A 


-Ile 


(13.10.6) (j FG) lz) = | (FO |2)de(#). 


fl 题 
1) 如 果 X 到 R! 的 映射 x 一 六 是 纯 量 上 可 积 的 ; 则 把 R: 的 元 
< Ekaina) 
称 为 所 给 映射 的 积分 ， 记 作 | 4ah(z)， 如 果 对 一 切 ze x, 五 属于 R' 内 的 一 


AEREA 4, EIR x 可 以, HCX) = 1, 则 积分 | AA 也 属于 4 (利用 
12.15 问题 13)。 

2) 设 E ETAR Brechet gA), E 是 它 的 对 个 空间 (12.15) ”基于 
Habn-Baoach 定理 《12.15 问题 1)， 把 每 个 z€ E 对 应 到 E 上 的 线性 形式 
= — <=; z'> 的 线性 映射 ca 是 三 到 Re RR SIRT RE 积 拓扑 时 ,ca 是 
连续 的 。 如 果 K 是 的 紧 子 集 ， 则 cs 在 天 上 的 限制 是 K 到 R” 的 于 空间 
caCK) 上 的 一 个 同 胚 (12.3,6)。 

a) PEKEE fE 53k, x SJ At f KOS EBE 上 可 积 的 ,如 果 对 
RT eE, KARR z — CG), s> 是 上 可 积 的 。 应 用 前 文 与 问题 1, 斌 


证 存在 唯一 的 向 量 =eK; EIJ r EE, 有 《zz> = | REE); 


我 们 把 这 个 向 量 记 作 | Ae 或 [KOW REA FRA. 


特别 是 。 如 果 x = K, 4 是 恒 等 映射 lc, 则 对 K 上 的 每 个 总 质量 等 二 1 
的 正 测度 p, K 的 元 

b, = | zapta) 
KA P UN b. 

b) EE E 0-3, QE H RADE K 是 紧 的 (证 明 它 是 准 紧 的 ), 它 
STARRY 1 且 其 文集 包含 在 如 内 的 正 测度 的 重心 b. Puk ID. (EE, 
当 取 遍 总 质量 为 ! 的 正 测度 所 成 的 浊 PC w, GE) BRAE pb, XF P E 
ROUEN R? 的 积 拓扑 在 上 上 的 诱导 拓扑 是 渤 续 的 。 并 利用 13.4 问题 
12.) 

3) BERTAS Fréchet 空间 , AE E I EDIN, 试 证 每 个 在 内 下 
半 韦 续 的 凸 函数 (13,9， 问题 14) ; 是 一 个 函数 族 的 上 包 络 (12.7)， 这 个 族 
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中 的 竟 数 是 3 上 的 连续 仿 射 线性 函数 “ 即 形 如 =-— + Mz) 的 函数 。 这 里 * 
是 E 上 的 连续 线性 形式 ,而 “e R) 在 4 上 的 限制 。( 把 Haha-Banach 定理 应 
用 到 满足 ze 4 85 62:82) 的 (zy 5) € Ex RARAC L.) 

4) 设 E 是 可 分 实 Prtchet gsi, K BE E BT, 4 是 KK 上 的 总 质量 
为 1 的 正 测度 , 5, 是 + 的 重心 (问题 2)， 试 证 ， 对 每 个 在 多 上 为 下 半 和 连续 的 
PARMAR r, 有 K) < | u (利用 问题 3). 

5) a) 设 E 是 可 分 Fréchet SKEE HEDT, z 是 天 中 的 点 。 斌 
证 K 上 的 每 个 总 质量 为 ! B DL z 为 其 重心 的 下 测度 上 上 必 属 于 如 下 的 集 的 粗 
Buta; 这 个 集 由 所 有 总 质量 为 1 具有 有 有 限 支 集 并 以 = 33 CEST HEDI 
组 成 。( 设 是 + 关于 粗 配 拓扑 的 邻 城 , 它 由 X 上 满足 下 述 条 件 的 测度 :组 
成 : 对 某 些 函 数 # EEE), 有 lX) UDSA, 证 明 存 在 有 限 个 点 
a EK, 且 对 每 个 ; ,在 K 内 存在 ay BORB W ERSE W 覆盖 ,二 
对 一 切 让 与 一 切 ?6 Wi, 有 

1O) — a) <8/2, 
试 证 (应 用 单位 连续 分 解 ), 可 写 & = D eon, 其 中 jp; 是 总 质量 为 ! 且 其 支 
集 包 含 在 W 内 的 一 个 正 测度 ,而 e0, Dast BUR z E p 的 重心 ， 
证 明 v = Dae, 的 重心 是 z 且 v eV ) 
日 


b) RK 是 Kk 的 紧 子 集 ， 使 得 Kk 是 K HALO. HE zer Ek N 
点 (12,15， 问题 5), 必 须 上 且 只 须 ez 是 K' 上 唯一 的 总 质量 为 1 且 以 = 为 其 重 
心 的 正 测度 (利用 a) 证 明 所 述 条 件 的 必要 性). 

6) 设 E 是 可 分 实 Fréehet AR], K Æ E DRAT E REEK EFE- 
个 严格 凸 的 连续 实 值 盘 数 ，〈B 上 的 连续 仿 射 线 狂 函数 在 上 的 限制 所 成 的 
集 坟 是 可 分 可 度量 化 空间 gaCK) 的 一 个 于 空间 ,因而 包含 一 个 处 处 稠密 序 
列 Ch). 利用 Hahn-Banach 定理 证 明 ,对 于 适当 的 纯 量 nx> 0, RE 

D =<: 

是 所 提问 题 的 解 .》 

7) 设 下 是 可 分 实 Fréchet S, KÆ E ROF, * 是 K 上 的 连续 实 
EARR, GcEx 只 是“ 的 图 象 , s 是 6 在 ExR 内 的 闭 晤 包 . 

4) 设 v 是 具有 下 述 性 质 的 “的 下 包 络 : w 是 E 上 的 连续 仿 射 线性 函 
数 , 且 在 K 上 及 z) 滨 x(z); RUES 是 满足 ze 天 与 wz) < £ < wz) 的 点 
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C, E) e Ex 及 组 威 的 集 ， 《根据 tshapanach 定理 ，$ 的 点 (zy 6) RAR 
下 述 中 质 的 点 : 对 于 在 Ex R 上 活 续 的 每 个 仿 射 线 幅 函数 4 只 要 满足 : 
考 对 一 切 ?6 有 (>, C) > 0, 就 有 Ms 56) 之 0， 利 用 问题 5.》 

b) 试 证 ,如 果 * 在 K 上 是 严格 的 的 , 则 对 每 个 不 是 中 的 沿 点 的 =eKy 
# s(2) <), 

9 试 证 ， 对 每 个 点 ze X, 存在 K 上 的 正 测度 > GA z 为 重心 且 合 得 
*(2) = | “GG (把 问 题 2p) 应 用 到 Ex R RARIK G A S E). 
由 问题 + 推断 ,在 KIEF e LPAR Ma) = a), 

8) 设 E 是 可 分 实 Fréehet NR, K ER WEAF. 

a) 试 证 k 的 端点 集 # 是 K 的 开 于 集 的 一 个 序列 的 交 ， 因 而 是 普 这 可 济 
的 。( 在 空间 KxKx [0 1] RARER (7,2, 的 集 ; 其 中 一 zz" B. 
0 < 1 < t, Ei B4EBk 83 (z, z”, D — Az + G — z” FOR K — 
x.) 

b) 试 证 的 每 个 点 是 x 上 的 一 个 正 测度 上 + 的 重心 ,的 总 质量 是 1 B. 
使 得 PCK — M) = 0 (Choauet 定理 (利用 问题 6 与 7)， 

9) 把 问题 2 到 8 的 结果 推广 到 MCA) 的 出 的 且 粗 丈 紧 子 集 的 情形 ， 
这 里 x 是 紧 空 闻 ( 大 阅 12.15。 问题 13). 


1L. P RES L' 空间 


在 本 章 中 ， 以 下 我 们 约定 把 函数 C, y) 一 zy 延 拓 到 整个 
R x R: 当 因子 z, y 之 一 为 0 而 另 一 为 coo 时 , $ zy = 0 G 
个 延 拓 当然 不 是 连续 的 )。 在 这 样 的 约定 下 ,对 R KEN r y, z, 
仍然 有 x(yz) 一 (xy)s, 且 关系 x 所 y, z > 0 蕴涵 xz < yz. 
对 到 目的 任 一 映射 了, 令 


(3.11.D NG) = |" 1f an, 
ND = (fan) = wa. 


《13.11.2) 对 X 到 及 的 任何 非 负 映射 fg 对 于 等 于 1 或 2, 都 
有 
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(13.11.2.1) Nef + g) <N) + Nog). 

对 于 p = 1, 本 命题 已 被 证 明 (13.5.6). HF p = 2, 我 们 首 
先 证 明 广 义 Cauehy-Schwarz 不 等 式 
(13.11.2.2) N Gg) < NONGO). 

(这 里 我 们 采用 上 面 引进 的 关于 R ERFRHDDE.) 

如 果 此 式 右边 两 个 因子 之 一 是 0, 则 此 不 等 式 为 真 。 因 为 , 例 
如 设 Natg) 一 0, 则 g 是 可 忽略 的 ,从 而 z 也 是 可 忽略 的 (13.6.3)， 
故 由 所 作 的 约定 ，jg 也 是 可 忽略 的 《13.6.3), 于 是 (13.11.2.2) 的 
两 边 都 等 于 0。 如 果 此 式 右边 两 个 因子 之 一 是 + eco, 则 此 不 等 式 
仍然 成 立 《 按 照 同 样 的 推理 )、。 这 样 我 们 可 以 假定 (13.11.2.2) 右 
边 的 两 个 因子 都 为 有 限 且 不 等 于 0, 而 这 就 推出 (13.6.4) f 与 z 
几乎 处 处 有 限 。 现 在 注意 到 ,对 于 两 个 非 负 实数 ob 不 等 式 

2ab << to + r 1 
对 任何 纯 景 :>> 0 成 立 。 鉴 于 (13.6.5) 与 (13.5.6), 由 此 淮 出 


2 r fed < fr GP + ripa Ss r Pan + a r pap, 


Br 一 Nae) ING) 即 得 (13.11.2.2)。 
于 是 ,为 对 ? = 2 证明 (13.11.2.1), 仍 可 限于 MO 与 Ng) 
为 有 限 且 了 与 8 为 非 负 的 情形 。 贝 于 (十 g》* 所 2(f 十 g), 首 
先 可 推出 Ni(f + 8) 为 有 限 。 我 们 也 能 限于 NG + g) >< 0 的 情 
E. kih 由 本 节 开 始 的 约定 ,有 (十 8g 一 ff 二 8) 十 z( + 
8)， 因 而 《(13.5.6) 5 (13.11.2.2)) 
(Nf + z))° = M(G + g) NGG + 222 
+ N,GG + 8)) 
< N,(DN(f + g) + N,G)N,( + g)» 
ENG + g) > 0 除 上 式 两 边 , 即 得 (13.11.2.1)。 
(13.11.3) 对 于 非 负 函 数 的 任 一 序列 (f,), 当 ”等 于 1 或 2 时 ， 
有 


{13.11.3.1) N, (>: f) < > Nafa) 
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对 于 p 一 1, 本 命题 被 证 明 《13.5.8)。 对 于 一 2， 推理 是 
类 似 的 。 m= (A) 构成 的 序列 是 递增 的 , 且 以 


(Z) 
为 其 上 包 络 、 由 《13.11.21) 并 对 x 用 归纳 法 , 即 有 
Ne < 31 NGD 


只 须 把 《13.5.77) 应 用 于 序列 (ga) 即 可 . 

ARERI # 可 积 (有 限 ) 实 值 函数 所 成 的 集 SkA) 
(13.7.3)， 并 已 看 到 这 是 一 个 向 量 空间 。 同样 ,使 得 疡 为 可 积 的 上 
可 测 有 限 实 信函 数 f 所 成 的 集 形 成 一 个 向 量 空间 SRX P) OB 
记 作 Sk (8) 或 绕 %w)， 事 实 上 ,只 须 注 意 ， 如 果 上 与 中 可 测 且 瑚 
与 喇 可 积 ， 则 f + g 可 测 ， 且 据 (13.11.2.1》， 由 《13.9.13) RIA 
G+ 可 积 。 

变 注 意 , 可 以 有 这 样 的 函数 f, 它 是 不 可 测 的 , IB ft NIE PLEI 
的 (问题 2). 

在 用 语 随便 时 ,我 们 说 Lk 2) 是 平方 中 可 积 函数 空间 . 
由 于 对 ?一 1 或 p 一 2, Np《af) 一 la | NGO 对 一 切 纯 量 a =< 0 
成 立 ,所 以 由 (13.11.2.1) 得 知 , Ne 是 Z RCX) 上 的 半 范 数 。 在 
这 两 种 情形 下 ， 使 得 N,()) 一 0 的 函数 f 的 集 N 是 可 忽略 (有 
FR) 实 值 函数 组 成 的 向 量子 空间 《13.6.3); 对 于 由 半 范 数 N, 所 定 
义 的 拓扑 ， 空 间 ZRA O 一 般 不 是 分 离 的 。 高 空间 LRA 

= LRC, PIN OBCE LRO R Lk), ST p — 1R 
职 函数 的 等 价 类 了 所 成 的 空间 ， 而 对 于 一 2 是 平方 可 积 函数 的 
等 价 类 ? 所 成 的 空间 《13.6)。 只 在 x 内 几乎 处 处 有 定义 且 有 限 
的 函数 ,如 果 它 的 类 属于 Lr 也 称 为 平方 可 积 函 孝 . 

对 于 属于 同一 类 ?e Lk HER ANO 都 是 相同 的 ,把 它 
WENG). 由 《12.14.8) BRF > NG) È LRO = 1 RP= 2) 
上 的 一 个 范 数 。 
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《13.11.4) 《Fischer-Riesz 定理 ). 对 于 p 一 1 或 ? = 2, Mii 
ZE LRO, P) 是 完备 的 ( 即 是 Banach 空间 )。 更 精确 地 说 : 
G) 设 (gs) 是 函数 序列 , z, 所 属 的 类 属于 Lro B. 


D Nele) < +o, 
=i 


则 以 g, (2) 为 通 项 的 级 数 在 R 内 几乎 处 处 绝对 收 敏 ,如 果 令 


G) — 21 G), 


则 《儿科 处 处 有 定义 的 ) 函数 8 所属 的 类 属于 Lk, BEREZ 
i Lk hH g = x: š. 


Gü 设 Ga) 是 函数 序列 ， 使 得 j 所 属 的 类 构成 的 序列 G) 
是 Lk 中 的 Cauchy 序列 ， 则 存在 子 序列 (fn) ， 使 得 Gru) 
在 R 中 几乎 处 处 有 极限 f(x); 对 于 每 个 具有 这 种 性 质 的 子 序列 
ao f 所 属 的 类 了 属于 Lk, 且 是 序列 (9。) EREE Le RHI 
极限 、 

G 设 G) 是 属于 SRA D 的 通 数 组 成 的 序列 ,使 得 
序列 (f(x)) 几乎 处 处 收敛 于 极限 f(*)， 且 假定 存在 函数 +€ 
Sk(X, 癌 ， 使 对 一 切 ”几乎 处 处 有 fal < As ， 则 类 子 属 
于 Lho 且 是 序列 G) EREZA Lk 中 的 极限 。 

为 证 明 工 和 是 完备 的 ,显然 只 须 证 明 G) 与 Gi). T p = 1, 
论断 G) 已 被 证 明 (13.8.5)， 对 于 一 2, 由 假定 与 as. 11.3.1) 得 


AER > leai 几乎 处 处 有 限 (13.6.4)， amen Š |z, Gz)| 
ER HLE. i Daw # R pL A, B 


于 几乎 处 处 有 |gC)| 所 Sin 所 以 由 (13.11.3.1), 有 


NG) < +o. iths ECET 《13.9.11)， 因 而 它 所 属 的 类 属 
于 了 8， 由 于 对 一 切 ” 与 几乎 一 切 *<X 有 


77， 


< D Roh 


LETZT 


gD) — Teal) 
k=1 

根据 (13.11.3.1) 推出 

N, (z 一 Sa) < > Ne) 


== Roostl 


当 # 充 分 大 时 , 它 可 以 任意 小 , 这 就 证 明了 关系 式 多 一 X. 
关于 (i ,为 证 明 第 一 个 论断 ,只 须 证 明 ,对 于 一 个 适当 的 子 序 
列 Gdo BRO + D, a, (2) aa) 几乎 处 处 收 全 
kzi 


且 如 果 JG) 是 它 的 和 GHO 几乎 处 处 有 定义 )， 则 在 Lk 中 有 
了 一 各 ?为 此 ,根据 假定 ,我 们 可 以 用 归纳 法 定义 序列 C) E 


对 一 切 外 > 1, 有 


Noass — f) < 2 
G, = 1). 于 是 由 G) 得 知 , 级 数 
mE + D Gs) — $G) 

k= 
几乎 处 处 收敛 , 且 如 果 (x) 是 此 级 数 的 和 , 则 在 LR HA 

了 一 Hz 
由 于 Q.) 是 Cauchy 序列 ,因而 在 Lk 内 也 有 了 一 im}, (3.14.2), 
为 证 明 第 二 个 论断 ,只 须 用 子 序列 Ga) (假定 它 儿 乎 处 处 有 极限 ) 


代替 序列 Ga) 并 应 用 上 面 的 推理 即 可 ， 
现在 来 证 明 Gü), 对 每 个 #, 考虑 函数 z, 一 jos 一 


f+t|， 它 是 非 负 可 测 的 《13.9.11), 且 由 于 |gs| < 站， 所 以 gr E 
于 红 多 《13.9.13)。 序 列 (gw) 是 递 碱 的 , 且 由 假定 , 它 几 乎 处 处 趋 
F 0, 因而 lima N,Gz,.) = 0 (13.8.1), 这 表明 序列 Q.) 是 Le 中 
的 Cauchy 序列 ,由 GD SRE ERAT 
如 果 乡 多 中 的 序列 G) 关于 由 半 范 数 N, 定义 的 拓扑 收敛 于 
vg 


fe 终生 , 则 当 一 工时 , 称 它 平 均 收 效 于 太 Ta p = 2 时, 称 它 均 
HRAT 注意 ， 可 能 发 生 这 样 的 情形 ; 对 任何 z € X, 序列 
HED 在 民 中 都 不 收 合 ( 间 题 1)。 
(13.41.5) 设 如 CS 和 是 在 ZR AERE ETEEN N, 
所 定义 的 拓扑 ) 的 函数 集 ， 于 是 对 每 个 函数 je Sh, PERTE 
的 函数 的 序列 《go) ， 使 得 序列 (ga《x)) 几乎 处 处 收 化 于 f(x), B 
序列 《gw 在 Sh 中 以 了 为 其 极限 。 

这 由 (13.11.4》, 与 下 述 事实 立即 得 到 : 在 度量 空间 Lk H EF 
在 中 的 函数 所 属 的 类 组 成 的 序列 (a) CA F ARER (3.13.3). 

特别 用 于 @ 一 A rO 的 情形 ,就 有 : 
(13.11.6) G) 当 # 二 1 与 9 二 2 时 , 子 空间 .YRCX) 在 

CX, E) 


内 处 处 稠密 ， 

Gi) 对 X 的 每 个 紧 子 集 开 ,由 红 和 (X 的 的 拓扑 在 .20R(XK ,#:) 
上 所 诱导 的 拓扑 粗 于 由 范 数 I 所 定义 的 拓扑 。 

Gii) Banach 空间 LCX, P) 是 可 分 的 (P = 1 或 2). 

对 于 p 一 1, 论断 G) 已 被 证 明 (13.72). AE p = 2 的 屋 
形 ， 可 以 限于 证 明 : Lk 的 每 个 非 负 函 数 f 属于 A CX) 的 闭 
包 。 根据 (13.7.2), 对 每 个 8 > 0， 存 在 函数 we .OY aG, ER 
N.(P— a) < e. 又 由 于 |P — t| < | 一 wx|, 故 不 妨 假 定 * 为 
非 负 ,因而 可 设 # — e2, 其 中 we SZ RCX) 且 非 负 ， 然 而 此 时 我 们 
Alfe Ps- elh TERR 

(N,G@ NFE NSD ENAP — |) < s. 
为 证 明 (让, 只 须 注意 ,对 每 个 函数 gE H R(X;K), A 
N,(e) < IlI). 

最 后 , 设 《K。) 是 紧 集 的 递增 序列 ， 它 形成 X 的 覆盖 ， 昌 使 得 
A RCX) 是 所 有 X RCX; Ka) 的 并 (3.18.3). BAREA n 
在 Banach 空间 A RCX; K,) 中 存在 处 处 称 密 的 序列 (gm)w> 
《《7.4.4) 与 (3.10.9)), 于 是 由 (i) 与 (认得 到 ,二 重 序列 (gr)sim>s 
E LRA, H) 内 处 处 稠密 。 
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注意 , 如 果 1€ Sé (X , p), 不 一 定 总 能 求 得 等 价 于 FERR 
了 与 属于 A ROO 的 限 数 的 序列 (f,), 使 得 序列 (f(x)) 在 X 内 
处 处 收 化 于 了 Cx) (问题 3)。 

我 们 已 经 定义 可 识 自 信函 数 所 成 的 向 姑 空 间 S€e(X,, e) 
0310), 同样 ,用 LEX, P)O Le) 或 52) 来 表示 使 得 
jf 为 x 可 积 的 #* 可 测 复 信和 函数 所 成 的 集 。 此 外 ,对 每 个 复 值 
函数 户 用 (13.11.1) 定义 N.(D 与 NXf)。 由 于 复 值 限 数 为 可 
测 等 价 于 SJ 与 Z Sol Nl, E. EN 

sup( | BI ,| Z|) < NH EIE + |Z; 


# 
k(x,z) = LX DIL RX H). 

上 面 证 明 的 SKOOR A ERST ERETI ZX, 
m) (p 一 1 或 2) 的 情形 ,同样 可 定义 Banach 空间 LOCX, #), 也 
记 作 LeU) 或 Lk, 

此 外 还 有 : 
ILD 设 f 与 8 是 属于 ZRA, u) GNR, Zoe 
两 个 函数 , 则 乘积 fg 属于 ZRO, z) GANI, SbX, 内 )。 空 
闻 Lk(X, z) (相应 地 ,LHCX，z)》 对 于 Hermite 形式 
BaD GD AD = [OA 
是 可 分 Hilbert 空间 ,而 根 应 的 范 数 是 NA). 

事实 上 我 们 已 经 知道 此 时 fg 是 可 测 的 《13.9.8.1)， 因 而 第 一 


个 论断 由 (13.9.13) 55 3.112223 得 到 。 第 二 个 论断 贝 第 一 个 论 
WELE Fischer-Riesz 定理 《13.11.4) 与 (13.11.6) 得 到 ， 


A E 
1) 8a = [0,11 上 的 Lebesgue MIR. 对 每 个 整数 z= 2t + 
KO < k < 24), 设 户 是 在 区 间 [42A + D EST MEKKA 
等 于 0 的 函数 ， 试 证 序列 G) 平均 收敛 卫 岁 方 政 剑 于 0， 然 而 对 任何 > 上 mp 
TED ARER. 
2) 设 4 是 包含 在 ! = [0,1] 内 的 关于 Lebesgue 测度 的 不 可 测 集 , / 是 
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在 4 上 等 于 1, 在 工 一 4 上 等 十 A WAR eR, Am 了 却 不 可 
a. 

3) 考虑 13.8 问题 4b) 中 定义 的 序列 《4 如 )， 设 号 是 集 Aap 当 n BU 
正 整 数 时 的 并 , 试 证 , 对 每 个 非 空 开 区 闻 JcP R] NESIN — B) 都 具 
有 正 测度 。 设 了 是 几乎 处 处 等 于 pr 的 函数 ， 试 证 不 存在 1 上 的 连续 函数 的 
EF Ga) 使 得 它 在 7 的 任何 点 处 收敛 且 其 极限 等 于 1, 《注意 了 必 在 7 的 每 
个 点 处 闻 断 ;并 利用 12.16 问题 3.) 

4) 假定 上 是 有 界 测度 ， 且 其 总 质量 为 1; 设 (44).exen 是 X 的 可 积 于 集 
的 有 限 序 列 ,使 对 每 个 都 有 HA) = c>0, 

#se>1 B. e> (1 一 er 一 1), 试 证 存在 两 个 不 同 的 指标 i 六 使得 
BCA; AD>: — e, (JJH Cauchy-Schwarz 不 等 式 并 用 反 证 法 .) 

5) 设 O) 是 属于 和 Xs p) (p = 1R 2) 的 函数 组 成 的 序列 , 它 几 乎 处 
处 收敛 于 函数 六 

4) 试 证 ， 如 果 对 一 切 # 有 NO), WER 1 属于 RX, p) B. 
NKS CR Faou 引 理 )。 给 出 一 个 例子 , SB. p = 1 而 NA#) 不 趋 于 
ND. 

b) 进一步 急 定 序列 OGD AF NO) WE NO 一 P) AT o, 
《证 明 对 每 个 8>0, ft x IE T E K 与 整数 和， 使 对 sm, 有 


fia [Alanas > 


6) 设 1 一 J0, 1], 4 是 Lebesgue 测 底 ， 在 空间 LRC, 4) hA BEM 
# (e 是 实数 ), 当 => 一 十 时, 它 属于 这 个 空间 , 

设 (eO 是 由 互 不 相 辣 的 指数 (这 些 指数 均 > 一 二) 组 成 的 序列 。 风 为 使 
HERRA => E AKO 内 形成 一 个 全 序列 ,必须 县 只 须 它 满 足下 面 三 个 
条 件 之 一 : 

1° 存在 co) 的 路 辣子 序列 , 且 其 极限 大 于 一 +; 

2° imar = -48 > las + +I = +eoi 

3° lima, = +o B. D, a = +o, 

(对 每 个 正 整 歼 =, 利用 Weierstrass 定理 计算 ME 一 KOD 89] ME, Bth 
f 取 饥 前 ”个 函数 六 的 线性 组 合 的 集 ;为 此 利用 6-6 问题 3) 与 公式 
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TI G — aN ~ b) 
ae 人 1 ) a= — C — 
si + by TÍ G +) 


其 中 (a) O) 是 两 个 由 五 不 相等 的 正 娄 组 成 的 任意 序列 (Cauchy F3 
或).) 由 此 推断 ， 为 使 由 1 与 这 些 es 组 成 的 函数 序列 (这 里 lima, = +00) 
在 空间 @aCi) 中 是 全 摩 列 ,必须 目 只 须 D az: = 十 co (Mšntz EM). 
7) 在 #k(x, p) R LEX, w) 中, 称 樟 数 序列 (1;) 为 正规 正 交 的 , 如 果 
这 些 函数 所 属 的 类 构成 的 祝 列 在 相应 的 Hilben 空间 中 是 正规 正 交 的 ， 
a) 设 OD 是 正规 正 交 的 无 限 序列 ， 且 在 X 上 一 致 有 界 , 试 证 ,如 果 鼎 有 
界 , 则 存在 正 测度 集 4, 使 对 4 的 每 个 点 *, 有 21 Aele +o, (BEL 


证 法 ,注意 序列 Cf-) 不 可 能 用 平 处 处 起 于 0.) ` 

b) BEELER, G) 是 一 致 有 界 的 正规 正 交 无 穷 序 列 , 试 证 ,如 果 纯 重 
序列 (a) 使 得 以 cf.(z) ARRU PEREG, Mi lima, = 0 (应 用 
Eropos 定理 于 序列 《| “sj| 97) 上 ,证 明 存 在 纯 量 序列 (5), 使 得 

limó, = 0, 

且 在 一 个 正 测度 集 上 ,有 22 | 加 (x) = + co，( 取 序列 (6), 使 
得 22 |i| = 二 co, 应 用 Eropos 定理 于 D | 所 | 和 加 | 的 部 分 和 , 并 进行 
反 证 法 推理 .》 

°) 设 Ca) 是 色 * 中 的 序列 , 试 证 下 列 三 个 陈述 是 等 价 的 : 


<) 对 于 每 个 使 得 通 项 为 fu(z》 RRENEN L EA 
Con), 有 ima, = 0, 


8) 对 于 每 个 使 得 通 项 为 fC*) 的 级 数 在 一 个 正 测度 集 上 绝对 收 化 的 
EN C) E D lal <+, 


O 8 x ARAMES EDIM 4, 有 mint | [| 加 >0。 
(利用 Eropos 定理 证 朋 r) 蕴涵 e) 5 8), 用 反 证 法 证 明 相 反 的 论断 , 此 时 
BEFRA a), B f alde < C/E), JFE oa, = k, 而 对 = e ay 取 
m=0.) 
D REAR G) 是 s: 中 的 一 个 序列 ， 试 证 下 列 三 个 陈述 是 等 价 
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的 : 
a) 对 于 每 个 使 得 潘 项 为 m) 的 级 数 几 乎 处 处 收敛 的 序列 〔“)， 有 


lima, = Ò, 


8) HPE TES aafe) BIRIP EA AR KRIE A (as), 
AÈ lsi <+, 
r) 存在 5> 0* 使 对 每 个 其 余 集 的 测度 <5 的 可 测 集 4, 有 
Jimint f | 天 ap 0。 
《与 c) 的 方法 相同 )。 由 此 推断 ,如 果 序 列 Cr.) 是 正规 正 交 且 一 致 有 界 的 , 则 
它 清 足 这 三 个 条 件 ; 从 而 以 aC) 为 通 项 的 级 数 几 乎 处 处 绝对 收敛 的 一 个 
必要 充分 条 件 是 > [al < + co CRI b). 


8) a) 设 Gaiaren 是 LECK, p) 中 的 正规 正 交 有 限 序列 ， 则 存在 不 依 帧 
于 ”的 常数 使 对 每 个 秘 效 有 限 序列 (CE 有 


wp | > aah | < legn) > laj’. 


GBE, EN in k; = Zn. 对 应 于 数 i 的 二 进展 开 式 ， 
把 这 个 和 分 解 为 亚 多 ， + 1 个 部 分 和 ,使 得 二 Don 这 里 对 每 个 o R 
者 如 一 0, BE p, odu ™ 

D afa kZ, 


LT 


利用 Cauchy KEA 
Ilter D leal 


= 
证 明 
[later + 1) $? tal 
= 
4 react 时 , 取 指标 > 2 的 内 等 于 0.) 
b) 设 (Whaa EAT + co 的 正 整 数 递增 序列 ，( 加 )>: 是 2CX， 
B) 中 的 正规 正 交 序列 , 试 证 ,如 果 序 列 Ga), 使 得  w(2]|oo|:< 二 ca, 且 


(m) 是 使 得 wa) < 十 工 的 一 个 整数 序列 , 则 os — 2 oj; 所 成 的 序 
IN 
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列 在 六 中 几乎 处 处 收效 。《 设 1e (Xs n) 对 于 正规 正 交 系 ( 太 ) 的 系数 是 
an (6.5.2) EENE — s) = n: S l, = (k + 1 — Kho fB Bh Abel 88; 
分 和 方法 (13.21 问题 6) 以 得 出 通 项 为 r, 的 级 数 收敛 ,) 

°) 假定 序列 Cen) 使 得 > [ax[* Cogn) < + oo RIERS D anfa JUP 
处 处 收 伍 (Rademachor-Mennmos 定理 )， 《首先 由 b) 推出 o, FRASA 


几乎 处 处 收敛 然后 利用 a) ER MRA a= osup | 名 一 :|， 则 通 项 为 
aail 


[ae 9820638.) 

5) BENEH S, AT LORELLA a), HIELE OO = t, 
Wu E L: 的 一 个 范 数 小 于 或 等 于 【的 连续 自 同 态 (“收缩 ”), 使 得 它 在 L+ E 
的 限制 也 是 一 个 收缩 (换言之 ,在 己 中 ,有 NU PENO). 设 P 是 

1 k 
So 
的 强 航 限 (12.15 问题 12), 这 是 的 一 个 自 同 态 ,使 得 P = PU = UP = P, 
RIF r ESTEA L 的 一 个 自 同 态 , 它 满足 同样 的 关系 式 ， 且 对 一 切 fe 
LE 


CHE 12 EL KARS NOSNOG) ARN). 

10) 假定 测度 + 有 界 且 CX) = 1, w E x 到 自身 的 上 可 测 映射 ， 它 使 
BRRR (13.9 问题 24)。 这 时 :对 每 个 函数 # ELX), U f = fou 所 
BORRRAT f 所 属 的 类 ,因而 定义 了 工 ' 的 一 个 自 同 态 , 仍 把 它 记 作 > 
U. j, CERNU DNG). VEL RMEL IERT. 

2) 设 P 是 书 到 它 的 在 了 下 为 不 变 的 向 量 所 成 的 子 空间 上 的 正 交 投影 
这 里 忌 如 问题 9 中 所 定义 , 试 证 对 一 切 Ye 2 A N (PD <GlP - D. 

b) WEHE EL 与 等 个 8>0, 存在 整数 *, 使 对 一 切 正 整数 m, 有 


N, LS .Ne 
N. 人 i- 之 U j) < 

°) 由 此 推断 对 每 个 可 测 集 4 CX 与 每 个 8>0, 存在 正 整数 n, 使 对 每 
个 正 整 数 m, FERN k, WER mimin, 并 且 KAN 


APSA) — ë (Xunuua 统计 常 返 性 定理 ), 
d) 对 每 个 函数 16 gh 与 整数 令 
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tu a a 


试 迹 极限 
x= 
FLE) = im L BY (CG, HN) — CF PY 
= x £ 


几 平 处 处 存在 目 有 im dp = 0 这 里 P 。/ 表示 属于 尖子 的 一 个 函数 


《利用 Birkhoff ADER), 

°) MAELA, p), 上 且 儿 乎 处 处 有 藉 =) 2 0, 试 证 在 几乎 一 切 点 x & x 
处 ， EKO = 0 或 CP' NE) > 0 (考虑 使 得 (P， (2) 没有 定义 或 等 于 堆 
的 x € 所 成 的 集 ND. 

11) 设 xX 是 可 度量 化 的 紧 空间 ,是 x 到 自身 的 同 还 , 1 是 x 上 满足 下 
述 条 件 的 非 负 测度 所 成 的 集 ， 这 些 测度 的 总 质量 为 1, 且 在 ”下 不 变 ; 此 时 
TEMCO 的 一 个 非 空 相 疏 紧 子 集 (13.4 问题 9)， = é X 称 为 (关于 «的 ) 
氢 正 则 点 ,如 果 当 = 趋 于 + ec 时 ,测度 


2-3 
Pra — L D lE) 
a = 


RRPAARRRC AARE use 站 .我 们 把 x 的 拟 正 则 点 所 成 的 集 记 
Eo Ae € 8 称 为 (关于 «的 注 历 点 ， 如 果 测度 u, 是 遍历 的 (13.9 问题 
13); 把 这 样 的 点 组 成 的 集 记 作 E， 点 * € 9 称 为 稠密 点 ,如 果 * 属于 p. 93: 
集 ;把 这 样 的 点 组 成 的 集 记 作 D. R — En D 的 点 称 为 (关于 = 的) 正则 点 . 

a) 试 证 R 的 余 集 (从 而 9; 下 了 的 余 集 ) 关 于 任 一 不 变 测度 ”< 了 是 可 
忽略 的 ，( 为 证 明 对 任 一 测 麻 > €T, 9 的 测度 均等 于 1, 应 用 Biikthotf jp 
定理 于 在 FCX) 内 莘 密 的 一 个 序列 中 前 函数 上 .为 证 明 D 的 测度 为 1, 汐 虑 xX 
的 拓 外 的 一 个 可 数 基 Cu), 且 对 于 使得 DC Us 的 每 对 (ms n), 2918 x Si 
10, 11 的 连续 映射 Zams 使 在 Ve 上 ase) 一 1 而 在 X 一 Us 上 gma(*) = 0; 
对 每 个 这 样 的 函数 应 用 问题 10). 最 后 ， 为 证 明 的 测度 为 1, 应 用 问题 
104) 证 明 ( 使 用 与 问题 10 相同 的 记号 ), 对 于 一 个 测度 Er 


J e; DG) — P -KOP = a 


对 几乎 一 切 * 与 一 切 f€ @(X) 成 立 ; 取 7 为 在 BCX) 内 称 密 的 一 个 序列 中 
的 各 个 函数 .) 
b) 试 证 ;对 于 MCX) 上 的 粕 酬 拓扑 , 在 《13.107 的 意义 下 , 对 每 个 测度 


-185e 


ven 有 
v= [ Gy, 


E 了 的 端点 关于 “是 遍 历 测度 (参阅 13.10 间 题 9). 

°) 对 每 个 遍历 测度 >e 1, WO GAMM, R) BER m 一 > 的 * € 0 
《相应 地 ,x € R) 的 集 ， 风 测度 集中 在 R, 上 《13.18); O, 与 ,分 别称 为 对 
应 于 "的 报 乏 历 集 与 全 历 集 。 这 些 0, 相应 地 , R.) RO GED, R) 的 
一 个 划分 ;有 有 CO) = 9,, CR) = 叉 ， 试 证 ,对 于 每 个 使 得 C) = E 
BE F, A FNR, = R, Ñ FR, = @, 

D 斌 证， 对 于 每 个 使 得 aC) — 下 的 非 空 闭 集 7, 有 Rn Pe (BBR 
于 | 为 正则 的 那些 点 》。 

o) 设 “是 由 1x 与 《生成 的 广 群 ， 试 证 对 每 个 关于 + 的 极 小 闭 轨道 
02.19 间 题 6), Æ CZ) = z, Di Rn Z<, RRB, REA EX, 
关于 "的 闭 轨道 (同上 面 所 引 题 号 ) 0C*) 与 R 相 交 ， 并 且 0(z?mR 是 遍历 集 
R, 的 并 。 

E) 对 每 个 =e x, ku E — FMI EE MCX) 中 的 序列 《pr=) RRB 
WEOE) = t, 

8) 试 证 ， 为 使 测度 上 * 6 是 注 历 的 ， 必 须 目 只 须 存在 注 历 集 R 使 得 
a(R) = 13 此 时 还 有 上 一 《利用 b) 证 明 所 述 条 件 是 充分 的 )， 

D 试 正 ,如 果 * € x 使 得 0(*) 只 包含 一 个 遍历 集 ， 则 = 是 一 个 遍历 点 
GWA D) 5 e). 

D 假定 I 只 含有 一 个 测度 w, 则 9 = x, B z = D Ë v RR CHI 
DD 并 且 它 是 关于 4 的 叭 一 的 极 小 闭 轨道 。 RAP. HS BRI E ECO 
数列 G z KANDJAT = € x 一 到 收 全 于 | 2. GERNE nX 到 
MCAD 的 映射 =err 关 于 粗 朴 拓扑 是 连续 的 ,并 利用 (7.5.67.) 

12) 对 于 每 个 实数 氏 0<p< + oo) SARA RENAN 令 

wD = ( tan). 

a) 对 p>1, 令 9 一 p/p — 1). WERF x 81 R 058 898 h z, 有 
Ni(fg)<N,(JON a) (Hšlder RER). CHEE 20, 4 之 0 iaa 
1 的 点 (rse)6 生 所 成 的 集 是 目的 ,并 且 利 用 《13.5.6) 作 类 似 于 13.8 问题 
140) 中 所 用 的 推理 。 注意 (13.11,2.2) 的 证 明 只 是 这 个 拟 理 的 特殊 傅 形 .》 

b) WUE, 如 果 S> 0g > 0P > 1, BJ NKE + g) S NKE) + Ne) 


?1859 


(Minkowski RER). (考虑 使 得 220, 5220, HP 十 aDSL 的 点 Co 5) 
所 成 的 集 ,方法 相同 . 》 

e) 把 (13.11) 的 结果 推广 到 ?是 满足 1 < p < + oo 的 任 一 实数 的 情 
#. 

3) 假定 p> 1, 2 / € Sh, z € g$ E-W aF 08, UAE 

NGE) = N (fN LEY 

成 立 ， 必 须 目 只 须 存 在 两 个 常数 => 0, 8>0, 使 得 几乎 处 处 育 j = 
LEONA ú 

*) BEWE. EERIE ACX) = 1。 试 证 ， 对 每 个 > 0 与 每 个 使 得 
六 为 可 积 的 非 负 可 测 函 数 1, 映射 NC) 在 区 间 l0, z] 上 是 逆 增 的 《 利 出 


Hae 不 等 式 )。 当 9 一 0 时 , 它 的 极限 是 exp ( |“ air ae), 5 
了 los|#|du = 一 bo 
时 ,这 个 表达 式 应 当 用 8 RE MENEER 0, MILERE e) 0, 
如 果 czp (| eljlae) = | I126, 出 函数 P| 几 学 外 处 等 于 常数 . 
D 设 /是非 灸 上 可 油 汪 过 ;对 每 个 «>0, 设 A BEBOR EX 
组 成 的 集 ， WR (e Zb, W AA) < |a. RZ uM EER E 


上 且 存 在 两 个 常数 C>0，e> 0 使 得 KES ) < Ca Ha > 0 成 立 ， 则 
f€ Si (BR 13.9 问题 3)。 

13) Ë f ÆR = ]0, +co[ 上 的 非 负 实 什 隐 数 , 它 关 于 Lebesgue WEE 
TW, ERS Rro), 

a) EA 让 [0， + co[ 的 每 个 紧 子 集 上 可 积 ; 特别 是 ， 对 每 个 * > 9， 


Haye [| IG) 有 定义 (利用 Bier 不 等 式 )。 当 BTO RET + ok 


商 FE 2 趋 于 0《 用 同样 的 方法 ). 机 
b) 试 证 函数 F(x)/* 在 ]9。+ co[ 上 ? 矫 可 积 ,上 且 让 (Hardy RER) 


te AEGON P p ye 9 
| Ee < Er] oas 
CERBI ENCON 的 情形 ; 对 每 个 紧 区 间 [a HCR HAARA 
分 法 与 Bode 不 等 式 求 出 可 分 | (Ya rm) O 
14) 设 # 蚌 一 个 正 数 。/ 是 满足 下 列 条 件 的 上 可 测 蜂 什 滨 数 :1°|j|? 8. 


vagya 


上 可 积 的; 2° 对 0 <: <, 叶 是 上 可 积 的 、 试 证 当 * 趋 于 0 hf, 
Ns (ett 一 1 一 及 
BFPO CRI 一 “+ ir, 其 中 4，" 是 实 函 数 ;注意 如 果 令 we 一 光一 1 一 zy 
则 当 0 委 ， 科 :时 ,有 wo/ 和 we/x。 如果 0<p<1, 利用 初等 不 等 式 
i (IPLE + P, 
这 里 “是非 负 的 数 ， 最 后 ;应 用 (13.8.1) 与 (13.8. 人 ).) 
- 15) 设 GQ.) 是 严格 递增 的 正 整 数列 4 是 有 理 整数 。 对 每 个 正 整 数 
s, 令 
ja = L beans 
N 5 


= 


EB 
DE fi aysa 


牙 敛 。 另 一 方面 ,注意 对 于 me<N<(m + 1), 我 们 有 
JO- o] Z 


并 由 此 推 瞩 ,对 几乎 一 切 ( 关 于 Lebesgue Wet 1]; 序列 OC) Jia 
KATO MHAR, XLP E [0, 1], % = Ae 一 [jez] 所 成 的 序列 
关于 Lebesgue 测度 是 等 度 分 配 的 《13.4 问题 7). 

16) 设 UES gk(X, a) 的 一 个 区 数 ” <<1( 即 使 得 NV- 有 D < 
NG) ERARA ERAR >o WH U ,9>0(13.6)， 对 属于 类 7 的 
ENER UU ， T 表示 感 于 类 U .了 的 一 个 函数 ， 

a) 设 (01) 是 由 属于 sh 的 入 数 组 成 的 序列 ， 它 几乎 处 处 收 伏 于 本 数 j， 
并 县 存在 函数 Fe sk, 使 对 一 切 4， A hla 试 证 在 这 些 条 梓 下 ， 序 列 
(U+) 多 平 处 处 收 敏 于 U + P (可 以 只 限于 1 一 0 的 情形 ; 并 考虑 函数 
zs = tupito) 所 成 的 序列 )- 


，t WERNERA REA a)r D 
Wis tty a) 一 十 二 
AR Ca a) 0s 则 也 有 二 和 sp) = sup Gn t se + h), RIE 如 
Non s t)>2>0,WD9484 ari € R, 有 
e DEET CTT CROES N 
°) 对 每 个 函数 E Zh, 试 证 几乎 处 处 有 


188 > 


有 
(利用 1) 与 下 述 事实 : 对 于 Lk DAR hs o fs LEER 


Sp U.P <U. Mp h. ) 
isas 


4) RE 是 满足 下 述 条 件 的 > 和 x its ie, 存在 正 整 数 4, 使 
得 Ka + ÅU a AE) Ft Co 1X9>0, RE 


[>o 
Jacey 


(E. Hopf IX 338). (IER 2, 设 E.G) 是 满足 下 述 条 性 的 * 组 
成 的 集 : EAER k, 0 < k < a — A, W HUU 2) + =. + (U 
JD(z)> 0。 惠 用 *) 证 明 j... > o, ) 由 此 推出 13.9 问 题 12 中 的 极 大 
ROEA. - š 

17) Bg U 补足 问题 16 的 条 件 , 此 外 还 假定 ,对 每 个 :>0， AR 

. KOS: 

fE x 上 几乎 处 处 起立 绚 洒 IG. DG) < :几乎 丸 处 成 立 ， 当 呈 为 有 界 且 对 
TRE E U + c 一 “时 ,这些 条 件 必 尘 足 

a) REEE I ç ek 与 每 个 :>0, 几乎 处 处 有 
(1 人 一 
《 考 屿 这 样 的 函数 : HOE 时 等 于 入 当 (e)> :时 等 于 2 03 G) < 
一 + 时 等 于 一 1.) 

b) WEE HEDER 7 € ek LE ERU e i BF LEHO), 
HT 

NKU DENG) 
GB G3.21.9 推出 ;对 fe iN ZR, BE (z,r)— UG) 一 t RTE 5 
]0, + oo[ 上 - Lebesgue NHF SRE E TRÉN LARARE Z; 
BAD ag te (f — D. ) 

出 此 推出 U EEA SAA 2s(lOECR A | b SC ai), 

°) WRR P 1585< + oo), f 是 属于 % 的 函数 ， 对 每 个 : > 0 965 
AF383885, 以 En O 表示 使 得 

Ke) + (U + Xx) ++ (U a Xe) >ar 

的 * € x REIRE BC1 表示 这 些 EnC) 的 并 , 试 证 各 个 Ean) 均 可 积 
H 


fenn O= Drao, 
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《注意 斑 必 力 包 含 在 满足 下 述 条 件 的 z € XRRR: 对 于 Ske- 
* 个 关系 C04，1X*)>: 中 有 一 成 立 ;然后 作 类 似 于 问题 16 的 推理 ， 为 此 注 
意 几 乎 处 处 有 . 
(+J + Una f qos tt UKU. + D+ 
KUU- itoe p Dk. f — (k + 15.) 
d) # f€ gh, Ë c) 推断 ,对 每 个 :> 0 有 


KE < La (D. . 


18) 假定 viena 16 的 条 件 ; 设 如 上 是 属于 gk 的 两 个 非 负 殉 数 
S te 是 一 个 正 数 ， 刀 是 使 得 O 

Or e NEJSE + (U + gC) 十 入 十 (DC 
Ë = X 组 成 的 集 , 试 证 级 数 waig + pagt … t pag 十 … JUPE 
化，( 注 意 , 几 乎 处 处 有 ' ' 

Paal + (r 一 Do) go (ans f — > D. J) 

i kad kmo u 

积分 此 不 等 式 的 两 边 并 借助 (13.8.5) 得 到 所 需 的 结论 , 》 ， 

b) 设 B 是 满足 下 述 条 慎 的 E xX 组 成 的 可 测 集 : 率 少 对 一 个 非 负 整数 
n, 有 (Ur ，g)(x)>0。 试 证 函数 

Tr /eg TD zg + o + Ur. 2) 

所 成 的 序列 在 B 内 几乎 处 处 趋 于 0. (HORN 门 4 与 使 得 s(x)>0 的 * 
的 集 的 交 是 可 饼 咯 的 ， 过 续 地 用 U" : ç 15 U= .fm 之 1) 代替 & 与 了 以 得 到 
所 需 的 结论 . ) 

°) 设 本 是 使 得 8C*) > 8 的 x xX 组 成 的 可 测 集 。 HEEE 

Hz) + (UI) tt O O) 
SG X) = aY T Xy + == + (PET OG 

RACH g) = sup] Rah, 1， 斌 下 ,对 几乎 一 切 =6 Bu 有 RYGH, 
(对 每 个 > 0， 设 2, 是 使 得 Re(1,2X*)>: 的 *& 5。 的 集 , 把 疗 题 164) 应 用 
F A = as DENS f “<s. 

4) 设 e ERTA DERS — 3 EXE 2(*) > 0 (参阅 
G3,15.7)): REEE I 

BC) + (Ü + OE = + (Dr. @)(8) + == = +o 

的 *《 x 组 成 的 集 x, KM o KERTIER SA U, 
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若 对 每 个 *e x, 信 Car) = OCA) + (U o PXA) HU 1 DNE) 
GE) = limG,(z) (AE x, 上 CC) 一 +co)， 试 证 对 每 个 可 积 集 AC Xo 
ta (U + pa) EG 对 一 切 t > 0 RRT D + e, 在 x, = CX 上 几 平 处 
EAP, (注意 , 若 A. 是 使 得 GK*)>: 的 * € 4 的 集 , 则 1， pa, Cn.) 


2 空间 


BEX R ORK fs 我 们 把 使 得 KG) < a (相应 地 , f0) > 
a) F r 几乎 处 处 成 立 的 实数 a 的 下 确 界 ( 相 应 地 ,上 确 界 ) 称 为 
f 在 和 上 《关于 测度 e) 的 依 测 度 最 大 值 (相应 地 , 依 测度 最 小 值 )， 
记 作 M.C) ess.sup 1 或 esssap fC) (HDE, malf), esinff 或 


essinf fC) )， 由 定义 立即 得 到 me 人 站 = —M.(—D. 


设 MAH < 十 oo 则 对 每 个 e > Ma 站 ,使 得 GO) > a 的 
x € 六 的 集 是 可 忽略 的 ;而 使 得 f(x) > M.G BD z 的 集 是 使 
IO) > r, ËJ x 组 成 的 集 的 并 , 这 里 《+。) 是 趋 于 Me。( 及 的 一 个 递 
减 序列 。 因 而 我 们 看 到 (13.6.2), 在 X 上 几乎 处 处 有 

Mf) < 1G) < Mo). 
由 此 推出 , 若 产 关 0, 则 ms (D < Ma) GE e = 0, MWA 
Malf) = +0, Malf) = — 00), 
He Oj, 关系 式 maf) 一 MoN 相当 于 上 与 一 个 常数 等 价 ， 
此 外 ,在 兰 关 0 的 情形 ,我 们 有 
infil) < cssinf fG0) <esssup (z) sup G). 


若 两 个 函数 六 g 等 价 , 则 有 
Malf) = mealg) M.(f) = MoE). 
这 就 使 我 们 能 当 f 仅 在 X 上 几乎 处 处 有 定义 时 定义 melf) 与 
Mw(), 即 定义 它们 为 类 了 中 任意 一 个 处 处 有 定义 的 函数 z 的 
muk8) 与 Molg) 的 值 . 
Epe 是 使 得 te 几乎 处 处 有 定义 的 两 个 函数 ， 则 由 定义 
立即 得 到 , 沼 M.G + Mel 有 定义 时 ,有 
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{£13.12.1) Molf + g) < M.G) + M.(0). 
同样 地 ,如 果 f 与 ?是 两 个 非 负 通 数 , 则 在 《13.11) 中 关于 乘积 的 
约定 下 ,和 恒 有 
M.G) < M.Q)M. (O). 

几乎 处 处 有 定义 的 取 值 于 RR C 中 的 函数 1 称 为 (关于 n) 

依 测 度 有 界 的 或 本 性 有 界 的 ,如 果 
Mallfl) < 十 oo 

此 时 f 必定 几乎 处 外 有限。 有田 函 数 必 是 依 测度 有 界 的 。 
《13.12.2》 《平均 值 不 等 式 ) 设 了 是 x 到 尾 的 可 测 且 依 测度 有 有 异 
映射 , 则 对 每 个 非 负 可 积 函 数 g， EA 加 《 它 几 乎 处 处 有 定义 且 有 
跟 ) 是 可 积 的 , 且 有 


(13.12.21) melf) | zas < | zas < MaC) | gav, 


此 外 ， 只 当 在 使 得 g(x) 0 的 x € Xx 所 成 的 (可 测 ) 集 8 上 几乎 
处 处 有 f(x) 一 Me(P 或 几乎 处 处 有 (x) mekf) 时 ,(13.12.2.1) 
中 的 后 两 项 或 前 两 项 才能 相等 . 

我 们 知道 fg 是 可 测 的 《13.9.8.1), 并 且 不 等 式 mre) < 
IE) < MoE) 几乎 处 处 成 立 , 因而 fg 可 积 (13.9.13) R. 
有 不 等 式 (13.12.2.1)。 另 一 方面 ,函数 MCf)g 一 如 几乎 处 处 有 
EEST MG) 一 fg。 因而 它 在 X 上 几 辛 处 处 非 负 , 所 以 仅 
当 (Me — De 为 可 忽略 时 , 才 有 关系 式 


{Qt — Dear — 0, 


这 就 完成 了 证 明 。 
特别 是 ,对 任 总 可 积 集 4, 有 
(13.12.2.2) — me(DECA) <f, jar << MADU 
308 R t CORE- -B p E n ss 0。 令 
N.(D) = M.G, 
# u= 0, QNG) = 0. 根据 (13.12.1)， 定 义 于 X HHAH. 
满足 NeCD) < 十 oo 的 有 限 实 值 (答应 地 。 复 值 ) 闪 数 上 组 成 的 集 
9 92 


ARCX, 4) OE, SZ ECX。 站) 是- 个 实 (相应 地 ，- 复 ) 向 量 空 
间 , 而 且 N. 是 这 个 空间 上 的 一 个 半 范 数 ， sS#R(X, e) (相应 地 ， 
LAK, 内 ) 也 记 作 Se RG 或 LRN, SZ (u) s, s€ Ə5. 
FE N = 0 的 函数 f 的 集 还 是 可 忽略 函数 所 成 的 向 量子 次 
ll; 因而 ZRC, H GENH LE, e) 对 于 这 个 子 空间 
的 商 空间 是 依 测度 有 界 的 可 测 函 数 的 等 价 类 了 所 成 的 空间 ， 我 们 
把 它 记 作 LRC A), 或 简 记 作 LRO), LR GHD inte LECK, 
a), REE LEUD, LE. 对 属于 同一 个 类 了 e Lk 《相应 地 ， 
Je LÐ 的 所 有 函数 fo 数 No) 都 相同 ， 拒 它 记 作 NG), 而 
了 一 Nw(D RE LR EB, LO 上 的 一 个 范 数 ， 显 然 有 
LE LAODILE, 

(13.123) 为 使 LR ORNE, LD 中 的 序列 (t) eak 1, 必 
人 须 且 只 须 在 一 个 可 忽 赂 集 的 余 集 上 ,f(x) 一 致 收 敏 于 C). 

所 述 条 件 显然 是 充分 的 .反之 , 若 f 

limN.(f =f) = 0, 

则 对 每 个 整数 mw, 都 存在 可 忽 赂 集 Hn BRER mw。 使 得 对 于 一切 
z > my RER IAE) — fa) | < 1/m 对 所 有 x € CH, 成 立 ， 这 
些 Hn DRETAR WEA (f) 在 CH 上 一 臻 收敛 于 
KON 
(13.124) 后 范 空间 CX, z) GENH, LECK, H) EZEN 
(换言之 , 它 是 Banach 空间 )， 

事实 上 , 设 G) 是 一 个 序列 ， 它 使 得 G) È La GAMH 
Lë) 中 的 Cauchy 序列 、 对 每 个 正 整数 n, 存在 整数 名， 使 对 
r k, 5 í D ka E Nofi) Elin, HRE r > k, 5 >> k, 
的 每 个 数 假 (r, D), Ë Ara 是 使 得 

IG) — G) | > la , 

的 x € X 组 成 的 集 , 4 是 集 4iss G 221, r 2 kas s I ka) 的 并 , 它 
是 一 个 可 忽略 集 。 显 见 在 X 一 4 上 ,序列 Ge) 一 致 收敛 于 极 
IGO. 几乎 处 处 有 定义 的 函数 是 可 测 的 《13.9.10) 且 在 X 一 
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4 上 有 界 , 因 而 ?ec LORD, JEL, 而 且 显然 当 r 之 如 时 ， 
有 NeGf f) < 1, Ik] E Q.) 的 极限 ， 
(13.125) 设 fe set(X, K) GRH p — 1882), gE LEX), 
D eE LEC) BN,(fg) < N, GNC). 

事实 上 , fe 是 可 测 的 (13.9.8.1), 并 且 几 乎 处 处 有 O 
< [i(x) [No(g)， 由 此 即 得 所 述 命题 . 
《13.12.6) 附注 ， 显 然 ,我 们 有 CROOCL X e). 然而 一 般 
地 说 , CROO E LRA, e) 内 的 典 则 象 在 同 范 空间 工效 X>#) 内 
不 是 处 处 稠密 的 ,和 而 且 空间 LAO, 4) 一 般 是 不 可 分 的 (问题 1)。 


问 题 


1) 设 4 是 Lebesgue 测度 , 试 证 LEOR, A) 不 是 可 分 的 ( 设 (4,) 是 两 两 
不 相交 的 不 可 忽 路 的 可 测 集 的 一 个 无 穷 序列 , 考 虞 在 每 个 4, 上 都 取 常 值 且 只 
B (8 + 1 的 函数 ). ， 

2) a) 对 工 的 每 个 上 可 积 子 集 4 588279 > 0, 以 以 4,8) 表示 满足 
下 述 条 件 的 上 可 测 实 值 函 数 1 所 成 的 集 ， 使 得 |K*)| > 3 的 点 *& 4 的 集 
MBE pCM) <, 试 证 , 在 K 可 测 《有限 》 实 舍 应 数 所 成 的 实 向 量 空间 
Gu) ERICA) 形成 0 关于 一 个 鳃 调 于 该 向 重 空间 结构 的 拓扑 的 基 
本 邻 域 系 (12.14 间 题 1); 我 们 把 这 个 拓扑 称 为 《关于 & 的 ) 依 测度 收 伊 因 扑 ， 
而 把 关于 这 个 拓扑 赵 于 极限 f 的 序列 (fx) 称 为 依 测 兽 收效 于 上 

b》 试 证 这 些 邻 域 Ae) 的 交 是 由 可 怨 路 饥 数 组 成 的 子 空 内 M Hii 
空间 SCX,p) = GX, 是 可 度量 化 的 。 

D 试 证 ;如果 G) 是 ZCX,4) 中 的 任 一 序列 , 它 使 得 (3) 是 s(X,u) 中 
的 Cauchy 序列 (12.9)，。 则 存在 子 序列 Ga) 使 得 序列 Ga (z)7 对 几乎 一 
切 x*éX 收 人 由 此 推断 可 度量 化 向 量 空 间 5CXsy) 是 完备 的 - 

4) JU RER aS FEBS f 的 可 测 实 值 消 数 序 列 O) 依 测 度 收敛 于 了 

9 试 证 ,对 每 个 有 限 数 r >LZA ROG 在 S DAREM 
密 的 ， 且 依 测度 收敛 拓扑 在 SRX e) 上 的 诱导 拓扑 粗 于 由 半 范 数 wz 所 定 
义 的 拓 持 。 

D 仍 定 x 是 紧 的 ,而 测度 上 是 扩散 的 (13.18), 试 证 对 0 在 (X, 
每 个 驾 域 /与 函数 fe gCX,p), 存 在 整数 "使 得 所 有 函数 ela 是 任意 实数 》 
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BF V + V + … 十 Vr 项 )， 由 此 淮 断 (Xx) 上 的 任何 连续 线性 形式 者 
恒 等 于 零 , 因 而 9CXsy》 内 每 个 余 维 数 为 有 限 的 向 量子 空间 在 V) 内 
是 处 处 稠密 的 . 

3) RE x 是 紧 的 而 测度 上 是 扩 赦 的 (13.18)， 

a) 设 G) 是 Re) 的 一 个 Hilbet 基 ; 试 证 ,对 于 每 个 5 >n, 
存在 X 的 紧 子 集 Y， 使 得 p(X — Y)<S5, 并 且 (os 在 LRC, py) 内 是 
全 序列 ，( 利 用 问题 2e)55 26) 证明, 存在 由 如 (指标 r>) 的 线性 组 合 组 
成 的 序列 , 它 依 测 度 收 化 于 然后 利用 问题 2 与 Eropoa 定理 .》 

b) BE Een] BH EBE 3, 848 H) 在 AD 内 是 全 序 
列 . 《选取 4 >0， 使 得 及 18 不 属于 多 了 CEsz)， 然 后 证 明 任 何不 可 忽略 的 
函数 都 不 可 能 与 所 有 A (2) 正 交 .) 

D 设 是 不 小 于 1 的 有 限 球 、Z X, p) WTE H SW PK, 
如 果 对 每 个 。>0, 存 在 :1"* 的 紧 子 集 KER — E EH, H jxel i PE; 
2° 数 8 >0, 使 对 一 切 满足 AE 5 的 可 积 集 4, 不 等 式 falil due 对 一 
Wie yr, . 

a) WAUEESEFTIRUE H F RAER SEG N, 所 定义 的 拓 
扑 是 相同 的 、 如 果 只 假定 如 在 s? 内 有 界 ,同样 的 结论 是 否 成 立 ? 

9) 为 使 Sk(X,n) 中 的 序列 O 收效 ,必须 全 只 须 它 是 等 度 可 积 且 依 
MERK. 

°) 恨 定 测度 上 有 界 且 COSL HOD 是 se HORREA ERE 

Nm fida = ñm fl anllan sli NC 一 ID 一 0 
试 证 jim 人 zx 如 = 0 (AIM 52, 
d) BUT P 的 假定 与 o) 中 相同 , (fa) 是 sk 中 的 通 数 序列 ,使 得 
和 和 ep = um [Islan = nm f llan = 1, 
试 证 在 这 些 条 件 下 , 有 lim NC — P) = 0。( 利 用 Cauchy-shwaz 不 等 式 ， 
归结 为 c) 中 所 考 囊 的 情形 . 写 
B —#l<li— lall + I| Al 
与 
li = EAE A A D 
5) WF EEREN 1 为 展期 的 实 信 消 数 , 且 在 1 = [0,1] 上 关于 Lebesgue 
“95 


测度 可 积 
a) 试 证 对 [0,1 上任 一 有 界 可 测 确 数 ,有 


DAKONG = ( row Xj VOLA ). 

进而 如 果 在 [0,11 上 还 是 有 界 的 , 则 上 述 关系 式 对 [0,1] LERA 
数 # 都 成 立 , 《从 下 为 有 界 的 情形 开始 ;首先 禾 虑 J 在 [0，1] 上 连续 的 情形 ， 
然后 用 连续 函 数 明 近 乡 ' 中 的 /。 当 无 界 时 ,归结 为 非 负 的 情形 ,并 用 有 
界 函 数 的 递 冀 序列 台 近 F.) 

b) 由 忆 推 出 ,对 于 每 个 在 R 的 区 间 [s,8] 上 可 积 的 隔 数 ,有 

tim fs ntdt = EALO cos midi = 0, 

c) 设 9 是 丸 到 T = R/Z 上 的 典 则 映射 上 是 上 的 测度 、 它 是 1 
上 的 Lebesgue 测度 在 9|! 下 的 象 ， 则 在 紧 群 了 中 的 平移 下 是 不 变 的 〔 参 
阅 《14.4)). 对 每 个 正 整 数 *， 设 # 是 了 到 自身 的 连续 映射 ， 使 对 *e7 有 
sP) = PCR 人， 则 # 不 是 单 射 ; EMEP ERAH u 下 是 不 变 的 .由 2) 推 
断 关 于 是 兴亡 的 (利用 13.9 间 题 135))， 由 此 推断 pms CD 几乎 


处 处 等 于 第 数 ssevpFCD)。 而 且 同样 的 绩 论 对 up PONRI 


O 8 /是 属于 Y3( ARR WE Hie fren | ~ [izda 成 立 , 必 
须 且 只 须 存在 绝对 值 为 ! 的 常数 < 使 得 12) = lO 几乎 处 处 成 立 ， 

7) 息 定 上 有 界 且 KE) = 1， 设 1 是 属于 Zt 的 函数 。 试 证 ,如 果 对 等 
DAREA [U + tlan [j= 0。 G9 BDE, 348 G/) 
CI gH 一 DA e REET 0 时 的 极限 ,) 

8) a) ISP < r <+oo, M) Fen Lc re n LE LR LRC LA LR, 在 
LNE E, ER N... = N, + N, 是 一 个 范 数 ， 空 间 LNI 关于 这 个 范 
数 是 完备 的 。 WE Nne 在 LNE 上 所 诱导 的 苑 数 不 等 价 于 Noa 的 例子 
(在 NLE k, ER Nin(PD<?Nnn(PD)， 对 于 13.6 中 所 定义 的 科 积 天 > 
LNL 是 一 个 Banach 代数 ;只 当 上 有 界 对 ，L6NnZE 才 有 单位 元 《在 这 种 
情形 下 它 恒 等 于 1. 

D) 代数 HENIE DRESET IA RID RRETA 
形成 并 a TB 4 取 遍 x 的 可 积 子 集 也 成 的 集 ， 对 x 的 两 个 可 积 子 集 4 与 
B,@, = @s 意味 着 集 PC4,8) = AUB — ANE (13.8 问 题 135) 是 可 忽略 的 
关系 n (O(a,)) = 0 是 X 的 可 积 子 集 所 成 的 系 上 的 一 个 等 价 关系 , 且 这 个 
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集 对 于 此 等 价 关系 的 向 集 等 器 于 人 xX,x)， 我 们 也 把 多 4 写作 4.。 所 有 范 数 
Nne 在 CGD 上 诱导 出 相同 的 拓扑 ， 红 而 它 由 距离 (4,5) =N, (pa 一 
Pa) = n(DCA,B)) ZX, I(X,u) 关于 这 个 拓扑 是 完备 空间 : 肌 射 

(4, 5)=rsup( 4,5) 一 (4UB) 
与 

(Finf(A,F) = (AN BY 
关于 这 个 拓扑 是 连续 的 . 

e) 设 Y 是 另 一 个 局 部 紧 空 间 ,v 是 Y 上 的 正 测度 ,如 果 存 在 I(x,u) 到 
KY») 上 的 等 距 0， 使 得 VC$) 一 5， 则 测度 上 与 + 称 为 筹 距 的 ， 此 时 对 
WEISE <+ co 的 每 个 数 p， 存在 LOH) 到 LCY, v) 上 的 唯一 的 线 
ESEU, CEU HER. 《证 明 忆 能 唯一 地 延 拓 为 ECX,n) 到 ECV.) 上 
的 线性 双 射 ， RA EO, u) 是 X 上 的 可 积 阶梯 菩 数 的 类 所 成 的 空间 ， 而 
ECY, o) 是 了 上 的 ”可 积 阶梯 函数 的 类 所 成 的 空间 ， 为 证 明 这 一 点 ， 首 先 ， 
Hini, E) = BAEAU CEU E)) = Pi UGup(4,8)) = plU), 
U(8)); RABLEN €45, 则 有 UDUR, WERN 4, 5, 
有 

U(int(ã, BY) = int(U(2),U(8)), UGup( 3,B)) = supU (4), VB)). 
注意 ,对 于 je E(X, p), 有 NU (Q) = N,(D. ) 试 证 E C 2) NE 
(Xe) 在 VU, 下 的 象 是 LENLE v), BUE BGD X, H) 
上 的 限制 是 一 个 Banach 代数 同 构 、 . ` 

d) 反之 ,对 于 满足 1<? <+ co BJ pik y E LH) S| LEY) 上 的 
线性 等 距 , 使 得 ?在 LEH) LECxs2) 上 的 限制 是 到 EC) nLECY, ») 
上 的 一 个 代数 同和 构 , 则 ?在 KX, e) 上 的 限制 是 到 KY,v) 上 的 把 市 变换 为 
名 的 同 移 。 : 

9) 设 x 是 紧 空间 ，P(X) = 1。 KATE 的 可 积 于 案 所 成 的 一 个 
A. 满足 : 关系 4e 息 与 3 入 东汉 X 一 4 各 与 AnB6e S. jbfGE B 
定 , 当 4 取 遍 过时 ,类 4 所 成 的 集 在 度量 空间 KX) 《问题 8) 内 称 密 - 

a) 设 (Cieee 是 X 的 一 个 有 限 划分 。 其 中 C; 是 上 可 积案 ， 试 证 , 对 
每 个 。>0, #fE HB S 的 案 所 构成 的 划分 《4))rejxx， 合 对 1< j <=, 
有 DCA) Sa, (注意, 如果 对 Ki < 5 — i f 

BOCCE) JS, 
WAIS < k <ni A eN); 令 N 是 BDB (158; < 4k < 
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一 1) BDE SR A = B 一 NOS <a) 4. = x -他 


b) 由 ?) 推断， 对 xX 的 每 个 有 限 划 分 7 = CE, hajan OLE C; 都 是 可 识 
集 ) 与 每 个 a > 0, 存在 由 属于 你 的 集 所 成 的 有 限 划分 «= (4e 使 
得 

Hefr) + B(r|a)< 8 

《这 里 使 用 了 13.9 问题 27 中 的 记号 )、 《归结 为 所 有 c, 都 不 可 忽略 的 情形 
并 利用 函数 “一 #iog; 在 点 + = 1 处 等 于 零 且 连续 这 个 真实 .) 

10) BX ERZ, (X) = 1，* 是 * 到 自身 的 # TARAHA E 
AD = n. 

a) a R X 3 2 RRR- DARU % 是 由 X 的 属于 划分 V 


= (e) 之 一 的 于 集 的 有 限 并 所 成 的 集 ， 并 假定 当 4 HOB TNE 2 的 集 在 
ECAs) C RRE RIE AC) = Aa). (只 须 证 明 ,对 X 分 解 为 可 殿 
集 的 任 一 有 限 划分 P AAPEA), ERACE A, Vie)) + 


imo 
ale/ V ="), 然后 利用 13.9 问题 28 d) 与 上 面 的 问题 9.》 
\ =o 
b) 在 a) 的 假定 下 ， 试 证 ， 如 果 杏 设 ”是 双 射 且 是 上 可 测 的 ， 则 
AD = 0, 《注意 当 4 取 遍 六 时 ,类 《472)” WREED KX) 内 再 
密 ,同时 利用 13.9 问题 28 <). ) 
c) 假定 “ ESHE a EPRE 4 T 是 x 的 属于 则 分 V wi(«) 


jos 


之 一 的 子 集 的 有 限 并 所 成 的 集 : 间 低 定 当 4 RAT 时 类 2 所 成 的 集 在 KX,p) 
PIRRE AG) = Aua) (Kenuorofoa-Sioai 定理 ;证 法 与 <) 中 所 用 方 
法 档 同 ). . 
d) Wa AAN U:|z| = 1, P 为 Lebesgue 测度 在 [0,1] HU ERIE 
Hoet FER, u ARA aer, WIE A= 0, 《按照 9 是 有 
理 数 还 是 无 理 数 分 为 丙种 情形 , 在 第 二 种 情形 , We 是 分 解 为 两 个 半 开 半 回 
局 的 划分 以 利用 bD. ) 

1) BX, y 是 两 个 紧 空 间 。P《 相 应 地 ,>) 是 X( 相 应 地 , Y) 上 的 正 测 
B, 满足 KX) = 1 (HÈ C) = D, X 《相应 地 ，Y》 到 髓 身 的 满 尼 

3 


sp) 一 4 GERRA, (v) = v) 的 上 可 测 ( 相 应 地 , ”可 测 ) 映 射 w( 相 应 地 ， 
o), EXT LC(X,H)《 相 实地， 了,»)) 的 一 个 自 司 态 UHG (HI 
应 地 ，Y:z-(8ez))(13.11， 问 题 10)， s 5 e KA 383809, an Ë g E 
Tx, 到 AY,vX( 问 题 8? 上 的 一 个 等 距 Ts 使 得 Fe7 = TU, WUE (u) = 
KON 

12) 假定 测度 二 有 界 ，? RME ISP e+ 的 数 . 设 (D0,) E&R) 
到 空间 sO) 《问题 2) 的 连续 线性 映射 所 成 的 序列 ;对 等 个 函数 fc Sk, 
以 0。 表示 属于 类 Us。* 7 的 函数 , 且 令 

ORE) = sp [CUu PC), Lo + DG) = p Wa DO. 
对 每 个 a>0, D Ea, 0 者 示 使 得 《0 让、 用 (9> a P € AOAR, TDL 
E.G) 表示 使 得 纪 * 7)(x)> x 的 zeX 的 集 . 

a) 试 证 对 每 个 。>0, 使 得 Ean + 的 fe 芭 的 靠 是 闭 的 . 

b) 假定 对 每 个 函数 fe 21, MAU. EPIRA, 试 证 在 这 些 
REFA ` 

co - < G.D). 


MAAT +o 时 起 于 0 (asss MID, CESERANI Lk RLA Baire 定 
8.) 
*e) 在 b) 的 假设 下 ， 转 证 使 得 序 列 (CU, ° DG) 在 x KILPE 
TARORA E LE 内 是 闭 的 .《 如 果 令 
RGY em， lo Xa) — OaD C) 


则 对 ë e B, UPEER ROC) = RG — eXe), 同时 利用 b).》 
13. 以 “为 基 的 测度 


(13.13.1) ik z E: x šJ C s: R Bbk u) FARREA: 
a) 对 每 个 *E X, 存在 x 在 X 内 的 邻 城 了 ,使 得 gp 可 积 。 
b) BAe TN BRENES KOX A 
lglprdu < +o. 
O) 对 每 个 国 数 ¿c Ore(X), A gh TR, 
由 于 我 们 能 把 8 写成 g 一 g 十 im, rh s 5 z f Rph 
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E, 又 由 于 a= ggi a= n 一下， 因而 可 以 把 它 妇 结 为 
《(13.9.6) 与 (13.10)) 8 Æx A R PARIAR. XER a) 
AE b), BARAFE V 《它们 满足 ,对 每 个 gory AIRE 
落下 ,于 是 sup (gov) HIR (13.7.4), INT gpr = pr * suplepr;) 


也 可 积 (13.9.14); 根据 《13.9.137 即 得 b). 为 证 明 b) IA c), € 
先 注意 8 几乎 处 处 有 限 《 因 为 X 是 紧 集 的 可 数 并 )， 因 而 如 可 测 
(13.9.8.1)。 又 若 L 一 SuppC%)。 则 有 185| < legst lAl, 所 以 
由 b 与 (13.9.13) 即 得 gh 可 积 ， 最 后 ,为 证 明 Wa), 对 于 点 
z€ X, RPR EXEO, ERRA A 使 得 4 在 了 
上 等 于 1 且 具 有 紧 支 集 5(3.18.2) 与 《4.5.2)); 由 假定 , z 可 积 , 因 
而 go, 一 (gh)qpv 同样 可 积 (13.9.14). 

AR r 满足 (33.13.1) 中 的 等 价 条 件 , 则 称 为 (关于 “的 ) 局 
部 可 积 函数 或 局 部 上 可 积 函数 .显然 任何 可 积 函 数 都 是 局 部 可 积 
的 。 任何 满足 下 述 条 件 的 可 测 函数 部 是 局 部 可 积 的 : 它 在 XX 的 
每 个 紧 子 集 上 的 限制 几乎 处 处 有 和 界 ;特别 是 , 属于 S z Ek s€ 2 Ë5 
任何 函数 是 局 部 可 积 的 。 根 据 (13.11.7), 属于 Sh 5 St 的 任 
何 函 数 是 局 部 可 积 的 。 任 何等 价 于 局 部 可 积 函 数 的 通 数 是 局 部 可 
积 的 。 在 (13.13.1) 的 证 明 中 ， 我 们 已 经 注意 到 任何 局 部 可 积 函 
数 是 几乎 处 处 有 限 的 。 屁 上 如 下 定义 的 下 半 活 绽 实 值 函数 关于 
Lebesgue 测度 不 是 局 部 可 积 的 : 当 * e 0, 它 等 于 17|z|; 当 上 一 0， 
它 等 于 0. 

为 使 复 值 函 数 & 局 部 可 积 ， 必 须 且 只 须 统 g Sg 局 部 可 
积 ;为 使 实 值 函 数 z 局 部 可 积 ,必须 旦 只 须 8# 与 g" 都 局 部 可 积 . 

设 g 是 局 部 4 可 积 隙 数 ,由 于 f-> Sjede 在 整个 A cX) 上 
有 定义 ,所 以 它 是 复 向 量 空 间 .tce(X)》 上 的 线性 形式 ;而 且 这 个 
线性 形式 是 X 上 的 ( 复 ) 测 度 , 这 是 因为 ,对 于 每 个 紧 集 尺 CX, 根 
据 (13.10.3), 对 一 切 函 数 f€ 9t'c(X;K)， 有 


[jeda < Wl law Lan. 
这 样 定义 的 测度 称 为 关于 p 以 g 为 密度 的 测度 , 记 作 & - a; 当 2 
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为 连续 了 时, 我们 又 回 到 (13.1.5) 中 的 定义 ， 形 如 & 的 调度 也 称 
为 以 上 为 基 的 测度 。 由 这 个 定义 立即 得 到 ， 如 果 8 在 下 中 取信 
(相应 地 ,几乎 处 处 非 负 ), 则 测度 z -e 是 实 的 (相应 地 , 正 的 ); 再 
者 , 当 用 一 个 (关于 # 的 ) 等 价 本 数 代替 z BF, z ` ## 不 变 , 因 而 可 以 
IRF g 处 处 有 限 且 为 普遍 可 测 (13.9.12) 的 情形 , 、 

Ea 5n ERNER TRR J z + z: E 同样 是 遍 部 积 的 ， 
且 对 每 个 复 纯 量 a， GA 也 是 局 部 可 积 的 ， 并 有 
(13.13.2) 

(te) pg pt gi page 二。 

对 每 个 局 部 可 积 复 值 函数 o RIA 
(13.13.3) . 
ga = z: p RE = RE) -p ZG: 0) = CZD : p. 
(13.13.4) 局 部 上 可 积 有 限 实 值 《相应 地 ， 复 值 ) BOB RAS 
Liens) GREW, S#keoc(X,u)) 是 一 个 实 ( 相 应 地 ; 复 》 催 
量 空间 ,我 们 也 常 招 它 记 作 2 ..(X, O), Sr... s, CX 或 
Se、 对 区 的 每 个 紧 子 集 KWA px: 8 一 们 gexjap 是 这 个 空 
闻 上 的 半 范 数 ;以 后 我 们 总 是 假定 赋予 Zr REEERE 
的 拓扑 。 显然 ,车 CK,) 是 的 紧 子 集 的 递增 序列 ,使 得 这 些 农 ; 潮 
并 是 X 且 K,CÉ,,, (348-3), 则 相应 的 半 范 数 pr。 就 定义 了 Se 
的 拓扑 特别 , 若 X 是 紧 和 的 , 则 SL. (X, GEREM, sZ. 
(X, EET LRA u) 《相应 地 ,S25《X5,p)), 使 px《8) 一 0 
对 任何 紧 集 K 均 成 立 的 局 部 可 积 有 限 实 值 函 数 所 成 的 集 就 是 * 可 
忽略 函数 所 成 的 空间 AN. + 

Lior CXe) = L iR XN 

并 局 样 地 定义 isc(X, 内 ， 半 范 数 Pre) 只 依赖 于 8 所 属 的 类 
E 若 令 O 一 pxfg)， 我 们 就 得 到 定义 这 些 空间 的 拓扑 的 半 范 
数 族 , 因而 这 些 空间 是 局 部 凹 的 与 可 度量 化 的 . 
《13.13.5) 若是 局 部 上 可 对 的 , 则 [el 也 是 局 部 上 可 积 的 ,并 且 
[ea 一 18 P. 

第 一 个 论断 由 《13.13.1) 与 (13.74) 立 见得 到 。 为 证 明 第 二 
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ME, KAEB Af RRT 2.a(X) KENEN = 是 属于 
Sre QO BRE lel < 的 函数 ,由 | veax|< f iel : 


lelau < [jlelda (1310.3), MTE (13.320) le + allel ` p. 


WEB SSK. L &2R F RKR, 设 4 是 使 得 g(z) = 0 
的 xe 工 的 集 ， 则 这 个 集 是 可 积 的 《〈(13.9.9) 与 《13.9.2)), 因 而 
《13.9.1) 存 在 4 的 紧 子 集 的 递增 序列 (Ko)。 使 得 4 — UK, Er 


可 各 路 的 。 由 此 得 知 (13.8.4), 对 每 个 。 之 0, PERR o 使 得 
| tlelan e. 利用 的 可 前 星 与 (13.8.4)， 同 样 的 推理 表明 
eka KCK. 使 得 glK; 连续 且 |, lele < 2e. 现在 


EK 上 考 卡 连续 函数 z— |gG)]|/gG), E (3.18.2) 与 Tietze- 
Ypuon 定理 (4.5.1) 应 用 于 这 个 函数 的 实 部 与 不 部 ， 首 先 我 们 看 
到 ,存在 函数 wE XA), 使 得 在 Ks 上 有 

wlx) — [g(x) | ON 
TERR v = o + infQ1,1/4w1)《 此 处 约定 1/0=-+co)# X E 
续 , 因 而 它 属 于 XX), HAER 

vx) = |g) /zG) 
EK, 上 成 立 , 且 在 X 上 有 [v(x)| < 1, # |lel< f 3:E, 


fivsan= (jeant |, feadn, 


然而 
| aaa 一 fe flglar, 
B 
La rea < | ¿elan < 26, 
于 是 最 后 得 到 


fg > aas 一 48。 
HT s 是 任意 的 ,所 以 所 述 命题 得 证 。 
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fal = 

1) WEN P| EREZNI La (X, P) RE, Lha (Xs u) Jš 
BERRE ZB lateher 空间 )。 

DREE Sher HERTAN, = ta z TARARRROTEN 
+. BERAN K= 5/A RFR Hiber 空间 结构 ， 并 用 G| 2) 表示 
这 个 空间 中 的 纯 量 积 ,用 H ARER RISER MALE K KEX, 存 
在 非 负 常 数 ax, 使 对 一 切 函 数 ve 名 ,有 
(人 fe eenal 
(GANRE. 8 w 5 > MT 2 F, UGI) 55 lel asiat 
G|) 与 lol。 以 #2 8 LARR FAGAR WRR, 

2) 试 证 ,对 每 个 图 数 je ZZ, 存在 函数 D! ç ər, EAER < 26, 
有 

fje) = Í ujde; 
而 且 凡 在 号 中 所 属 的 类 完全 由 1 的 类 所 确定 。U 称 为 R., WEE 
以 WRNI Hilbert 空间 已 内 稠密 (利用 (s.3.2)). 着 eÆ 
Z 的 两 个 元 ,出 OU euan = f an. 

5) 当 + 取 注 属于 ez dF 88 BraS EN , D! 所 成 的 集 是 f 内 的 
LA DL 2 IADE (RTE a 上 的 半 范 数 1 SEOBI) 的 
AE k 4 Beka. UPRA EH chti. MENEREN, 
IEEE P LABE (12.15 EJES 392), RIE 3 = (EDs LPEE 
CO TOME ARE TES JE a o e:e GEA 

由 此 推断 , 对 每 个 #e 瑟 ，0 在 下 述 闭 四 入 上 的 投影 属于 P: AMANE 
由 使 得 Cx) 之 wx) 几乎 处 处 成 立 的 36 妃 所 组 成 ， 

°) MOR HEE. er 属于 2, 必须 目 只 须 对 于 使 和 aC) > o 
几乎 处 处 威 立 的 一 留 we 如， 都 有 (|) > 003878 5 与 它 在 ?上 的 投影 的 
E). 这 个 条 件 等 价 于 ,对 于 使 得 w(s)> 0 几乎 处 处 成 立 的 一 切 z e 部 ， 
有 1# + čje ři. 

4) 候 定 对 一 切 we 名 有 ler 与 【Ca 六 1 人 |， 试 证 任何 纯 位 
势 * 都 是 几乎 处 处 非 负 的 〔 和 用 *)， 并 进 明 ， 若 *，， R tr, W 
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inf(4,v) 也 是 纯 位 势 , 《在 @# 内 成 为 ue) 的 上 界 的 元 中 。 考 号 一 个 元 
w, 使 得 | 多 | 极 小 ， 由 b) 得 知 w 是 纯 位 势 , 日 有 (e + e|u wsi + | 
1# 一 w|)。 BERR ieys] 《计算 Gne) 同样 有 
1Gof(e, wi ENE, FHERR w = iat (uw) = int (z, w) 几 孚 处 处 成 
x.) 

s) R5 4) AARRE, WE, WR ee? BJ USFAkAEdEft, # € 2 并 
HERR (y> 0 鬼 点 < 的 集 上 , JLFEREA VEEE), MEX EL 
平 处 处 有 Ua) (HWRE). (GER ç = intu) 是 纯 位 势 * 并 且 
(U|U! — s) = 0, (oluf — s)2>0, EIER ”= U! 几乎 处 处 成 立 . 》 

f) 设 d) 中 的 假定 得 到 满足 ,而且 假定 对 于 每 个 *e SF, intG1) € P 
与 GE. WE, kafa s 是 绝 位 势 , 则 infCw,1) 也 是 纯 位 势 
(类 似 于 4) RRES) HEIER A “与 + 是 纯 位 势 , 则 inf(wsy + 1) 也 是 
纯 位 势 ; 为 此 只 须 注意 + + intCw,1) 是 纯 位 势 并 应 用 4)。 最 后 证 明 ， 若 
FEST 且 几 乎 处 处 非 负 ,“e 9 并 且 在 使 得 Kz) 大 于 " 的 点 = 的 党 上 ,几乎 
处 处 有 Uau) + 1, 则 在 上 几乎 外 处 有 Uf (x) < (z) + 1 完全 最 
大 值 原理 ;推理 与 <) 中 所 用 的 相间 ). 


14. 关于 以 为 基 的 正 测度 的 积分 


013.14.1) e 是 X 上 的 局 部 z TRIERER >= g m WA 
XA R DETERE f 有 


(3.4.1.1) fa» 一 r jedn; 


按照 定义 ,上 式 右边 的 如 在 两 个 因子 f(*) 5 g) 之 一 等 于 0 
另 一 个 等 于 十 oo 的 点 z€ 不 处 取 值 0 (13.11). 

我 们 分 几 步 来 证 明 。 
的 $.14.1.2) 先 假定 Fe .和 ,于 是 由 《12.7.8) ,存在 属于 A rO) 
的 函数 的 递增 序列 G), 使 得 f 一 sup fs. BERRTRRKE 
的 约定 ， 由 于 g (关于 内 几乎 处 处 有 限 , 这 就 推出 序列 (f,g) EE 
3408 E. fe 等 价 于 mp Gap). 再 者 ,函数 fog 是 < 可 积 的 (13.1347 


= 


R [rasu = | 1.29. 于 是 由 (13.5.7) 得 到 
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* t * 
Í fe 一 spp 一 sup frgdp 一 | jedn. 
{13.14.1.3) 每 个 只 可 忽略 集 玉 也 是 > TARH. 
首先 假定 叉 是 相对 紧 的 ,此 时 ((3.18.2) 与 (13.7.9)) 存 在 相对 紧 
开 集 的 递减 序列 (0.) ,使 得 每 个 U, 都 包含 N, 并 且 infazG(0,) = 0. 
基于 (13.13.1),g9pou 是 上 可 积 的 ,所 以 根据 (13.14.1.27 与 (13.7.77， 
有 | gpsak 一 xD 然而 由 (13.4. 人 ,着 N'ƏN 是 所 有 U, RIZ 


if g@o du = | gpwdp = 0; 

由 于 对 一 切 # 均 有 vN) < x (U,), 故 CN) = 0. 

现在 设 N 是 任意 的 # TARE, (K) 是 义 的 一 个 可 数 履 盖 ， 
EPET K, 都 是 紧 集 , 则 由 上 面 已 证 明 的 结果 得 知 , 集 入 KK，, 是 
2 可 忽略 的 ,因而 它们 的 并 NN 也 是 2 可 忽略 的 。 
(13.14.14) 现在 假定 K = Sup) ERK, 了 IK 在 中 内 取 值 并 
且 是 连续 的 因而 f|K 有 界 《(3.17.10))， 则 存在 由 k 的 看 对 紧邻 
域 组 成 的 递 碱 序 列 (U,), EE K= 门 Us 《3.18.2)， 另 一 方面 ,由 


Tiere -ypaeoa 定理 (4.5.1), 对 每 个 4 BERR fe € A RCD, 全 
得 它 的 支 集 包含 在 U, Ñ, f 是 了 的 延 拓 , 且 有 Il 因而 
anA | hav 一 adn ST 31343, h 3.4) 推出 、 
FEIR, 要 是 # 可 积 的 并且 | ja — | gaz. 

(13.14.1.5) 使 得 z(a) 一 0 的 xEX 的 集 4 是 可 忽略 的 。 
事实 上 , 由 于 8 为 上 可 测 (13.13.1), 故 4 为 毛 可 测 (13.9.9)， 
因而 它 是 一 个 紧 集 序列 (K) 与 一 个 # 可 忽略 集 N 的 并 。 应 用 
(131414) 于 jm zao 就 有 > (KO = | gorde = 0, 而 根据 
(13.14.1.3)，v《N) 一 0， 因 而 v64) = 0. 

(13.14.1.6) 现在 考虑 Supp(f) = K 为 紧 且 f|K 在 天 上 为 下 半 连 
续 的 情形 。 此 时 由 (12.7.8) 得 知 ,存在 在 玉 上 连续 且 非 负 的 有 限 实 
ERROFSI G), 使 得 |K 一 sap w,， 设 fa ERROAN: 它 在 


me 


K. 上 等 于 ss 在 XK 上 等 于 9, 则 了 一 sup 大 ， 鉴 于 (13.5.7) 5 
《13.14.1.4 ,考虑 到 基于 对 乘 避 所作 的 约定 ,并 考虑 到 z 关于 4 几 
乎 处 处 有 限 ,于 是 je (关于 内 等 价 于 sup fags 所 以 有 

. . : n 

| Jay = «pf frd» = spf frgap = j igde. 
(13.14.1.7) MERZREN IAE F<” ENAR v€ .7 ， 
H fe < ve RI8G1.141.25,8 | vav = ("vedes 因而 | fede < 
[vean = ("rdv 由 上 积分 的 定义 , 即 得 | sda < fv B 
下 要 证 明 不 等 式 


(13.14.1.8) (2 < |" aa, 
WRR AES 满足 2 Je, MU ALUEBB 
(13.14.1.9) r jio < r hdn. 


集 X 一 4 是 紧 集 递增 序列 〈B,) 与 一 个 上 可 忽略 集 WN 的 并 ， 
这 里 对 每 个 *，g|B。 者 连续、 有 限 且 大 于 0， 用 下 面 的 方式 定 
XXE Ripi u: ERE H, HH ks u= hjg, 在 N 与 4 上 ， 
ule) 一 十 9。 这 样 ,在 每 个 昌 Ef ug 一 4， 根据 (13.14.1.6)， 


2 一 |? uean = 人 ae: ， 
另 一 方面 ,根据 (13.14.1.3),#KN) 一 0, 又 由 (13.14.1.5),»(4) 一 0， 
HF A 2 0 (13.5.7), tD, 


* * * * 
[ra= sup| udv = sop | Ada < Í hdp, 
aa P Jin 


然而 由 于 f< x， 故 得 (13.14.1.9)。 证 毕 . 
(13.14.2) 设 是 X 上 的 非 负 局 部 可 积 函 数 ,5 Eee 
É z€ 下 所 成 的 “可 测 集 ，>” 一 g - z. 设 了 是 X 到 砚 的 上 映射， 则 
下 列 陈述 (采用 《13.11) 中 关于 乘积 的 约定 ) 是 等 价 的 ; 

a) 了 是 > 可 测 的 ; 


2 


0) js 是 上 可 测 的 ; 

O jg 是 上 可 测 的 。 

可 以 假设 e 为 有 限 。 由 所 作 的 约定 ,我 们 有 

Je = Q es) gps), 

又 由 于 右边 两 个 因子 中 不 会 向 时 有 一 项 取 值 9 而 另 一 项 取信 
土 0, 故 由 (13.9.8.1) 得 到 b) AR). S-Di Es 上 等 于 8 
而 在 X 一 $ 上 等 于 RRA gw 是 & 可 测 的 : 事实 上 ,存在 $ 的 ( 相 
应 地 , X 一 3 的)-- 个 划分 ， 它 由 紧 案 序 列 CL.) GRRE, G.D) 
与 上 可 忽略 集 P( 相 应 地 。9) 组 成 ,使 得 每 个 | 工 ,连续 ,由 此 得 到 
8 |。 与 81M,， 连续 ,再 加 (fg)g' 一 fp*， 于 是 由 同 料 的 推理 可 
ADAE b). MFE a5 bE, ` 

先 优 定 fy 为 上 可 测 。 基于 (13.14.1.3)， 集 CS 是 ”可 忽略 
的 ; 另 一 方面 , 由 fo: 为 上 可 测 的 假定 推出 ， 存 在 S 的 划分 ， 它 由 
紧 集 序列 (L,) SETARE NAR ERENER {L WE 
续 ， 我 们 已 知 N 也 是 » 可 忽略 的 〈13.14.1.37， 因 而 了 是 ”可 测 
的 。 

反之 ,假定 1 为» 可 测 ， 于 是 存在 X 的 划分 ， 它 由 紧 集 序列 
(B,) 与 > 可 忽略 集 N 组 成 ,使 得 每 个 IB, 连续 ， 男 一 方面 ,存在 
S 的 划分 ， 它 由 上 可 忽略 集 工 与 紧 集 序列 (K。) 组 成 ， 使 得 每 个 
ElK, 连续 ( 且 大 于 0)， 对 每 个 ,有 ,inf gG) — a, > 0. 最 后 ,也 
存在 和 一 的 划分 ， 它 由 4 可 忽略 集 L 与 紧 集 序列 (K. 组成。 
显然 fp; 在 每 个 集 电站 K。 与 上 的 限制 是 连续 的 ， 因 此 只 须 
证 明 NN S 是 & 可 忽略 的 可是, 如果 px*CNNK,) > 0， 则 由 此 


siku [| Q e wkeCVniKs)>0, 而 这 是 不 可 能 的 ,因为 要 
据 (13.14.1), 有 0==vCNNS) 一 | sa 这 样 每 个 集 NAK, BE 


上 可 忽略 的 ,从 而 N 介 5 同样 是 上 可 忽略 的 , 故 fs 是 < 可 测 的 。 
(33.14.3) 设 & 是 大 上 的 非 负 局 部 上 可 积 函数 ,> 一 & jg。 为 使 
XA REREH f 2 v 可 积 ,必须 且 兵 须 (采用 (13.11) 中 的 约定 》 


287。 


起 为 上 可 职 :此 时 还 有 
《13.14.3.1) Í fadv = |fgdp. 


为 使 站 为 2 可 积 ,必须 且 只 须 拓 与 f" 为 ?可 积 (13.7.4), A 
一 方面 ， 由 于 在 〈13.11) 中 关于 乘积 的 约定 下 有 (fg)+ = fe, 
Ce)- 一 F z, 因而 只 须 证 明 当 f 为 非 负 时 的 《13.14.3)。 此 时 所 述 
的 第 一 个 论断 是 (13.14.1),《13.14.2) 与 (13.9.13) 的 推论 ,而 关系 式 
《13.14.3.1) 就 是 (C13.14.1.1)。 
ALUA 在 (13.14.3) 的 假定 下 ,为 使 2 有 界 ,必须 且 只 顷 g 为 # 
可 积 ; 为 使 * 一 0, BALRA £ A ARR, 
(13.14.5) Weg, gs 是 X 到 寿 的 两 个 映射 , g. 是 非 负 且 局 部 可 
积 的 , 则 为 使 是 局 部 Cg,* a) 可 职 的 ,必须 且 只 须 (采用 (13.11) 
中 关于 乘积 的 约定 )8s n 是 局 部 + 可 积 的 , 且 此 时 有 
(13.14.5.1) m ° (z, ° = (gg) a, 

通过 考虑 中 与 ， 就 可 归结 为 e 非 负 的 情形 。 g; 为 局 部 
Ce 有 内 可 积 意味 着 (13.13.1)， 对 每 个 函数 FEA RA), of 为 
(a D 可 积 。 或 者 等 价 地 (13.14.3) , gi z, f A rR, 而 这 意味 
着 8 为 局 部 上 可 积 。 $v 一 pm L 一 p (g: 内 ， 则 有 


fjar = (tes = [imada C13.143) ,这 就 证 明了 (13.14.5.1)。 


向 题 

1) 设 x 是 局 部 紧 空间 ，# 是 x 上 的 正 测度 ， (C1) 是 LKX, n) 中 的 序 
列 ;令吉 一 加 " #。 闪 对 任何 上 可 调集 4。 令 PCA) 一 [frp 

a) 试 证 , 着 xX 非 紧 ， 则 可 能 序列 (天) 在 L 中 无 界 ,但 序列 (pm) 303838 
AR. ` 

b) 假 没 对 Xx 的 每 个 单 点 子 集 4, BREDE FER HRR x; e 
在 4 的 边界 上 诱导 的 测度 具有 有 限 文集 ， 序列 《ps4)) 有 界 ， 试 证 此 时 序 
列 ( 和 ) 在 5' 中 有 界 ，( 首 先 证 明 , 每 个 点 = € Xx 有 一 个 开 邻 址 ,使 得 数列 
niU 有 界 ， 为 此 用 反 证 法 ,证 明 在 相反 的 情形 下 ， 就 能 定义 一 个 严格 
递增 的 整数 列 《na) *。 的 开 邻 起 的 闭 越 序列 《U4 与 关于 上 为 边界 可 忽 
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略 的 (13.9， 问题 7) 开 集 所 成 的 序列 (ze)， 它们 具有 下 述 性 质 天 =z 
Ua — {DEI H i LRA Pa Ua — (5)) < 1, PEU Urs 
最 后 ;有 


lm)1> k + 2 Cw. 


JHEP: FERE W, HEWCAERER ). AARM ERE 
明 , 存 在 xX 的 紧 子 集 K, EREI l CX 一 KAR.) 

c) EB b) 推断 ， 如 果 对 每 个 开 集 4C x, 序列 CC) 有 界 , 则 序列 (4) 
EL RAR. 

d) 在 区 间 [0;1] 上 ,如 果 取 卢 是 由 点 0 处 质量 为 n, Un REA A 
所 确定 的 测度 , 则 对 每 个 关于 所 有 测度 el 均 为 边界 可 忽略 的 开 集 4, 序列 
《brK4)) 有 界 , 然 而 范 数 序列 《ps 办) AER. 同样, 如 果 取 jw 是 由 点 1/* 处 
质量 为 ”点 1/(” + 1) 处 质量 为 一 ”所 确定 的 油 度 ， 则 对 每 个 包含 在 [0,1] 
内 的 区 闻 4《 因 而 也 对 每 个 包含 在 [0,11 内 的 有 限 子 集 4), 序列 (po(4)) 有 
界 ; 然 而 序列 (jj AER. 

2) 对 每 个 正 整数 4, 设 Er 是 出 了 = Jo, 1 【的 至 多 可 数 个 点 组 成 的 闭 
集 , 并 设 3. 是 5 一 本 的 连通 分 支 区 闻 所 成 的 族 , 还 恨 定 当 tf* 垫 于 0 时 ;区间 
JES, 的 最 大 长 度 必 也 趋 于 0， 设 和 是 ! 上 的 Lebesgue 测度 ，4 是 1 的 一 
个 可 测 子 集 ， 假 定 存在 数 4，0 < k <1, 使 对 一 切 ? 与 一 切 Je 3., 有 

AAND LAUD 
试 证 AA) = 0. 《通过 利用 (13.7.9), 证 明 对 每 个 8 >0， 有 MADSe +k 
+ AA) + 5).) 

3) 对 每 个 正 整 数 "，” 阶 Farey 序列 是 满足 下 述 条 件 的 有 理 数 所 成 的 
Zin 把 它们 写成 既 的 分 数 pa 时 ;有 O< p < 2 <=. 而且 起 这些 有 理 数 
BORRAL IN Fa 中 相 恋 两 项 的 距离 <1/*. 

a) 试 证 ， 如 果 两 个 有 理 数 + 一 pj/4 与 :一 p're ar 一 p49' = l, 
则 每 个 整数 假 Cy", a) 可 以 写成 这 样 的 形式 ; p = px + py, q = ast 
99, 这 里 z, y 是 整数 。 为 使 分 数 pla” 属于 以 r 为 端点 的 闭 区 间 , 必 须 
且 只 须 *,y 司 号 . 

b) 由 >) 推断 : 若 r = pla, r = p'f9” 是 属于 [0,1j 的 两 个 有 理 数 , 满 
是 9>0 9 >05 gp 一 pq' = +1, J| r 5 r 是 Farey 序列 Fuga 中 
相继 的 两 项 ;再 者 ,使 得 以 +,r' DMN RESA Pa 的 一 个 点 的 最 小 整数 
mË q 十 9', 且 在 这 个 区 间 内 只 有 Fate 的 一 个 点 ,就 是 Cp +a + 2'), 
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°) RZA rr 是 Fn 中 相继 的 两 项 , 试 还 942 ry = +1 (对 #* 用 归 
纳 法 )。 

4) 对 属于 区 间 1 = Jo, 11 的 每 个 x, 令 p(x) = G/z) — [1/=] (其 中 
[站 表示 实数 : 的 整数 部 分 如 果 A) = Ao) 有 定义 且 不 等 于 0， 
则 令 aa) = E (+ a Ce) = [i /x]2. 

a) 试 证 ,对 于 使 (x*) 有 定义 的 每 个 =。 有 

BCYOPXKzD) + BCz) » 
其 中 A.G) 与 BKz) 是 不 小 于 = 一 工 的 整数 ; Aale) Bral) 与 4,G22/ 
Bn(*) 是 一 个 Farey 序列 (问题 3? 的 相继 的 两 项 是 * 属于 以 A G)/B,..(z) 
与 ABE) 为 端点 的 钵 区间， 由 此 推断 ,为 使 Ga) 对 任何 正 整 数 * 
都 有 定义 ,必须 且 只 须 * 是 无 理 数 。 

序列 《exK*7))( 有 限 或 无 穷 ) 称 为 * 的 连 分 数 展开 ,而 Ar) 称 为 
* 的 渐 近 分 数 ，4(x) 与 B.G) 在 U) 没有 定义 的 点 * 所 成 的 可 数 肝 
集 环 的 余 集 上 是 常数 ,而 在 余 集 ! 一 E 的 每 个 连通 分 支 区 间 上 ， Ce) 是 单 
调 的 且 从 0 变 到 1. 

b) 设 4 是 1 上 的 Lebesgue 测度 , 4 是 了 的 一 个 可 测 子 集 ， 它 包含 在 
EERRA, BE pa 关于 o 是 1 不 变 的 (13.9 问题 13 与 24), 试 证 此 时 必 
有 MA) 一 0 RL (假定 4 — AA) 满足 0< 4 <I， 证 明 对 于 工 一 E, 的 
每 个 连通 分 支 区 间 1， 有 AUNDE OYU + DAU). 为 此 利用 a) 与 
13.21 问题 le)* 证 明 对 满 下 各 一 9 = +1 的 整数 por > mas 


| ed -hms hri 
借助 问题 2) 得 到 所 需 的 结论 , 》 

OR ee) = 1/G + 2), 试 证 测度 p= z > 4 关于 是 不 变 的 ， 于 
是 由 0) 与 这 历 定理 (13.9 问题 13 35 24) 推断 ,对 1 LEA TRER 1 
与 1 中 的 几乎 所 有 无 理 数 =， 有 CGauss-Kyasuun 公式 ) 


md GG) + Ao) + + om) 一 二 让 Loa . 


d) Bae) 推断 ， 对 于 每 个 正 整 数 p, 若 * 是 无 理 数 ， 而 nC) 是 使 得 
aG) = p 的 指标 < = 的 个 数 ,出 对 了 上 上 儿 平 所 有 无 理 数 *。 有 


Han sp) I og E Y 
me ā n log2 PCP 2Y 
°) 由 5 推 时 ,对 几乎 所 有 无 理 数 z, H 
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= 


logxylaez 


tiala = 11 í. +=) 


15. Lebesgue-Nikodym 定理 与 
Ma(X) 中 的 序 关系 “ 


(1345.1) 设 上 与 > 是 局 部 紧 空间 Xx 上 的 两 个 正 测度 ,满足 >< 
z， 则 存在 局 部 上 可 积 函 煞 z, 使 得 > = zg ° n, 

我 们 分 两 种 情形 加 以 证 明 。 

D 首先 假定 > AR, 由 天 此 时 函数 1 为 z 可 积 , 所 以 对 每 个 函 
数 fe OV RCX), 有 (13.11.2.2》 o o 
A315141) PÈRO = DRG, 2: 
这 吉明 , 若 了 为 可 忽略 , 则 pQ) = 0. 转 到 对 于 “可 忽略 函数 所 
成 的 子 空间 NASZE, MA Ar 上 的 线性 形式 ”就 
在 ERKA) 的 子 空间 Kr) (ARO 的 典 则 象 ) 上 定义 
了 一 个 线性 形式 了 -> vO 不等式 (13.15.1.1) 表 明 这 个 线性 形式 
在 子 空间 KOO 上 是 连续 的 (5.5.1); rO 在 LR 0) 
内 是 处 处 称 密 的 《13.11.6), 故 线性 形式 } 一 rO TUERA 
整个 Hilbert 空间 LAXA) E G54), 因而 存在 沙 数 ge sk 
G, 这 ， 使 对 一 切 函数 r€ Or QO, 有 (D) = aaf (6.32). 
由 于 函数 z 为 局 部 “可 积 (13.13), Wii w = g = z, ` 

ID 一 般 情形 ， 存 在 交 的 一 个 其 分 , BEEF p| (Ko) Ese 
可 忽略 集 N 组 成 (13.9.2). 若 令 ` 

© M= X— N = UK,, 

则 pu 为 局 部 # 可 积 而 1 pu 为 & 可 忽略 ， 因 而 《13.14.4)》 有 
人 n = Qk, xs。 ET ok, ERF 
ARK) 的 非 负 函 数 的 递 大 序列 的 下 包 络 ，, 所 以 关系 式 ? < = 
HE w.< ps 对 一 切 # 威 立 ; 此 外 ,办 是 有 界 的 《13.14:).; 于 
是 基于 情形 了)， 存 在 局 部 po TRR eoo 使 得 mm 一 pn 一 
(g.px,) © u = |g.px,| © p CC13.13.5)5 (13.14.5)), iE 


mall 


pa, 为 局 部 可 职 ， 以 2 表示 这 样 的 现 数 , 它 在 每 个 K。 上 等 于 
ingels WEN ESF OM SFER Š zugu| WM. T 
是 对 属于 Sr GO WE-PAEA 1 SE m, 有 
Pr level a= P |nzosiaa 
= >| tavs — >J f< Ja, 
因而 (Q384) 与 (34345) BS £ 为 局 部 8 wm. k. 


一 > fox, 关于 《用 乎 处 处 成 立 3 (13.8.4) 


S r f jgdn = | tona. . 
为 证 明 > gw， 旗下 只 须 证 明 入 也 是 ”可 钨 略 的 . ， 由 定义 
《13.5.57， 对 每 个 8 > 0, 存在 函数 AE S, ER p <, 与 
rG) <s. ET A RER T Xr) kalau Sua 
包 络 ,所 以 不 等 式 > < r i 
. wD ph) < s, 
这 就 完成 了 证 明 。 E ， 
下 面 的 引 至 以 后 还 要 加 以 推广 (13. 15.3) 
(43.15.2) 对 于 由 X 上 的 复 测 度 组 成 的 任 一 有 限 序列 haier 
存在 正 测 度 4, 使 得 每 个 a 都 是 以 1 为 基 的 测度 
把 a; 写成 四 个 正 测 度 的 线性 组 合 人 13.3.6)， 我 们 可 以 限于 所 


有 测度 m 均 为 正 的 情形 。 于 是 只 级 取 ¿= e515) 


的 结果 应 用 到 每 个 z; < à ER. 

《13.15.3) ` G) 对 于 Ma GO PARAR EEREN, m? 

都 有 上 确 界 sup (ayy) SFAR inf (x, 9). 若 对 实测 度 a, 令 
= supÇu,0), #7 一 sop《 一 p;0)、 则 有 
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《13.15.3.1 7) 
inf, ) = 0, z = t — a, Ju) = t + a" = sup( 6, — e)s 
且 对 任意 两 个 实测 度 p r, 有 
(43.15.3.2) 
e É +p = supla) + iif(z,y)> 下 


supas2) 一 + "+ lz—»D), 
inf(p39) = — F G +v— |a— rl). 


GG) Wa BENE, go g2 是 局 部 1 RARER E re 

Ži mmg hs mg'a MJ 
Suply spa) = sup(@>g:) ` 4, 

(13.15.3.3) fins) = inf(g g) > h; 
特别 是 ,对 任 一 局 部 REER z, 有 
€13,15:3.4) 《8 一 
为 使 g 4 所 "4 成 立 ， 必 须 且 只 须 pO < gG) KATAN 
乎 处 处 成 立 。 : I 

Gi) 12 《go》 是 局 部 a 可 积 有 限 实生 函数 的 递增 序列 ， 则 沟 
使 测度 序列 (g。* 2) 在 MgCX) HEAR, 必须 且 只 须 supg, 为 


局 部 4 可 积 , 且 有 
(13.15.35) © > sup(g,- A = (supgn) ta © 


, 为 证 明 GO ERNEA, e 可 写成 ， 
k= = w, — hs 

其 中 go mo no ma 是 正 测度 (13.3.6)。 把 (13.15.2) 应 用 到 四 个 测 
B no mo po 坟 上 、 并 根据 (13.13.2), 可 以 写 必 一 wh s. 2, 
这 里 1 J U TAENUEW s, o 是 两 个 局 部 上 可 积 有 限 实 信函 数 , 因 
Ta 8 8 G) 888 GOREL. 

为 证 明 (13.15.3.3) ,我们 总 可 以 只 限于 m 一 0 的 情形 ， 因 为 
BE supCp 一 50) 存在 且 等 于 《g, 一 8)+， 14， 则 由 此 即 可 得 
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到 (13.3) 
plis) = 内 二 suplja — m0) = (g + (a — 29 E 
一 sup(gogz) + 2, 

这 样 就 归结 为 证 明 (13.15.3.4)， 为 此 , 我 们 从 证 明 (Gii)》 的 最 后 一 
个 断言 开始 ， 这 个 断言 等 价 于 下 述 事实 : XAR &… 1D>0 A 
gG) 20 关于 4 几乎 处 处 成 立 ， 事 实 上 ， 设 六 是 使 得 gCx) < 0 
的 ze X 所 成 的 集 :、 ES v= g 4， 则 由 (13.14.1.5) 得 到 
p(X — N) = 0; URRIEN) — 0 * 则 下 此 便 得 到 ”一 0， 
从 而 可 建立 所 村 断 半 《13.14.4)， 显 然 ， 员 须 证 明 。 对 和 的 任何 
RORARK, # (YOK) 0. 对 每 个 包 食 NNAK KARPE 


uj as | z, 事实 上 , WEE HAT Ar) 
HE-ERRR LE 
fæ — zD 205, 
并 且 只 须 注意 对 任 一 满足 0-<y < pr 的 函数 je SAOD 有 
Í. gd = sup fe Jak, f gak sup | gfal (13.5.0 


= 


由 于 在 NNK 上 pE oif tak = m È ra = 9 因而 


= 一 af Za — 0 XRIERT NA K)= 001314.3). 
现在 ， 设 ? 是 使 得 20 5 opg: 4 的 测度 ， 令 1 十 p 一 0， 
我 们 可 以 写 (13.15.1) p= u -o 与 了 其 中 # 与 v 为 局 
部 0 可 积 , 并 且 关 于 o 几乎 处 处 有 u > 0,v > 0. BE, 关于 
了 几乎 处 处 有 #“ > grs 机 关于 7 几乎 处 处 有 w (go)+ = gto; 
然而 根据 (13.14.5)， 就 有 p—u'g (gtr): i 1. 
REER, gid. 若 序 列 (g, - 2) E MCX) REER, 则 对 
属于 S QO HENEM fH sup | jed < +00, ME 


K = supjg: 为 4 IRA f {gda = supffeada (3.8.1), Am £ 


` 2i4 e 


* 


为 局 部 4 可 积 (13.13.1) 且 g 4 = sup(ga a) (13.44). 


(13.15.3.6) 附注 .我 们 可 以 说 ,对 于 正 测 度 ,映射 g— o 是 局 
部 ? 可 积 有 限 实 值 函数 (关于 o) 的 等 价 类 所 成 的 向 重 空间 Loor 
(Xo) 到 以 P 为 基 的 实测 度 所 成 的 向 量 空间 上 的 一 个 线性 双 射 ， 
而 且 这 个 双 射 保持 序 关系 .这 就 是 我 们 在 以 下 《直到 13.19 节 ) 的 
推理 中 要 反复 用 到 的 基本 事实 。 

还 要 注意 , HMP Lior Xp) (13134) 中 定义 的 拓扑 并 赋 
* M GO pimi, Ek gg: p 看 作 取 值 于 M(X) 中 ， 
它 就 是 连续 的 。 
(13.15.4) 在 空间 M. (X) 内 ,每 个 上 有 田 的 子 集 巨 都 有 上 确 界 
?， 且 存在 由 五 的 元 组 成 的 递增 序列 《po) 使得” = supla). 


对 属于 DY RCX》 的 每 个 非 负 画 数 1, RRR eO GE 
nE H) 所 成 的 集 有 有 限 的 上 确 界 。 我 们 来 证 明 sup z Q) 等 于 


D). 为 此 考 匣 XX 中 的 紧 集 的 递增 序列 《K,), Z Nin x HMR. 
并 使 得 SY (X) 是 LRCX;Kn)》 的 并 (3.18.3), 再 设 《gwn)m>t 
是 在 每 个 Banach 空间 .RCX;KKw》 内 处 处 称 密 的 序列 (《7.4.4) 
与 (3.10.9))， HENA Cmn), FER H 的 元 级 成 的 序列 
(mab) a>: s `E IE 0p Crenn (Ea )) == supa (gs), 现在 令 ， 


ee P) 


《根据 (13.15.3), 它 是 存在 的 )， 序列 O) 是 递增 的 且 以 MaCX) 
中 的 某 测 度 为 上 界 ， 因 而 它 有 上 确 界 m n BECKERER 
(134.4). 可 是 ， 如 果 z€ H, 则 aCei) < olein) 对 任何 数 偶 
G 几 成 立 ， 因 而 由 连续 性 并 考虑 到 关系 式 | 广 — gil < If 
gmnl 对 OL RCX; KA BENERE E 与 每 个 = BE R) < >C, 
从 而 <o B-D, Eue B f p> ps Wi w 93 
义 ,特别 有 p > ws 因而 正 是 所 求 的 上 确 界 > 且 IO) -supel 


对 Or (X) 中 的 一 切 非 负 函 数 f pk yr, 
《13.15.5) (Lebesgue-Nikodym 定理 )， 设 p,» 是 三 上 的 两 个 
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正 测度 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

a) v 是 以 x 为 基 的 测度 

b) 每 个 4 可 忽略 集 是 ， 可 怨 略 的 

b) 每 个 2 可 忽略 紧 集 是 ?可 忽略 的 。 

c) 对 每 个 同时 为 4 可 积 与 o 可 积 的 非 负 函数 p 以 及 每 个 
s> 0, 存在 8 > 0, 使 得 关系 0< < pf" tanx è aaf ias 


Es 

0) 对 每 个 紧 集 KCX 5484 e > 0, 存在 3 > 0。 使 得 关系 
ACK 与 小 (4) < 8 Wot (4) e ORFEU “ANER 
w). : 

D > = supCinf(2,n2)). 

a) W b) 可 由 (13.14.1) 与 (13.6.3) 立 即 得 到 。 

显然 b) AED). 反之 ,假定 V) REFAN E ATTAR R. 
出 于 X 是 柯 数 沾 紧 集 K。 的 并 ,所 以 只 须 证 明 每 个 集 N YK, 38 
可 忽略 ,六 而 我 们 还 可 以 假定 MY 是 根 对 紧 的 ,由 于 此 时 N 具 有 一 个 
紧邻 域 (3.18.23, 所 以 由 (13.7.9) 与 (13.8.7(D) 得 知 ,可 以 只 限于 考 
不 和 N 是 可 数 个 相对 紧 开 集 的 交 的 情形 ; 然而 在 这 种 情形 N 是 ， 可 
积 的 ((13.7.7) 与 (13.8.7)G)) ,因而 紧 集 序列 《8,) 与 ”可 忽略 集 
了 的 并 也 是 > 可 积 的 .由 于 按 假设 w(B。) 一 0 对 一 切 = 成立 , 帮 
由 此 得 到 入 是 > 可 忽略 的 . 

为 证 明 ATE d) 与 中 AR a) EE ,+ WRA 4， 
"= r. 1， 这 里 1 是 一 个 正 测 许 ,而 “ 与 "是 局 部 1 可 积 的 非 负 
有 限 函数 〈《(13.15.2) 与 人 13.15.3))， BE v = sup (inf Cv; nu) ， 
vmes, WE e 220, e” 0 与 sop CinfGys01)) = + 2 


《0.15.3)。 于 是 ,为 证 明 切 8838 d), 只 须 证 明 , # b) 满足 ; 就 有 
s'ero TER o) > 0 的 点 xeX 的 集 4 包含 在 使 得 
ulz) = 0 的 点 * 的 集 内 ,因而 是 4“ 可 忽略 的 (13.14.1), 从 而 由 假 
定 它 是 7 可 忽略 的 。 又 or = opas i (344) 与 (13.6.3)) 
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EJ i d, 


i 


关系 式 v CA) 一 0 等 价 于 罗 为 可 忽略 ， 从 而 推 芝 e” 1 一 人 
(13,14.4)。 为 证 明 d) AW 。), 只 须 注意 条 件 d) 表示 v” - 1 = b, 
因而 集 4 为 2 可 忽 上 路 《13.14.4)。 此 时 在 x G) > 0 的 点 * 处 
令 g) 一 v(x)/ulx)， 而 在 其 他 点 处 令 g《x) 一 0， 则 在 一 切 点 
xÉ À 处 都 有 v(x) 一 g(x)uCx)， 于 是 v(x) — gCx)n(x) 对 于 1 
几乎 处 处 成 立 ， 故 了 为 局 部 上 可 积 且 > = g > pp(13.14.5)， 
剩 下 要 证 明 b), c) 与 c) 的 等 价 性 ,把 c) 应 用 于 了 一 qx, 显 
WL c) FE c) 的 推论 ， 另 一 方面 ,由 c) 推出 ， 对 每 个 上 可 忽略 的 相 
HERRA, A s*(A) 一 0。 由 于 每 个 # 可 忽略 集 是 P 可 忽略 的 
相对 紧 集 的 一 个 序列 的 并 (3.18.3), 这 就 证 明了 <) M b). 最 后 
用 反 证 法 来 证 明 b) ME c). 假定 存在 同时 为 4 可 积 与 > 可 积 的 
FAAR b URR a> 0, 使 对 每 个 正 整数 n, 存在 函数 gç, 使 得 


0e < fof edax 2" 且 | edv > a, 根据 (13.5.5), 显 然 可 以 


适当 选取 gs€ Z, HA if (k, ga) 代替 z, 而 不 改变 上 述 狂 质 ， 
因而 可 以 假定 g 为 上 可 积 与 ? 可 积 (13.9.13) 的 . 此 时 令 


h = lim.sup g, = inf hps 


其 中 
Ba = up g, < > Enise 
由 于 对 一 切 #* 有 gh MANH n, 和 都 是 可 积 与 ?可 积 
(13.8.2) 的 , 且 有 
fanda < >j Enda ZI 
£= 


《13.5.8), 因而 222 = 0 (13.8.1). FERE b) 蕴涵 4 为 ?可 忽 


略 (13.6.373 但 我 们 有 | jav 一 mji. > a 33.) 58818 2 

Aü DA c). 

(18.15.6) ke5 > E X EGBUFIEMUE, MUEEUSABORE 
217. 


等 价 的 ; 

a) 关于 的 可 忽略 集 是 关于 > 的 可 忽略 集 , 反 之 亦 然 ， 

b) vy = g: &， 这 里 & 是 局 部 上 可 积 函 数 且 关于 < 几乎 处 
有 g(z) > 0. 

WR a) 满足 , 则 由 (13.15.5》 得 知 r =g: a, a= h. u, 其 
中 g《 相 应 地 , A) 是 非 负 的 且 关 于 pn《 相 应 地 ,关于 +) 是 局 部 可 积 
的 , 因而 hg. 是 局 部 “可 积 的 且 有 e = (hg) + z G3.14.55, 这 
就 推出 (13.15.3) àg 《关于 内 等 价 于 函数 1, 所 以 关于 “几乎 处 
#gG) > 0 与 1s) 一 1/8(s)。 反 之 ;假定 > 一 8 z B ga) > 0 
关于 几乎 处 处 成 立 , 则 由 于 《1/8(x)》 gG) 关于 4 几乎 处 处 等 
于 41, 所 以 1f8 为 局 部 可 积 且 e= G(/g) (13.14.5)， 从 而 条 
ta) 满足 。 

当 上 “与 ?满足 (13.15.6) 中 的 等 价 条 件 时 ,我 们 称 这 两 个 正 测 
度 在 X 上 是 等 价 的 ; 显然 这 是 XX 上 的 正 测度 记 成 的 集 上 的 一 个 等 
价 关 系 ,而 可 测 苞 数 的 概念 对 等 价 测度 是 相同 的 (13.9.4)。 
《13.15.7) 对 于 X 上 的 每 个 正 测度 ,存在 连续 医 数 , 使 对 一 切 
EXA h(x) DSO, 并且 测度 v= h- p《 根 据 (13.15.6), 它 等 价 
于 内 是 有 界 的 

事实 上 ， 设 (U) E X 中 的 相对 紧 开 集 的 递增 序 列 ， 满 足 
《3.18.3) 中 所 述 的 性 质 ;对 每 个 #, 设 fa 是 XX 到 [0,1] 的 连续 映射 、 
使 在 Fe 上 fh) 一 1 而 在 X Us 上 fe) 一 0(4.5.2)。 设 


G) 是 满足 > a, < 十 oo HER RM A = 21 anfa # X 


内 依 范 数 收敛 (7.1), 因 而 大 是 上 的 连续 函数 《7.2.1), 且 对 一 切 
r€ X# AG) > 0, 令 2 一 4 pp， 则 有 


O = hap Ya saa 
(034.D5G3539). Wahi, B jada > 1, R a, = 2Y jp) 
否则 取 a, 一 22, 就 有 > oo < 十 oo 与 C) < 十 oo， 这 就 证 
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了 明了 所 述 命题 。 
《13.15.8) 设 (Can) 是 X 上 的 正 测度 序列 , 则 存在 X 上 的 有 界 正 测 
度 >， 使 得 关系 式 P(N) 一 0 等 价 于 对 任意 的 4a， 有 =, (N) 一 0 
《这 蔓 涵 (13.15.5) 每 个 测度 a, 都 以 为 基 )。 又 若 > XERE 
所 述 性 质 的 另 一 正 测度 , 则 > 与 ”等 价 . 

最 后 的 断言 由 等 价 测度 的 定义 得 到 。 为 证 明 第 一 个 断言 , 根 
据 (13.15.7), 我 们 一 开始 就 可 假设 所 有 测度 a, 均 有 办 ;对 每 个 z, 
乘 以 适当 的 正常 数 ,还 可 假设 md) < 2", 

如 果 va = sup (ss ` * s Pen) 则 根据 (13.15.3.2， 


v, (D < 214) <1 
= 


对 每 个 满足 0 < f < 1 的 函数 1 ARA) 与 每 个 整数 ”都 成 立 ， 
因而 (13.4.4) 递增 序列 (va) 在 MRCX) 中 粗 朴 收敛 于 它 的 上 确 界 
2， 且 对 每 个 满足 0 <f=<1 的 fe YRCX), ESL, A 
而 tQ) < 1, # > 有 界 。 于 是 我 们 可 以 写 由 一 go >， 其 中 
gs 是 局 部 » 可 积 的 非 负 示 数 ,从 而 z。 一 《sup gO + v (13.15.3.3), 


ia <a: 
因此 


v = (sup ga) * z 
《13.15.3.5)。 这 样 ， 最 然 关 系 式 v(N) = 0 蕴涵 mN) 一 0 对 


一 切 # 成 立 (13.15.5)， BZ, zs (N) — 0 对 一 切 4 成 立 表明 每 
A gapu 是? 可 忽略 的 《13.14.1)， 因 而 (sups don 也 同样 是 可 
忽略 的 (13.6.2)》, 所 以 六 是 > 可 忽略 的 。 
《13.15.9) 设 (jxs) 是 正 测度 的 递增 序列 , 它 在 MaCX) 内 有 上 确 
界 xz, 则 为 使 函数 了 是 p 可 积 的 ,必须 县 只 须 它 对 一 切 = 都 是 上 可 
积 的 ,并 且 


s| lf|da, < +0., i 
此 时 我 们 有 


Ja, 一 iim am 


*2I9。 


事实 上 , 可 以 写 z, = g, v, 其 中 g, 是 非 负 的 且 是 局 部 > 可 
积 的 ,而 序列 (go) 是 递增 的 ;进而 还 有 ，” 一 《sup go) + v (13.153), 
因此 对 于 ”几乎 处 处 有 sp go 一 1。 车 了 为 ”可 积 ， 则 根据 
03.9.6) 与 不 等 式 el < H| 关于 ”几乎 处 处 成 立 以 及 
(13.9.13), 就 得 到 对 于 一 切 z, fg, A A AF nt 
均 为 pe 可 积 (13.14.3). 反 之 ,如 果 对 于 一 切 #2,f 均 为 mm 可 积 , 则 函 
Ak fe AP 可 积 (13.14.3), 且 关于 ”几乎 处 处 有 flim fga ik $ 
为 > TIR (13.9.11); 此 外 还 有 |f| 一 sapljg。| 关于 ”几乎 处 处 成 


立 ， 因 而 所 述 结论 由 (13.9.13) 与 (13.8,1) 得 到 ,而 最 后 的 断言 则 由 
控制 收敛 定理 (13.8.4) 得 到 . 


16. 应 用 : I. 关于 复 测 度 的 积分 


《13.16.1) 设 pv 是 X 上 的 两 个 正 测度 , 则 

O G+ tp 

Gi) AERA f Ele + s) ERR CHIHI, (a + 2) 可 测 的 )， 
必须 且 只 须 它 是 上 可 积 与 » 可 积 的 (相应 地 , 产 可 测 与 > 可 测 的 )， 
此 时 我 们 有 
G3.16.1.D Ja +) = Jaz + Jus. 

事实 上 ,可 以 写 p= g: G+ v), v=}. (z + v), rH g 
与 是 遍 部 《x + >) 可 积 的 非 负 函数 ((13.15.1) 55 (13.15352; X. 
由 于 a + > = (g + à) Cat), HA g(x) + AG) 一 1 关于 
# + v 几乎 处 处 成 立 ， 令 和 一 产 十 >。 为 证 明 GO, RUSTE 
立 对 任何 非 负 函数 了 成 立 的 等 式 


2 一 人 jedi + Fna. 


H 


* * * 
然而 | fdh <Í feda +Í fh44 是 显然 的 ， 另 一 方面 ,可 以 限 1 
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aa < +e 0008. 于 是 存在 属于 A W i RERAN 
序列 (a), ERI < wo B| 一 adj uada, 由 于 | <a = 


jga2 + 和 aaa， 所 以 通过 到 极限 邑 可 由 此 导出 所 需 的 不 等 式 。 


于 是 结论 GD 由 (13.14.2) 与 (13.14.3) 导 出 . 
现在 考虑 X 上 的 复 测 度 2; 我 们 把 X 上 的 复 信和 函数 f 称 为 4 
可 积 的 ,如 果 它 是 121 可 积 的 . 车 令 u= Ri, 一 Z, 则 由 
(13.3.7) 与 (13.16.1) 得 知 , f 是 1 可 积 的 等 价 于 它 同 时 是 % 可 积 
与 为 可 积 的 由 于 (13.15.3.1) uj =at ta, al = 22 + 27, 
所 以 又 得 知 , f 是 2 可 积 的 等 价 于 f 关于 四 个 正 测度 at, 45, 2, 
Ar 部 是 可 积 的 . 
此 时 我 们 把 复数 
(13.16.2) fjar = | idat — fiar +i [at 一 [ias 
称 为 了 关于 1 的 积分 . 
这 样 定义 的 映 负 1 一 [aa 显然 是 复 向 量 空间 ZEO |a D k 


的 一 个 C 线性 形式 , 它 是 S (X) 上 给 定 的 C 线 性 形式 4 的 延 
m. 
《13.16.3) 对 于 和 上任 一 复 测 度 1， 有 L — h: 21. RR AER 
部 |+| TRAR, ERT jal 几乎 处 处 有 l4 — 1. 

事实 上 , 设 4 5 hn DERNE Fl 与 .和 2, 则 有 12 Sja 
与 als 12] (13.3.7), AM h 5 a EA jaj 为 基 的 测度 ， 从 
而 : 也 网 样 是 以 12| 为 基 的 测度 ， 若 2— h. lll, MUH e T4 
jal = 1#| 12| G3.13.53 32888 |4Cx)| 一 上 关于 | 对 几乎 处 
处 成 立 (13.15.3). 

现在 由 定义 (13.16.2) 与 (13.14.3) 得 到 ,对 和 钙 一 2 TRAM j, 


有 
(13.16.4) fjar = | jiaiai, 
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根据 (13.16.3) 与 (13.10.3), 由 此 可 立即 得 芭 
(13.16.5) ifa |< firai. 


我 们 称 一 个 函数 是 1 可 忽略 的 (相应 地 , 2 可 测 的 ), 如 果 它 是 
1 可 忽略 的 (相应 地 ,14 可 测 的 六 对 于 集 也 有 类 似 的 定义 .。 

如 果 4 与 上 是 两 个 复 测 度 且 f 同时 为 4 可 积 与 上 可 积 ， 则 根 
据 (13.16.1) 与 不 等 式 [tal < jilt lal (13.3.8)，f 也 是 
G E a 可 积 的 ， 

设 2 是 复 测度 ,我 们 称 复 值 函数 z 是 局 部 1 可 积 的 ,如 果 它 是 
局 部 121 可 积 的 . 此 时 对 每 个 函数 EHe (X), gf 是 4 可 积 


的 ， 而且 和 如 (13.13) 申 所 看 到 的 ,1 — | efaa 是 一 个 测度 ， 记 作 


g-i, 2k. Æ 4 二 :14| G3.16.3), Wiea2 = Jail, 8 


言 之 ,8 - 2 一 (g 有 14|, 这 就 把 对 形 如 8 -4 的 测度 的 研究 归结 
为 是正 测度 的 情形 ,特别 由 (13.13.4) 得 到 
(13.16.6) le-a} = lgl- lal. 


17. 应 用 ; LE 的 对 偶 空间 


《13.17.1) 设 # 是 X 上 的 正 测度 ， 则 对 每 个 函数 z€ ZRO) 
(相应 地 ,ge LEDDA Oif — [jedu 是 空间 syz, 内 


《相应 地 , ZO) 上 的 《关于 由 半 范 数 N, 所 定义 的 拓扑 的 》 
连续 线性 形式 ， Banach 空间 LRA AGAN, LEXA) 上 
对 应 的 连续 线性 形式 Ör: 了 一 uG ARNO) 作为 它 的 范 数 
(5.7.1)。 友 之 ， 儿 RCX,p)( 相 应 地 ，2Yb《X,p)) 上 的 每 个 连续 


线性 形式 可 写成 1 — [jern Ehet LADO Së 


《X: 和 由》 中 的 函数 , 且 中 的 等 价 类 是 唯一 确定 的 . 
我 们 限于 对 Ve 的 情形 进行 证 明 . 6, 是 Z ¿ 上 的 连续 线性 
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形式 这 一 事实 以 及 不 等 式 |6,| Nel) 从 (13.12.5) 得 到 ， 为 
WE JË = N.C), 可 以 只 限于 & 不 是 < ARCEN Cg) > 0) 
的 情形 , 为 上 可 忽略 的 情形 是 亚 然 的 . 

设 = 是 满足 0 < a < No(8) 的 任意 数 , 则 存在 X 的 紧 子 集 K, 
它 的 测度 大 于 0, 且 使 得 gl 连续 并 在 Kk 上 有 |gC*)| > a((13.9.9) 
与 (13.9.4))， 对 每 个 8 > 0, 存在 K 的 有 限 覆 盖 (U), 其 中 UU; 是 
K 中 的 开 集 ,并 使 得 8 在 每 个 U, 上 的 振幅 <s (3.16.5); 于 是 存在 
分 解 为 有 限 个 可 积 集 44 的 划分 ,使 得 z 在 每 个 A, EOR S 
e (13.9.12.1)， 因 而 44 中 至 少 有 一 个 集 《 抬 它 记 作 A) RAEM 
Ë: p(4) > 0, Ep Rz 在 4 内 所 取 的 一 个 信 , 我 们 有 [2| > o, 
且 对 一 切 z€ A, 有 |glx) bl Se RES j= G (外 
PC4)))g 四 显 见 f€ k NQ) 一 1. 并且 还 有 


I ran =j + fie — bo du 


(一 Du > (a — e)al A), 
Mi [fjera] >a- 6, F e>0B C < NG) 是 任 取 的 ,这 


就 证 明了 所 述 断 言 (5.7.1)。 

反之 ， 设 * 是 和 去 上 的 连续 线性 形式 ， 则 存在 数 ec > o, 使 
对 一 切 je Lk, lul < cN (O 02141). 我 们 知道 
(13.11.6), 对 X 的 任 一 紧 子 集 K,SY ¿(X e) 的 拓扑 在 A AK) 
上 的 诱导 拓扑 粗 于 由 学 数 |A 所 定义 的 拓扑 ， 风 而 线性 形式 * 在 
每 个 Banach 空间 .rc (X; K) 上 (关于 范 数 ID E2, RE 
Z, u 的 限制 a | .ec (X) 是 一 个 ( 复 ) 测度 s。 再 由 不 等 式 
UIEN 对 一 切 f€ te GO 成 立 与 (13.3.2.1), 就 有 
WIAD < N = celt, 于 是 由 (13.15.1) 与 (13.15.3) 得 
知 ,存在 局 部 可 积 函 数 go 使 得 关于 几乎 外 处 有 |gox)| < c, 
且 有 lim gtu. Æ v= he |v] (13.16.3), WE v =g- a, 
其 中 g 一 goh (13.14.5), 且 显然 ge ZEG). AE, REER u 
与 bs # S eTR A X) 上 相同 ， 而 AO £ % ¿ 8 
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处 处 稠密 《13.11.6); 由 于 #* 与 bz 都 在 纪 友 上 连续 ， 故 它们 相等 
《3.15.2)， 最 后 ， 关 系 式 6s = 05, M ë, 一 龟 可 由 《13.15.3) 得 
到 ,证 毕 . 

TERMEZ B: h g — 0, BE: Banach 空间 LE 到 Banach 空 
闻 工 上 的 对 偶 空 间 上 的 一 个 线性 等 距 (12.15). 

注意 ,由 《13.12.35)》 得 到 ,对 每 个 函数 fe S à x, a), 


LEX, p) 上 的 线性 形式 z>j jedn 关于 由 半 范 数 N. 所 定义 


的 拓扑 是 连续 的 ;然而 一 般 地 说 ,存在 Z Xa) 上 的 线性 形式 ， 
它 关 于 上 述 拓 扑 是 韦 续 的 ,但 却 不 属于 前 述 类 型 , 


问 题 

1) a) 设 x 是 局 部 紧 空 间 ,# 是 x 上 的 正 测度 , 试 证 ,对 X 到 尼 的 任何 上 
TARS SRE 1 <p 所 + 的 任何 数 p, E NI) = =o] eldes ks 
£ 取 遍 属于 Sr GX) 的 使 得 NCE) 的 函数 所 成 的 保 , 而 4 = pp 一 1》 
(着? 一 1, 则 取 4 = +0), 叙述 并 证 明 当 f EL x B| C 的 上 可 测 映 射 时 的 
类 似 性 质 . 

b) 假定 1<p<+o0; 对 每 个 函数 gE CXspX 相 应 地 ,8 € PECX), 
AAR 吉 (X,pX《 相 应 地 ， 纪 (Xp)) 上 的 线性 形式 GE iE 
是 LRC, p) GRRR, L$CX, #)) 到 Banach 空间 成 (xy p) 《相应 地 ， 
友 (X54)》 的 对 偶 Banach 空间 (5.7.3) 上 的 一 个 等 距 .《〔 利 用 力作 如 同 
《13.17.1) 中 的 推理 .) 

2) 设 X 是 紧 空间 上 是 X 上 的 正 测度 ,fs) 是 LEX) 中 的 正规 正 交 序 
列 . + 


K, D) = DMO, BL) = {Ness ap 


《序列 G.) 的 "第 n Lebesgue 函数 ”"， 参 阅 11.5 问题 ?)。 对 任 一 复 信函 数 
g€ #¿(X,u), D| Ca) 表示 函数 


=— Cefn) — [EE OO), 


a) ME z EXA MAER x LOEME EAR WAA 
RAe 


(a) 在 点 xm 处 有 界 (这 个 办 依赖 于 = 55 m] ,必须 目 只 须 数 H.Czo) 所 成 的 集 
有 界 (利用 问题 1 a) 与 Banach-Stciohauss 定理 ). 《这 个 结果 推广 了 11.6 问题 
2a).) 

5) 为 使 对 于 在 X 上 连续 的 每 个 复 值 函 数 8, 部 分 和 Cg》 都 一 至 收敛 于 
z, ARE UN: 1" 每 个 在 X 上 连续 的 复 值 函 数 都 能 由 力 的 线 狂 组 合 来 一 到 
通 近 ;2 "存在 常数 a, 使 对 任何 = 与 >e X, ELUEA) 所 a,《 为 证 明 条 件 2 的 
DEE, EER (a) BKAT e, 则 对 年 何 滥 增 赂 数列 (a) 与 x 中 的 任 
何 点 列 (xu ,数列 (| KCD OO) AR (这 个 界 依 知 于 四， 同时 
利用 Banach-steiohaus 定理 .) 

特别 地 ， 对 于 Har 正规 正 交 系 (8.7 问题 7)，Lebesgue 函数 是 一 致 有 
界 的 . 

3) Wx 是 局 部 紧 空间 ， 中 是 x 上 的 正 测度 ，* 是 满足 1<t<+oo 的 
Bo a= p/p 一 1)， 试 证 ,如 果 z 是 复 值 可 测 盘 数 ,满足 下 述 条 件 : 对 每 个 
函数 fe 21(X,u), RA e 均 可 积 ， 则 * 属于 AX, (利用 闭 图 象 定 
理 (12.16.11), 证 明 12 BJ L: 的 映射 一 天 是 连续 的 .XX 参阅 12.16 问题 24.) 

PRUE L) 的 连续 自 周 态 , 往 足 13.11 间 题 16 的 条 件 ,于 是 
的 转 置 中 是 Banach 空间 78CX,4) 的 连续 自 同 态 ,其 范 数 不 大 于 1(12.15 
问题 4), LARRI 葡 涵 U jo, BENAR ELT), 我们 还 
用 全。/ 表示 类 心 .了 中 的 函数 。 

a) O) 是 属于 ZZ 的 函数 的 认 列 ， 它 几乎 处 处 收敛 于 1， 且 序列 
NoD 有 界 , 试 证 序列 《C16 A) 几乎 处 处 收 伍 于 U ,大 CIBEAR z, 一 
"ip |#sss 一 如 | 所 成 的 序列 并 利用 下 述 事实 ， 对 每 个 函数 AEL RAR 
[ee gn) ap = fenfu + Ayan 成 立 ,) 

D iw ERT LT 的 非 负 函数 ， 并 采用 13.11 E1 中 的 符号 ， 试 
TEE Uve JUPktitikir NA ENE S EL 有 | yap GE 
BWE T- jr 并 应 用 13.11 间 题 16 4)). 

°) 使 用 13.11 问题 18 的 记号 , 试 证 几乎 处 处 有 U pugon, hitit 
Bo HFE X。 上 几乎 处 处 为 零 的 任何 函数 f ESk, MRU -J E K ELP 
处 处 为 堆 . 

5) 使 用 13.11 问题 18 的 记号 ,并 假定 集 x, ETARKI, W z RAR 
B U.1= 工 村, 集 x 总 是 可 忽 路 的 . 
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a) 试 证 ， 若 fe zt 且 几 乎 处 处 有 UiS ML tU. f = f LPEE 
成 立 〈 佑 计 函 数 O'U f) (@ TU. 9 +. + Ur. T) ORADEA). 

b) 设 8 是 使 得 必 .2 一 汪 几 乎 处 外 成 立 的 函数 AE z RR (AE 
Z, £ RERA E'U 下 不 变 的 函数 4 的 集 ), 试 证 常数 属于 Z, 且 对 于 了 
中 每 个 使 得 序列 (Ne(4z)) AROARI e), upe 属于 《利用 4) 与 问 
是 4a))， 由 此 推断 ,为 使 4e 确 * 必 须 目 只 须 对 任何 = € RRA a, +o) 
的 特征 函数 属于 Z. 

°) RIE, H Aç Z, f€ 2 有， 则 几乎 处 处 有 U + (Ap) 一 AU e NORR 
为 五 一 94 的 情形 并 证 明 G 一 pa) (U Cea) 的 积分 为 0)。 

d) 试 证 形 如 如 + 8 一，&( 其 中 he Z, z € 9k) 的 函数 的 集 在 


Sk ERAS. 《利用 12.15 问题 fy， 证明 车 wegRH [ne — Ue) 


dp = 0 对 一 切 函 数 ge Zh RWB we ,并 由 此 推断 [gdp — 0.) 

中 大 f= 如 十 8 —U +e €, 则 序列 CR,(1，®)》 几 乎 处 处 趋 于 忆 
HA N, G) < N, (1)( 证 明 最 后 的 不 等 式 时 ， 考 不 函数 s — seh 并 估计 
Juan 的 值 ， 估 计时 注意 ，we Z). 由 此 推断 存在 以 的 连续 自 同 态 Ro, 其 
范 数 不 大 了 1, 而 它 的 象 是 类 Së (这 里 +e Z ) 所 成 的 向 最 子 空 间 在 Lk 内 的 
闭 包 , 且 若 f=49 +z U. z€, BJ Re j 等 于 kë, 

对 每 个 函数 Je Zk, DL Re .7 表示 属于 类 Ro . P ARG 由 e) iE 
疡 序列 《Ru(/，9)) 几乎 处 处 趋 于 @ (Re . 1), 再 者 ， 对 每 个 a R, 使 得 
CRo + p2)2e@(2) 的 x+EX 所 成 的 集 的 特征 陪 数 属于 Z , MENUSAR 
he ,有 | KRO: Pyu = (irn, CERESE Ni 一 入 )<es 证 明 使 得 
RYG — fis DX) SSE 或 Rolf hE / 8 @(z) 的 xex 所 成 的 集 
关于 @ "的 测度 < “<W z ,证 明 时 利用 13.11 问题 18c),》 

8) 试 证 ,着 /5 是 属于 2i 的 任意 两 个 函数 且 ” 卡 负 , 则 序列 (Re(fg77 
在 案 B 内 几乎 处 处 收 生地 有 限 设 限 ， 这 里 p RUB CO". g(x)>0 至 少 对 
一 个 非 负 整数 ”成立 的 € X 的 集 (Chasón-Ornstein 定理 ). 

6) a) ko <a, 是 两 个 实数 ，p 是 5 内 的 带 域 o, R, f 是 在 8 上 
连 绕 , 在 专 内 全 纯 的 函数 ;此 外 还 修 定 : 

1° 对 于 * =, + t 5: = 0, T z G E: R RERA) E CSM 
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2° 存在 两 个 常数 >0，4>0。 使 在 8 内 有 [IG + y| gA, 

试 证 在 这 些 条 件 下 ,在 BAAO < Cin 9.5 问题 17 取 8CD = e, 
利用 Phraginén-Lindelöf 原理 ). 

b) AIEE HERRAR, E RAM, 并 对 满足 wm <o <o, 的 每 个 
0, $ KO) 一 sup|Ke + ë|, NIA 
(=) LO) KLT, Y Lo) 

《三 线 定理 ). 《类 似 于 9.5 问题 10 进行 证 明 ， 为 此 考虑 函数 e), H 
中 = 是 属于 下 的 适当 的 数 ; Hadamard 三 加 定理 可 作为 (t) 的 特殊 情形 推 
H.) 

7) 设 X, Y 是 两 个 局 部 紧 空 间 , n v 分 别 是 X,Y 上 的 正 测度 ,EC Lk 
(Xs4) 是 上 可 积 阶梯 函数 的 类 组 成 的 空间 ,5 是 到 空间 Loc,el(Y ,v13.13) 
的 线性 映射 对 于 此 的 区 间 [1 , + co] 内 的 (有 限 或 无 穷 ) 实 数 所 成 的 洗 个 元 
Resa), RTI U X (P,a) 型 的 ,如 果 己 把 也 映射 到 LECY,v) 中 ,并 且 对 到 
RPL 2) 的 拓扑 所 诱导 的 拓 盾 且 把 U 看 作 E 到 LEC, r) 的 线性 映射 
时 ,是 连续 的 。 此 时 以 上 且 册 ,a 表示 这 个 线 狂 映 射 的 范 数 ， 若 < + co， 则 
如 可 违 续 延 拓 为 LECX, a) 到 L2CY,v) 的 范 数 为 Woa 的 线性 映射 ; 若 
p= +e 而 有 界 , 则 如 也 可 作 如 上 的 延 括 . 

试 证 ， 如 果 对 于 两 个 元 偶 Po, de), Cis 2O)s U 同时 是 (Pos 3) 型 与 
Ceasa.) 型 的 , 则 如 也 是 (p,q) 型 的 ,这 里 

1 1 + £ 
£ Po P 
其 中 是 满足 0 <: <1 的 任意 的 实数 ,并 约定 1/oo = 0, 1/0 = +0; 
而 且 还 有 Wl SW a, Wia, (M. RicaseThorin 插值 定 强 )、。 (对 


LL 
4 Ge ao 


于 je 与 下 三 Go (二 + 二 一 1 估计 [Ko Dela 的 上 办 以 利用 问 


题 1; 为 此 令 1= |fl#, g= jelo, l| = |*| = 1， 且 对 每 个 复数 5, 令 
h = l#ltu, g= jeli 现在 适当 选择 两 个 仿 射线 性 函数 5 一 上 5 + b, 
$—= + 4 并 对 全 弛 函数 


sos 73818 an 
应 用 三 线 定理 .) 
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18. 测度 的 典 则 分 解 


X 上 的 两 个 ( 复 ) 测度 u,v 称 为 走 相 奇异 的 ， 如 果 inf (|p|， 
Pl) = 0. 称 测度 集中 于 集 M 上， 或 上 由 售 M 所 支撑 ， 如 果 
XM Elu TRR ASAT laj 一 pu -|z|(13.15.3); 此 时 
每 个 以 jx 为 基 的 测度 都 集中 于 以 上 . 
《13.18.1) 为 使 两 个 测度 z, > 是 互相 奇异 的 ,必须 且 只 须 在 X 内 
存在 两 个 互 不 相交 的 集 M，N， 使 得 “集中 于 M 上 而 ”集中 于 和 
上 ， 此 时 还 可 进一步 假设 M 与 N 是 普遍 可 测 的 。 

事实 上 ， 我 们 可 以 限于 e 与 > 是 正 测度 的 情形 ， 此 时 可 写 
u= p um h. p, 其 中 ?是 正 测度 ,8 与 4 是 两 个 局 部 P 可 
积 的 非 负 函数 (13.15.2) 与 (13.15.3))。 于 是 有 inf Ge >) 一 
inf(g,0) -o RATE inf (a, z) 一 0; 必须 且 只 须 inf (g, a) 是 
P 可 忽略 的 〔13.15.3)。 设 M, 与 N. 分 别 是 使 得 g 《x) = 0 与 
4(x) = 0 的 * 所 成 的 集 , 则 infCg, 们 为 可 忽略 等 价 于 MNN A 
2 可 忽略 ,或 等 价 于 关系 式 8 一 pug 5 A= puh 关于 ?几乎 处 处 
成 立 , 其 中 M = Ms 一 (MAN), N = No — (Ma NNa) G3.15.3). 
然而 g 一 pug 关于 几乎 处 处 成 立 等 价 于 上 一 pu * # (G3.15.3) 
与 (13.14.5)) 或 上 集中 于 M F. 这 就 完成 了 第 一 个 断言 的 证 
明 ， 用 普遍 可 测 集 M'CHM 与 N'CN CË M 55 N, KE M 55 N' 
满足 la| M- M') = 0 与 |v|(N — N’) =0 (13.9.3), 即 可 得 
到 第 二 个 断言 . 

特别 是 , 对 任 一 实测 度 z, 与 p 分 别 集中 在 两 个 不 相交 的 
4 可 测 集 上 ， 这 两 个 集 同 时 是 pt 可 测 与 & ”可 测 的 《(13.15.3) 与 
(13.16.1)), 

《13.18.2) G) 若 1 是 与 两 个 测度 %,v 都 互相 奇异 的 流 度 , 则 4 与 
e 十 # 是 互相 奇异 的 ， 

GD 设 召 是 由 与 测度 > 互相 奇异 的 正副 度 所 成 的 上 有 办 集 ， 

M) = sup H (33.15.4) 与 > 是 互相 奇异 的 ， 
228 。 


关于 人, 可 以 限于 考虑 4,p，v 是 正 测度 且 具 有 形式 1 一 厂 p, 
m= o. yy 一 Ap 的 情形 ,其 中 ?是 正 测度 , pgh 均 为 非 负 ; 
于 是 只 须 利 用 不 等 式 msg +A) 所 inf(f,g8) + inf(f,A) BIT). 

关于 〈i， 可 以 限于 考虑 >” > 0 且 乒 由 递增 序列 a) 组 成 
《13.15.4) 的 情形 ,也 可 写 v = A - p, mm 一 gr， p. 天 一 Gapga) 'p， 
其 中 e PEWEH f 与 z, 均 为 非 负 函 数 ; 在 此 再 利用 关系 式 
inf(j，, supga) = sup(inf(f,g,)) 即 可 证 明 所 壕 论 断 、 

(3483) 若 两 个 测度 e, 互相 奇异 , 则 | + v| = le, + |>l. 

事实 上 我 们 可 以 写 p 二 z. p, u= b: p, Fri e 是 正 测 度 
且 infiel lih 一 0， 于 是 所 述 结论 由 关系 式 

lg + | = igl + [al 


得 到 . 

(13.18.4) (Lebesgue 分 解 定理 ). 设 * 是 X 上 的 下 测度， 则 X 
上 每 个 复 测度 p TUEA r =r +o”, ZE r UAR 
mv S u ERSA r20, rv, 5v RERE v= 
suplinfC»y, #4)), 

# n + ayeo Jtrh vr 55 y 都 与 上 互相 奇异 ,而 2» 与 
4 以 为 基 ， 则 有 or — = x r 且 由 于 2 一 芒 与 # 互 
相 奇 异 (13.18.2), 故 根据 (13.18.1), 只 当 好 一 长 为 零 时 它 才 能 以 
4 为 基 ,这 就 证 明了 分 解 的 唯一 性 ， 为 证 明 这 种 分 解 的 存在 性 ,可 
写 p 一 f+ p，v 一 g*p， Rhe WEWER AFH. W M 是 
使 得 Ke) > 0 的 点 xeX 所 成 的 2 可 测 集 ， 因 而 < 集中 于 对 上 
《13.14.D. FÆ v = gug- p 与 内 一 2 一 多 一 人 一 pg 0 
解答 了 所 提 的 问题 。 事 实 上 ,根据 (13.18.1), >” 与 上 互相 奇异 ; 另 
一 方面 ; 若 4 是 上 可 忽略 集 , 则 ANM 是 可 忽略 集 ((13.14.1) 与 
《13.6.3)), 从 而 4 是 交 可 忽略 集 (13.14.1), 故 是 以 & 为 基 的 测 
Æ (13.15.5)。 显然, 若 是 正 测 度 , 则 vw 与 ”也 是 正 测 度 ; 于 是 
关系 式 v' = sup(inf(w,a4)) KART P 几乎 处 处 成 立 的 相应 关 


RA pug = suplinf(g,11)), 


X 
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X ERWI # 称 为 扩散 测度 ， 如 果 对 每 个 x € X, Alel 
《{z) = 0. Bm, R ERY Lebesgue 测度 是 扩散 的 。 对 于 扩散 测 
度 %， 生 一 可 数 集 是 六 可 忽略 的 ;因而 还 可 以 说 一 个 扩散 测度 集 
中 于 任 一 可 数 集 的 余 集 上 ， 这样， 在 可 数 离散 空间 上 ， 叭 一 的 扩 
散 测度 是 x 一 0。 两 个 扩散 测度 的 和 是 扩散 测度 《13.16.1); 内 
《13.15.9) 与 (13.15.4), 正 扩散 测度 的 任 一 上 有 界 集 的 上 确 界 也 是 
扩散 测度 。 

《13.18.5) ”对 于 和 上 的 任 一 测度 z, 使 得 lel dh > 0 的 ze 天 
的 集 4 至 多 是 可 数 的 。 

事实 上 ， 由 于 和 是 紧 集 序列 K) 的 并 ， 改 只 须 证 明 每 个 集 
4 人 1K, 至 多 为 可 数 。 为 此 只 须 证 明 ， 对 每 个 正 整数 m, Alal 
(x) 2 1/m H z€ ANK, 所 成 的 集 4ws 是 有 限 的 ， 而 这 一 点 
是 显然 的 , 因为 若 BC A,, 是 由 ?个 点 组 成 的 集 ， 则 有 Pim < 
lai (B) < |pl(Ko). 

每 上 的 测度 上 称 为 原子 测度 ， 如 果 它 党 中 于 一 个 至 多 可 数 集 
E. 中 这 个 定义 与 《13.18.1) 立即 得 知 ,一 个 原子 测度 与 一 个 扩散 
测度 总 是 互相 奇异 的 。 两 个 原子 测度 的 和 是 原子 测度 , 并 且 正 原 
子 测度 组 成 的 任 一 上 有 界 集 的 上 确 界 也 是 原子 测度 《13.15.4) 与 
《13.15.9)。 

《13.18.6) 每 个 测度 # 能 唯一 地 写成 e + mw 的 形式 ， 其 中 是 
扩散 测度 而 gs ERT WBE. 

所 述 分 解 的 唯一 性 由 原 于 测度 与 扩散 测度 为 互相 奇异 得 到 。 
为 证 明 所 述 分 解 的 存在 性, 只 须 考 虑 使 得 lelh >o 9 z€ X 
所 成 的 至 多 可 数 集 D (13.18.5); 显然 集 D 是 可 测 的 , 而 且 若 令 
amh. || (13.163), NWE = (po) : |x| 集中 于 D 上 
QBID m= z — m 是 扩散 的 .事实 上 ,我 们 有 |p| 一 pp， 
la|((13.13.4) 与 《13.16.3))， 从 而 [al = la! 一 lel 对 每 个 
z€ D, ps 的 构造 有 |x| (x)) = [aleh 3.14.3), MR E 
DrD, EDEA lel D = lal 一 0， 因 而 对 -~- 


. Hlz€ X 8 |a | (z) = 0 346.1). 
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《13.18.7) 例 . biR LAJ Lebesgue 测度 , 出 由 (13.18.4) 与 
《13.18.6) 得 知 , R 上 的 每 个 测度 可 唯一 地 写成 p 十 态 十 ps 的 
形式 ,其 中 a= g 4 是 以 4 为 基 的 测度 , pe 是 原子 测度 ,而 如 
是 与 4 互相 奇异 的 扩散 测度 ,从 而 它 集 中 于 某 个 可 忽略 集 上 (这 
个 集 必定 是 不 可 数 的 ). 
(13.18.8) 附注 。(i) Ær RATRE WES lel > 0 的 
+& XX 所 成 的 可 数 集 是 # 集 中 于 其 上 的 最 小 的 集 ， 反 之 ,对 于 扩散 
调度 > = 0, 不 存在 ”集中 于 其 上 的 最 小 的 集 , 换言之 , 不 存在 最 
大 的 > 可 忽略 集 , 因 为 单 点 集 是 » 可 忽略 的 。 

G) 设 # 是 集中 于 可 数 集 DP 上 的 原子 测度 , (as) EH D Bb Pr 
有 (两 两 相 异 ) 的 点 按 荣 个 顺序 排 成 的 序列 , 令 elont) = >, 
20; # D, = fas oj 则 po = suppos 县 由 于 |al= 


yp" [gk|, 歼 CC13.14.1) 与 《135.7)) 对 任 一 非 负 函数 r, A lO 


= sple" Go) = D rfe) (有 限 和 或 等 于 +co)， 由 此 


可 特别 推出 ， 对 任 一 紧 集 K, A yy。 < 十 co。 再 者 ， 由 于 和 任 


ra 
一 单 点 集 是 z 可 测 的 且 XX 一 DD 是 可 忽略 的 , 所 以 X 到 一 
个 拓扑 空间 的 任 一 映射 是 上 可 测 的 。 于 是 上 可 积 函 数 就 是 使 得 


E ral ed l< HORER), BE jalul =E raga). 
Tanio lal, ARARE: 对 -- 切 o 有 Aad] = 1 
《45.163， 风 而 对 一 切 * 有 ppow) == 8,, 其 中 |8,| =r B 
对 全 一 k 可 积 区 数 p E [is = D bafa). 


反之 , 关 虑 X 中 的 点 列 (as) SERAN a), 满足 ， 对 任 一 紧 
EK, 有 2) 7。 < +o. 我 们 已 经 看 到 C13.1.3), 此 时 f—> > 好) 


anek 


一 21 yof(eo) 是 X 上 的 下 测度， 使 用 上 面 的 记号 , 显 见 >= 


== 


Bi. 


sup (eb, ,并且 由 于 gp, v 集中 于 D, E, 因而 集中 于 D 上 ， 
所 以 也 集 中 于 DD 上 .此 外 ,我 们 有 w({as]) = rs 事实 上 ,车 
是 os 的 一 个 紧邻 域 , 则 对 每 个 e > 0, 存 在 整数 mm, 使 得 > +, 


spek pam 
所 6。 若 f 是 XX 到 [0，11 的 连续 瑞 射 ， 它 在 点 a, 处 取 值 1, 在 
和 一 六 上 以 及 在 点 ak (K ME k =e n B. k < m) 处 取 值 0 (4.5.2)， 
则 有 (fer < (Q) < r, +e; 另 一 方面 ， 我 们 可 取 邻 域 玉 满 
RE > (K)<xCGa,D + e (3.739), 因而 更 有 ?Ys < > (p < 
v({aa}) 十 8, 因 为 THERA Heh EPS. 


IB) 题 

1) 设 ec 是 局 部 紧 空 间 X 上 的 两 个 原子 测度 ; M.N 分 别 是 支撑 |e| 与 
1o| 的 最 小 集 , 则 为 使 2 与 9 是 互相 奇异 的 ,必须 且 只 须 MnN 一 多 ， 由 此 时 
出 中 的 区 闻 = [0,1] 上 的 原子 测 迹 ”的 一 个 例子 ,使得 5 是 内 与 刀 的 
支 案 (13.19)。 

2) 4) 设 上 是 局 部 紧 空 间 X 上 的 正 测 度 ， 如 果 4CX 是 普 让 可 测 的 量 不 
是 上 可 忽略 的 ， 试 证 看 在 由 4 所 支撑 的 正 测度 v. 使 得 > > 0 且 "Sa (注意 
4 包含 一 个 非 上 可 忽略 的 紧 集 K), 

b) 设 M 是 x 的 普遍 可 测 子 集 , 则 为 使 正 济 度 v 由 M 所 支撑 ,必须 目 只 须 
奇异 于 任 一 由 XX 一 好 所 支撑 的 正 测度 (利用 “7. 

<) WWE, M AE Xx ARR, 则 MCX) 中 由 对 所 支撑 的 测度 组 成 的 向 量 
子 空间 在 M (X) PERNAN. 

d) 试 证 1 = [0,1] 上 的 Lebesgue 调度 是 由 某 个 固定 的 可 数 集 DC 7 所 
支撑 的 原子 测度 的 一 个 序列 的 粗 蔓 极限 ;因而 由 情 所 支撑 的 调度 组 成 的 子 空 
间 不 是 粗 获 闭 的 。 

3) a) 设 上 是 局 部 紧 空 间 x 上 的 正 测度 ，4 是 满足 A(4)> 0 Bp FLIR 
集 , 试 证 , 若 对 每 个 上 可 积 集 BC 4, 有 KB] = 0 或 KB) = 以 4)， 刚 存在 
Sñ o € A, E Ma) = PC A), (HRE K) = p (A) 的 紧 集 KC4 的 
ZRC H SERBE 38 aC A) BJP ZU.) 

b) 假定 上 是 扩散 测度 ， 试 证 ,对 于 每 个 满足 以 .4) 大 于 0 的 4 可 积 集 4 
与 每 个 8>0, 存 在 4 的 上 可 积 子 集 8, W <B) (注意 ,省 助 于 3) 可 
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AE ARER CE LEE A), ae BROR 4 


KIE EIR TIRIK, PODRAT RR R EEKELO A], GEEN O < 
2<A(4) 的 数 5， 设 * 是 4 内 满 足 KCC)<6 TRTE c 的 测度 的 下 确 界 ， 
首先 利用 上 面 的 结果 证 明 c 一 “然后 证 明 存在 4 的 可 测 子 集 的 递增 序 鹿 
(5), 使 得 hmeCco = 2.) 

4) a) 设 ” 是 局 部 紧 空 间 X 上 的 原子 正 测度 ，4 是 X 的 + 可 积 子 集 ， 试 
证 当 B 取 注 4 的 + 可 积 于 集 时 ,v (B) 的 值 所 成 的 集 在 中 内 是 闭 的 ，〔〈 设 ? 
是 支撑 v 的 最 小 的 集 ， 假 定 4n2 RERA, HAN P 的 点 排 成 一 个 序 列 
G), ZBRAN fo 18 到 RHR KE) = D ewr 所 定义 的 映射 


9 并 证 明 ” 连续. ) 

b) H a) 与 问题 35) 推断 , 若 # 是 Xx 上 任意 的 目测 度 , + 是 X 的 # 可 积 
于 集 , 则 当 B 取 澶 4 的 上 可 蛋子 集 时 ,IKB) 的 值 所 成 的 集 在 中 内 是 亲 的. 把 
这 个 结果 推广 到 ”是 x 上 任意 的 实测 度 的 情 少 . 

<) 由 问题 3 b) 推断 ,若是 X 上 的 扩散 实测 度 , 则 当 4 取 志 并 的 |z| 可 
积 子 集 时 ， 以 4) = HHA) 一 上 (4 的 值 所 成 的 集 是 RR 的 一 个 (有 曾 或 无 界 
的 ) 闭 区 闻 . 

3) 给 出 局 部 紧 但 非 紧 的 空间 x 上 的 原子 正 训 度 ”的 例子 。 使 当 4 ER 
38 x 的 ”可 积 子 集 时 ，"”(47 的 值 所 成 的 集 在 R AREAN OR» Be 
inf a(aJ>0), 

5) a) k x ERAH, K = 0 3 x EOE REWE G) E reu) 中 
的 全 正规 正 交 序列 , 试 证 对 几乎 所 有 €X, 有 22 aC) 《采用 反 


证 法 ， 利 用 问题 3b)，Bessel 不 等 式 与 对 于 级 数 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
证 明 否 册 就 会 存在 测度 大 于 零 但 又 充分 小 的 可 测 集 了 , 它 包含 在 使 得 2) r 
Cx) |<+% 的 x 所 成 的 集 内 ,并 且 满足 ， 若 co = Cpa Ad WARD h 


在 8 内 几乎 处 处 收 化 于 一 个 其 信 不 大 于 让 的 函数 ; 另 一 方面 根据 G) EEE 
列 的 假设 ,由 Larseval 等 式 , 必 有 有 


aj lt 一 (|dp Ga) 一 0 其 中 a= 21 da 


= 
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并 由 此 推出 芯 盾 .》 
b) 在 同样 的 假定 下 , 试 证 存在 纯 量 序列 (5), E lia b, = 0, JE Ë. 


2 aA = + co, 平 处 处 成 立 。( 利 用 Eropos 定理 得 到 X 中 的 递 
增 序列 CAO, 使 得 a, 的 余 集 的 测度 趋 于 0， 而且 部 分 和 


(G) = 21 HAO 


= 
EAn E—RB T+ eo, BAH, 注意 以 A) a 为 通 项 的 级 数 几 
平 处 处 发 散 (5 .3 问题 6), 》 

°) 在 同样 的 俱 定 焉 ， 试 证 对 几乎 所 有 t € X, ERR z € vix) 
Ce 依赖 于 s), WE: 若 令 a, 一 《3 | 加 )， 则 以 oxfn(*。) 为 通 项 的 级 数 之 和 
为 十 oo( 利 用 12.16 问题 23). 

6) a) 8 90 是 在 只 上 为 递增 且 右 连续 的 有 限 实 值 盘 数 , 试 证 在 只 上 存在 
唯一 的 正 测度 "使 对 每 个 半 开 区 ja] le, 6], 有 v C], 51) = 9 G) — 8C) 
(“由 6 所 定义 的 Stisltjes 测 唐 ”; 此 对 把 [di 改写 为 jab)， 反 之 ,及 上 的 
每 个 正 测度 都 可 这 样 得 到 , 而 且 为 使 在 尽 上 为 递增 共 右 连续 的 两 个 旺 数 9,， 
9, 定义 相同 的 测度 , 必须 且 只 须 9 一 0, 是 常数 ， 在 什么 条 件 下 测度 ”是 扩 
散 的 ? 此 时 >” 在 9 下 的 象 是 什么 ? 

D) 设 K 是 Cantor 三 分 党 (4.2 问 题 2), 试 证 在 及 上 存在 扩散 正 测度 z, 
DL K 2 339 H S IR BS 14.2 问题 i4))。 由 此 推 煌 在 尽 上 存在 扩散 正 测 
度 ， 它 奇异 于 Lebesgue 测度 且 以 7 二 [9,1] 为 支 集 《在 7 一 的 每 个 连 
通 分 支 区 间 了 上 取 一 个 测度 ,使 它 正比 于 v 在 ! 8J J 上 的 一 个 仿 射 线性 映射 
下 的 象 ;然后 使 用 归纳 法 . ) 

c) ha 推断 , 若 上 是 R, 上 上 的 正 测度 , f 是 属于 Llc (Ren) 的 函数 ， 
G) 是 在 名 内 处 处 昼 密 的 序列 ,使 对 一 切 * 有 | 。 ax ~ o, N| EETA 
RI, 

7) Wx 是 紧 空 间 ,# 是 工 上 的 扩散 正 测度 ,其 总 质量 等 于 1. 

a) 定义 关于 4 为 边界 可 忽 路 的 开 集 组 成 的 族 (0 (O) aa, 使 得 
UCO) = AUC) = X, YeLi UCCLE), HB. z (000) 一 上 《首先 就 
n 用 归纳 法 对 :一 好 条 定义 UC); 利用 13.9 问题 7d) 证明, 着,W 是 X 内 
WB 4399 8869Jr R KE PCW u) <u(W), MIFE BL a aW iu 
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开 集 0, 全 得 PcUcocw JE B ew — vyen — než ew -v} 


间 时 利用 问题 3b).》 

b) 与 =) 推断 ,存在 x 到 ?= [0.1] 上 的 连续 映射 7, 使 得 在 < 下 的 
象 是 7 上 的 Lebesgue 测度 . 

c) WE PEx RETRATI N, 1 的 4 可 忽略 子 靠 对 与 了 一 M 到 
x —N ERSE ze, 使 对 了 一 好 的 任何 4 STBI-F IE 4, z, CA) 是 上 可 测 的 且 
其 测度 eA) = ACA), (利用 13.9 问题 76) 证 明 , 对 每 个 正 整 数 ,存在 
式 的 有 限 划 分 ， 它 由 一 个 上 可 忽 赂 集 与 一 些 直 径 ( 关 于 定义 的 拓扑 的 距离 
WASI. KWES. 的 边界 可 忽略 开 集 所 组 成 ， 对 ”进行 归纳 法 ,通过 
取 极限 导出 1 一品 到 XxX 的 某 个 测度 为 1 的 子 集 上 的 向 胚 1, 其 中 D 是 1 的 一 
ARTER.) 

8) W x, Y 是 两 个 紧 空 间 ，U 是 Banach 空间 Ya(X) 到 Banach 空间 
ERY) KERRE, ni X—Y 是 连续 映射 ， 候 设 对 一 区 ye y, 

AD DOS sn Ke) 
HDAN EEO 成 立 。 

在 这 些 条 忻 下 , 试 证 存在 Y 到 M.( X) ORTER o: ya, 使 对 一 
D) y € Y,o, H ay) 所 支撑 , 且 对 一 切 x* e X # (U NEE) = Gn). 
芳 虑 道 命题 - ( 落 虑 二 的 转 置 'D;Ma(Y)—Ma(X)G12.15.3).) 

9) 设 * 是 紧 空间 ,上 是 XxX 上 的 扩散 正 测 度 且 KX) = 1,« 是 x* 到 自身 
HRA E a 与 全 ' 都 是 上 可 测 的 ,并 使 得 上 在 = 下 不 变 (13.9 问题 247 而 且 
“关于 #5 是 遍历 的 (13.9 NI 13 与 24)， 试 证 对 每 个 e > 0 与 正 整 数 *, 存 
A K ARIP TWR A, 使 得 : 1° 当 0<j<<n 一 1 时 ,uw 多 4) 是 两 两 不 相交 的 ; 
2° (A) 《0sisn — 1) 的 并 的 余 集 的 测度 <s. (Poxxun 定理 ; 取 满足 
0< 区 B)Sefn 的 上 可 测 集 5。 并 构造 对 应 于 En) (m> 1 B 9<p < m) 
的 “ 角 谷 静 夫 摩天 楼 ”13.9 问题 1413), 试 证 可 以 取 4 为 集 Enh 
j 取 饥 所 有 王 整 数 , 取 表 满足 r> + a 的 所 有 整数 ) 的 并 .》 


19. 测度 的 支 集 。 具 有 紧 支 集 的 测度 


《13.19.1) 对 于 X 上 任 一 测度 z, —JJ e 34885 F 3063 SE = w] 
忽 路 的 (因而 它 是 最 大 的 & 可 忽略 开 集 )。 
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事实 上 , 设 忆 是 所 述 的 并 , 则 由 《13.1.9) 得 到 ，& 在 马上 所 诱 
导 的 注 度 为 零 . 
我 们 把 X 内 的 最 大 p 可 忽略 开 集 的 余 集 称 为 # 的 支 集 ， 记 
作 Supp Ce). z€ Supp(e) 意味 着 ， 对 * 的 每 个 邻 域 了 ， 有 lal” 
G) > 0; 或 者 等 价 地 (13.5.1)， 对 每 个 满足 fw) =< 0 的 函数 
f€ Src GX), 有 lel O) > 0; 也 还 等 价 于 , 对 * 的 每 个 邻 域 
V, REBR Fe .Yc《X)， 使 得 它 的 支 集 包含 在 V 内 且 有 
eG) 关 0。 于 是 当 Suple) = X 时 , 叭 一 的 可 忽略 连续 函数 是 
常数 0。 
根据 定义 ， 我 们 有 Supple) 一 Supp《14x1)， 又 显 见 对 任 一 纯 
Ea Z 0, 有 Supp(ag) = Supp(x)， 更 一 般 地 ， 对 每 个 局 部 [a| 
TIRE g, A Supp (g a) C Supp (8) 站 Supp《p)， 因 为 如 果 令 
v=g: lel 且 若 开 集 上 与 Supp O) 不 相交 或 与 Supp (x) 不 相 
交 , 则 |21*C0) = 0 《13.14.1). 
(13.19.2) G) 车 上 与 ?是 两 个 正 测度 , 则 
Supple + v) = Suppa) U Supp). 
GD 对 于 由 正 测 度 组 成 的 任 一 上 有 界 族 五 ， 若 令 v = supH 
《13.15.4), 则 Supp(>) EWE z € 互 的 支 集 的 并 的 闭 包 。 
把 (13.16.1) 与 (13.15.9) 应 用 到 种 对 紧 开 集 的 特征 函数 〈 注 
意 到 (13.15.4)) 上 , 即 得 所 述 结论 ， 
Supp(z) 的 余 集 也 可 定义 为 上 可 怨 略 集 的 内 部 中 最 大 的 内 部 ; 
而 Supp (x) 是 测度 上 集中 于 其 上 《〈13.18) 的 所 有 集 的 闭 包 的 
. 但 要 注意 ,两 个 相互 奇异 的 测度 可 以 有 相同 的 支 集 ， 例 如 , R 
上 集中 于 某 个 处 处 稠密 的 可 数 集 上 的 原子 测度 ， 如 果 它 使 得 这 个 
可 数 集 的 每 个 点 具有 不 等 于 零 的 测度 (13.18.8), 就 与 Lebesgue W 
度 具 有 相同 的 支 集 . 
《13.19.3) e Ex EWE, IEX CRE- E E 
都 上 可 积 , 必须 且 只 须 Supo 是 紧 的 。 此 时 映射 >u 是 
Fréchet 空间 @ c (X) (12.14.6) 上 的 一 个 连续 线性 形式 ; 反之 ， 
cX) 上 的 每 个 连续 线性 形式 部 是 这 种 类 型 的 。 
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设 上 具有 紧 文 集 S, 则 X 一 3 是 产 可 忽略 的 ,因而 fps 几乎 处 
ASTA 由 于 fps 可 测 《13.9.6) B ijel 以 ps 的 一 个 倍数 为 其 
上 界 (3.17.10), 故 fos 是 可 积 的 ,从 而 了 也 是 可 积 的 . 

反之 我 们 证 明 , 若 5 一 Supple) IR, 则 存在 有 限 非 负 实 什 
连续 函数 了 使 得 lal = 十 CO。 由 假设 (3.18.3), 存 在 X 中 的 
相对 紧 开 集 的 递增 序列 (U) ,使 得 D.C U... 且 这 些 U, ERX 
的 覆盖 ; 由 于 X 非 紧 , MAR- n H U, 关怀 .通过 归纳 法 如 下 
定义 X 中 的 点 列 (a,) 与 相对 紧 开 集 序列 《7。) :ae S,V, 35 a, 的 
PR an 属于 3 与 Ú, 与 P, Q S 的 并 的 余党 的 交 (由 假设 ， 
这 个 交 非 空 ),Vo4, 是 arr 的 相对 紧邻 域 , 使 得 s+ 既 不 与 57。 相 
交 也 不 与 任何 V, G < n) WZ. MERGA n, ga EX 到 
[0, 1] WEEBER, CE a 处 等 于 ]， 而 在 X 一 V， 上 等 于 
0《4.5.2)。 由 假设 推出 Jelle) >O £ fa = gallel), 3 


是 lel 一 1， 此 时 函数 了 一 > 有 处 处 有 限 并 连续 《因为 每 


个 点 xE XX 属于 某 个 Us, 而 U, 只 与 有 限 个 Vi 相交), 由 于 对 一 切 
# 有 


EKES HION 


所 以 显然 了 是 所 提问 题 的 解 ， 
# S= Sup 《x) 是 紧 集 ， 则 证 明 的 第 一 部 分 表明 ， 对 每 个 
函数 FEE A EI < hells) ° sup |f (x)|， 从 而 * 在 


Frcbet 空间 PeO LER, BZ, Er 是 这 个 空间 上 的 连续 线 
性 形式 ,因而 存在 紧 集 KCX SWR ¿ > 0, 使 对 一 切 函数 1e Ce 
GOD, # I Se ` plf (12146), PEH L Ex E 


一 紧 子 洁 , 风 对 一 切 函 数 f€ AXEL) 有 AO < c - lil, A 
而 限制 uA AX) EX EWE. EH AEX A [0,11 
BERRI CRA É SC B 848 AC) 一 1 在 上 成 立 ((3.18.2) 
与 (4.5.2》)》, 则 对 一 切 函 数 fe BelX) 有 G 一 10), RER 
为 了 一 P fEK ky. 由 此 立即 推出 + 的 支 集 包含 在 Supp Q) 
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内 ;因而 每 个 函数 Je Be (X》 是 可 积 的 且 有 KO = Gh) 一 
AGa) = a0). EE. 

《13.19.4) ”由 定义 立即 得 到 ; 若 x; X 一 X' EARE “ 是 X 
上 的 测度 , 则 Supp(=(#)) = xCSupp(10))。 


a S 
Wu jx LOEWS, EP TWR. R CO 是 满足 下 述 条 件 的 z€ X 
所 成 的 集 ; 存在 x 在 X ARERR, 使 得 
VN — A)) = 0, 
RIE 4) 是 开 集 且 HXCA)NCX 一 4)) = 0 (考虑 sapp(gx av 02), 


20. 有 界 测 度 


对 X 上 的 每 个 ( 复 ) 测 度 s 令 
(13.20.1) lel = sup POl 


MERES 
它 是 有 限 实数 或 十 co 
《13.20.2) 我 们 有 lel 一 1x1*C1)。 为 使 lall 是 有 限 的 , BAE 
REWE al EA RHC.) BEHA 
lei = liO = lal GQ), 
即 lel gx RF e DRE. 
事实 上 ,对 每 个 函数 f€ 9c(X)》 ,有 (13.3.3) 
OLS GD < I ifl: p0, 

这 里 对 [0， 十 co] 中 的 策 积 赋予 通常 的 约定 《13.11)， 因 此 
lal < 10). 反之 ， 对 每 个 正 数 。 < lx|*Q1), # f AR 
g€ X RCX), 使 得 0 < g < 1 lall > a (13.5.1), AFE 
函数 re XA), ER ll <z< 1 B |x| > a (13.3.21), 
这 就 完成 了 证 明 ， 

当 上 zl 为 有 限时 ,我 们 称 # 是 有 界 测度; 当 上 是 正 测度 时 ， 这 
个 定义 与 (13.9) 中 所 给 的 定义 一 致 。 测 寞 上 为 有 界 必须 且 只 须 
lel XAR, BA Halll = Hal. XX 上 的 有 界 复 测度 所 成 的 集 
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Mè (X) GBIF M'(X)) 是 空间 Mec(x) 的 一 个 向 最 子 空间 ; 我 
们 令 MRCX) = M2CX) 站 MRCX) 《有田 实测 度 所 成 的 空间 )。 定 
X 《13.20.1) 表明 ,可 以 等 价 地 说 ,Xx 上 的 有 界 测度 是 赋予 范 数 || 州 
《5.5.1) 的 空间 A(X) 上 的 连续 线性 形式 ,而 lel 是 这 个 赋 范 空 
阅 的 对 偶 空间 以 &CX) (12.15) 上 的 通常 的 范 数 (5.7.1)。M ¿(XD 
关于 这 个 范 数 是 完备 的 (5.7.3). 

若是 X 上 的 任 一 测度 ，& 是 局 部 上 可 积 函 数 ， 则 为 使 测度 
“kK《13.16) 有 界 , 必 须 且 只 须 #8 为 可 积 ; 且 有 


(13.203) idana f leiala, 


这 由 关系 式 |g* pi 一 lgl (13.16.6》 可 立即 得 到 ， 

显然 ， 任 一 具有 紧 sgk > B 5 8 tg, 因为 车 设 3 = 
Sopla WA 1g1*C1) 一 lels). 

EEA HEAR EME, M 
(13.204) LEX CLX EL EX u). 
这 是 因为 ,由 (13.9.17》, AAR TAARE REY E Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 (13.11.22) 应 用 于 g= 1 E (13.9.13) #8, 
每 个 函数 je LEO 是 可 积 的 , 且 有 NO < N,(D pO, 
这 还 证 明 典 则 单 射 ¿(GX,a) > ZZ L (X, pj) 关于 这 两 个 空间 的 
这 两 个 半 范 数 是 连续 的 ; 又 典 则 单 射 ZEX, O) — ë (X, a) 
(关于 相应 的 半 范 数 ) 同 样 也 是 连续 的 ,因为 由 (13.12.5) 推 出 ,对 每 
个 函数 JELE, D, E N < N.(D. a. 
(13.20.5) 特别 《13.9.17) # 上 是 有 界 ( 复 ) 测度 ， 则 每 个 函数 


fe ECX) 是 可 积 的 ,有 由 (1316.5), 有 | | faal < lal > Mls 
换言之 ,1 一 Jjak 是 Banach 空间 2 CX》 上 的 一 个 连续 线性 形 
式 ;但 要 注意 ,一 艇 地 说 ,存在 空间 多 E(X) 上 的 连续 线性 形式 , 它 
不 属于 1 -> jda Ca 是 X 上 的 测度 ) 这 种 类 型 

《13.20.6) 空间 MOO 也 是 cO) 在 Banach 空间 ¿GO 
内 的 闭 包 CECO 的 对 个 空间 (12.15)， 函 数 fe 2%《X) 可 以 用 
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TRAU: 对 每 个 。 > 0， 存在 X 的 紧 子 集 天 ， 使 对 一 切 
rex, AOLE 事实 上 ， 若 fe 多 8(X)， 则 按照 定 
义 ,对 每 个 e > 0, 存在 函数 ge AOO li — el < s; 2 
KE XE, RIN z € K, 有 [f(x)| < s。 反 之 ， 假 定 了 满足 上 
过 性 质 ,是 设 4 是 X 到 [0,1] 的 连续 映射 , 它 具 有 紧 支 集 并 在 K 上 
等 于 1((3.18.2) 与 (4.5.2)), 则 显 见 上 一 /8 < Be A(X), B 
而 1e 8CX)。 我 们 把 遍 二 F&CX) 的 隐 数 称 为 在 无 只 远 处 净 于 
OD (ED BRRR C X— R, RIMENE Ym f(x) 一 
im jO ~ 0 的 韦 续 函数 力 。 令 
ERO = CLONER). 
当 X 为 紧 时 ,显然 有 
EEX = CER) = A lX) = @c(X). 


a a 


1) 局 部 紧 空间 x 上 的 有 界 实测 度 所 成 的 空间 MkCX) 可 以 看 fE 下 列 向 
章 空 间 上 的 线性 形式 所 成 的 空间 : 

1° 具有 紧 支 集 的 连续 隙 数 的 空间 E, = SF (X): 

2 ”在 无 穷 远 处 趋 于 0 的 过 续 函 数 的 空间 F, = #kCX); 

3”X 上 的 有 界 壕 续 函 数 的 空间 E, 一 ZRCX); 

4” 有 界 (上 或 干 ) 半 韦 续 函数 的 线性 组 合 的 空间 E; 

5 ”普遍 可 测 有 界 函数 的 空间 E = rX), 

此 外 ,对 于 工 上 的 任 一 正 测度 "以 ”为 基 的 有 界 测度 的 空间 Mk (X,v) 
《基于 《13.14.4), 它 等 同 于 空间 Lk CX, v) 可 以 看 作 关于 v 几乎 处 处 连续 
的 有 界 函 数 的 向 量 空间 E,,, 上 的 线性 形式 所 成 的 空间 . 

我 们 以 ;表示 Mk (X)》 上 对 应 于 高 量 空间 E; G = 4) th 而 
Ü Far 表示 M(X, v) 《或 区 (Kx))》 上 对 应 于 Fe. UERN (参阅 
(12.15)). 

E MRX) 上 ,车 i<i, 则 哲 扑 9, MAF 93; 在 Ma) 上 ,由 了 :所 诺 
FHEITH Favs 而 拓扑 Fae 又 粗 于 由 7, 所 诱导 的 拓扑 (考虑 关于 
> 几乎 处 处 连续 的 函数 的 下 半 连 续 正则 化 (12.7 问题 3) 

a) 设 (s) 是 局 部 紧 但 非 紧 的 空间 x 上 的 有 界 实测 度 的 一 个 序列 。 给 
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出 D 粗 醇 收效 ( 即 关于 拓扑 IOF 0 但 关于 7, 却 不 收敛 的 例子 .为 使 粗 
RAAF 0 的 序列 (im)》 关于 I 也 收敛 于 0， 必须 且 只 须 范 数 序列 《lsj) 
有 界 (利用 Banach-Steinhaus 定理 )。 

b) 给 出 序列 《pe》 关于 了 ,收敛 于 0 但 关于 多 ; 却 不 收 合 的 全 于， 为 使 
粗 矿 收 化 于 沉 度 产 的 有 界 实测 度 序列 《p) 关于 扫 补 ， 收 化， 必须 且 只 须 
对 每 个 *> 0, 存在 紧 集 KCX, 使 对 一 切 n, A | 上 |(X Ke, (用 反 证 法 
证 明 所 述 条 忻 是 必要 的 ,利用 如 13.14 问题 1 中 所 用 的 “滑动 驼峰 法 ”.) 

°) 给 出 MA 《X.v》 中 关于 拓扑 I, 收敛 于 0 但 关于 拓扑 Z ,,, 却 不 收 化 
于 0 的 序列 Cas) 的 例 于 ( 取 X = [0,1]7。 为 使 Mk (X, s) 中 关于 拓扑 多， 
BATF o 的 测度 序列 Cas) 关于 94. 也 收复 于 0， 必须 且 愉 须 它 满足 下 述 条 
件 : 

《C4r) 对 每 个 + 可 扰 略 的 紧 集 KCX 与 每 个 2>0, FEKAR U; 
使 对 一 切 整数 #, 有 |pe| (DU)<e。 

《为 证 明 所 述 条件 的 充分 性 , 归结 为 xX 是 紧 空 间 的 情形 并 把 (Ca) 应 用 
EJE K, 上 , 这 里 K, 是 满足 下 述 条 件 的 x € X 所 成 的 集 : 关于 » 几乎 处 处 连 
续 的 一 个 函数 在 点 * 处 的 振幅 大 于 或 等 于 8。 用 反 证 法 并 利用 “ 消 动 驼峰 法 ” 
证 明 所 述 条 件 是 必要 的 ,》 

q) ik (s) 是 壤 于 几 X) 的 测度 的 序列 , CAPET I, Ia 7s 之 一 
是 Cauchy 序列 ， 试 证 (rs) ATAA. GEFA T, 利用 5) 并 用 
反 证 法 ; 通过 "滑动 驼 巍 法 ”构造 一 个 测度 序列 ， 它 关于 7, rp o 但 不 满足 
b) 中 给 出 的 条 件 - ) 

°) 为 使 属于 Mk (X, v) 的 测度 的 粗 兢 收敛 序列 (tw) 是 关于 Fp 的 
Cauchy 序列 ,必须 且 只 须 它 满足 条 件 《C46,,) 《如同 d), 采用 反 证 法 ); 此 时 序 
ADETI o ARTET M 风 Xx》 的 一 个 测度 

I) W (ps) 是 属于 MO) 的 测度 的 一 个 序列 , 试 证 ?如果 当 4CX 或 
为 有 限 或 为 开 集 且 关于 » 为 边界 可 忽略 (13 .9 问题 ?) 时 ,序列 (px(4)) 具 有 
有 限 的 极限 , 则 《pw) 关于 9 4» 是 Cauchy 序列 (利用 13.14 问题 í 并 用 反 证 
法 )， 试 证 关于 集 4 为 有 限 的 锅 定 不 能 去 挤 . 

2) 设 (pe) 是 属于 MMXs>) 的 渴 度 的 一 个 序列 ， 它 关于 拓扑 9 收敛 
十 属于 MeO RIBE x。 试 证 ,如 果 进 而 还 有 lim |p, | = fel, 则 序列 
(pn) 关于 了 4,s 收 化 于 (利用 <))， 给 出 紧 空 间 X 上 正 测度 序列 的 例子 ， 这 
些 测度 属于 Mh CX,v) 而 这 个 序列 却 粗 艾 收 敛 于 一 个 不 属于 Ma (X, r) 的 
测度 ， 


„Hle 


2) 记号 同 疝 题 1。 设 (pw) ERT MO) 的 测度 的 一 个 序列 ， 则 存在 
和 上 的 正 测度 ”使 得 p. 属于 MRG) 

a) 试 证 下 列 性 质 是 等 价 的 ; 

a) EF C) 关于 拓扑 Z, 收敛 。 

B) 对 大 的 每 个 闭 子 集 4,521 (n, 4)) 具有 有 限 极 限 .。 

Y) ER (us) 关于 Z, kot, WETER H: 

《C1) 对 每 个 紧 集 KXCX 与 每 个 se> 0 存在 天 的 开 邻 域 0， 使 对 一 团 s, 
Ë PlU 一天)<e. 

8) 序列 C) 关于 F, 收敛 ; 且 满足 下 述 条 件 ; 

(C.R a>, 存在 5 > 0, 使 对 任 一 满足 v (4) < 6 的 普遍 可 测 集 
Asha (ASe 对 一 切 *# 成立, 

《为 证 明 OAW >)， 首 先 利 用 13.14 问 题 1 证 明 序列 (sj ) 有 异 ; 为 证 
BCC), 用 反 证 法 并 首先 考虑 序列 (4) 关于 5, BF 0 的 情形 接着 如 同 癌 
题 14) 那样 转 到 一 般 情形 。 然 后 证 明 Y) 蕴涵 序列 C4) 关于 Z, 收效， 特别 
北 涵 6)。 用 可 测 函 数 的 定义 证 明 6) 长 涵 )， 用 反 证 法 并 利用 “滑动 驼峰 
法 ”证 明 a 808 5)。 最 后 ,为 证 明 7) 草 普 “), 首 先 基 虑 这 样 的 情形 : E E 
表示 AAT 29， 的 极限 ， 则 有 imll = ll， 再 用 反 证 法 证 明 Y) WE 
5), 为 转 到 一 般 情 形 ， 归 结 为 & = 0 并 用 反 证 法 : 可 以 假设 存在 函数 
f€ B5， 使 得 序列 ORARET 0 的 极限 。 另 一 方面 ， 可 以 从 (he) 中 
选 出 于 序列 《jw )， 使 得 序列 (pnk+) M MIEZ (Hon) tb aB: 
敛 . 注意 到 这 两 个 序列 都 满足 CC,) 就 能 由 此 导出 矛盾 .) 

b) 给 出 由 属于 4hCX,»”) 的 测度 组 成 的 序列 Go 的 例子 , 它 关 于 拓扑 
Fen 收敛 ,但 关于 拓扑 Z, 却 不 收敛 (参阅 13.18 问题 222. 

c) R X = 041]. WREE MOD EHHI, 与 了 ,是 不 同 的 《参阅 
12.15 问题 2c) 与 13.11 问题 3)。 

3) 把 问题 1 与 2 的 结果 推广 到 有 界 复 测度 的 情形 . 

3) 设 x 是 局 部 紧 空间 , + 是 X 上 的 正 测度 ，, (#8。) 是 上 可 积 函 数 序列 , W 
E: 1° 序列 (8x) 依 测度 收敛 (13.12 问题 2) 于 酷 数 z; 2° 测度 序列 (gs * P) 
关于 拓扑 (问题 ?2) 收 全 在 这 些 条 件 下 , 斌 证 # 是 中 可 积 的 且 序 列 (ze 
在 LKX) 中 收 化 于 8。 : 

4) 设 X 是 紧 空 间 ， 上 + 是 Xx 上 的 正 测度 ,Cj") 是 8 GX) PRERE 
REICHE E-A RRRA AR. 

a) 试 证 对 每 个 函数 ge Le), 由 
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(lt) = [GO Gy aca) 
ARORA TF 0《 归 结 为 有 办 ,因而 属于 AEL) 的 情形 )。 
b) EA € X, 则 为 使 对 于 每 个 隙 数 a€ LEH), MA D (alt 


(xo) 收敛 ,必须 目 只 须 《 使 用 13.17 问题 ?) 中 的 记号 ) 有 界 测度 Kxos，*》 e u 
所 成 的 序列 关于 括 扑 Z, 《问题 2) 收 剑 于 有 界 测 度 Ae p; 特别 对 任何 有 


E = S AWE, 


°) 试 证 在 X 内 存在 测度 大 于 零 的 可 测 集 4, 使 对 每 个 EA, 存在 函数 
g € #2(X,u) (g RAF za), TCA Ce lón) 《xo》 为 通 项 的 级 数 不 收 效 . 
《 取 A 为 使 得 序列 (feC*)) EKAT O He € xR HRA 13.11 问题 7 
a). RARA a) 与 b) 并 用 反 证 法 ,) 

5) 设 3 是 尺 是 闭 子 集 ， 给 定 实数 列 《〔c*)*>。。 为 使 存在 如 上 的 二 测度 
ts 它 具 有 包含 在 5 内 的 支 集 且 对 一 切 非 负 整数 ”有 


fae) =en 


必须 且 只 须 对 于 每 个 在 5 上 取 非 负 全 的 多 项 式 KX)= DEX, A Diao, 
= 


r= 
《推理 与 13 .3 问题 > 相同 证明 存在 以 s 为 支 集 的 正 测度 上, 它 延 拓 为 定义 在 
LR) 上 与 定义 在 如 上 的 多 项 式 所 成 的 空间 上 的 线性 形式 ,使 对 每 个 多 


项 式 P(X) 一 2; xX*， 有 MP) = 21 o. 然后 证 明 每 个 备 = 是 上 可 积 
ton x= 


m |=) = “为 此 注意 ， 对 每 个 非 负 束 数 ”与 每 个 s> 0， 存在 数 
R>0, Mil: Bia 是 当 |z| <R 时 等 于 0 而 当 [r 之 R 时 等 二 的 函数 ， 
[Si 
特殊 情形 。 (° S= R (Hamburger END: 所 需 条 件 就 是 二 次 型 
> sabi 对 任何 "都 是 正定 的 (注意 只 上 每 个 非 负 多 项 式 Fa) 是 两 个 


Piao 
平方 项 的 和 : PCx) = (P(x))* + (PAz))'); 2° S = [0,+0[ (Stieltjes 
抵 身 题 )， 所 需 条 件 就 是 二 次 型 


D osoba 与 2 Cacha 


i =i 
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RHEA ERER ”都 是 正定 的 《注意 [9, +oo[ 上 的 每 个 非 负 多 项 式 PGD 
HHR CP G) A PY t EEY + (P.G) WER). 

6) 设 v 是 XxX 上 的 正 测度 ,Cs) 是 属于 SR) 的 函数 的 序列 ,使 得 测 
REA Ge v) 关于 拓扑 23。 ek p + v (其 中 16 k GX, IWER F 
几乎 处 处 有 <) Jim supfCx) 《利用 (13.8.3))。 

7) 设 上 是 X 上 的 两 个 有 界 复 测度 ， 试 证 下 列 陈述 是 等 价 的 : 1 “与 
> 相互 奇异 ; 2° |a +|| = jel + l>; 3° +r] + [n — "|= 2(lel + oD. 


21, 测度 的 乘积 


《13.21.1) ìk X, Y 是 两 个 局 部 紧 空 间 , 是 X 上 的 测度 , # kk Y 
上 的 测度 ， 则 在 积 空间 X x Y 上 存在 唯一 的 测度 v, EHER 
数 f6 SC (X), gE XO) A 


G3.111.D|/G0zG)49G5) = (roar fear). 


1) 唯一 些 . Xx XY 的 每 个 紧 子 集 包 含 在 形 如 工 x MST E 
中 ， 其 中 工 与 M 分 别 是 X 与 Y 的 相对 紧 开 子 集 ((3.20.17) 与 
《3.18.2))。 我 们 来 证 明 , 对 于 支 集 包含 在 L x M 内 的 每 个 函数 
RE AX clX XY) ,都 能 定义 p (a) 的 值 .这 一 点 可 从 下 述 引 理 得 到 ， 
《13.21.1.2) # LCX 与 MCCY 是 相对 紧 开 集 ， 则 属于 空间 
A(X x Y) 且 其 支 集 包含 在 LX 对 内 的 任 一 函数 % 属于 形 如 


Gy) — 了 FG) ga (y) 的 函数 的 集 在 Banach 空间 .9 eCX X Y; 
tk 


L x M) 内 的 闭 包 , 这 里 G) ERFT Sr (X) 且 其 支 集 包含 在 工 
内 的 哆 数 的 有 限 序列 ，(&) 是 属于 Sre (Y) ERXARD REM 
内 的 酌 数 的 有 限 序列 ， 

假定 所 述 引 理 已 经 建立 ， 则 由 假设 ,存在 数 。 > 0, 使 对 其 支 
EBREL x MM 内 的 一 切 函数 we H(X x Y), A lD 
clel. 另 一 方面 ， 对 每 个 。 > 9， 存 在 由 函数 1f; c Xe), 
HEH) 组 成 的 两 个 有 限 序列 ,使 得 在 上 XM 内 有 
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KODESA ROEA 
isk 
hx,y) 的 支 集 包含 在 L XM 内 ,于 是 根据 (13.21.1.1) 推 出 
[>G 一 2: GDE (gO | < es; 


由 于 s 是 任意 的 ,从 而 证 明了 > 的 唯一 性 ， 

为 证 明 (13.21.1.2) ,我 们 给 定 s > 0. 对 于 每 个 点 z = Gz,y) 6 
LXM, FE z 在 X 内 的 紧邻 域 U C L. 与 ?在 Y 内 的 紧邻 域 
VCM ,使 得 在 U XV 上 的 振幅 小 于 或 等 于 se(3.20.1)。 Supp (0) 
的 射影 SCL 与 TCM 是 紧 的 ， 因 而 对 每 个 xk S, 存在 了 的 有 限 
个 点 nE < ; < n(z)), HERET js 存在 * 在 区 内 的 紧邻 
域 U; (x) C L. 5 yi (z) 在 7 内 的 紧邻 域 V; O CM, 使 得 
4 在 U; (e) X Vi(yi(x)) 上 的 振 据 小 于 或 等 于 s， 而 且 这 些 
TO5(9) 的 内 部 覆盖 了 ;从 而 UO = 站 U; (z) 是 > 在 X 内 的 


紧邻 域 。 于 是 存在 3 的 有 限 个 点 + Q <; < m), 使 得 UG) 
(1 <;< m) 的 内 部 覆盖 3。 + A= U (z), Hik (Bidee 
是 如 下 得 到 的 集 族 : ”对 每 个 ye T, WWO) E AMED) 集 
VCy;(x?)》 的 内 部 中 那些 含有 y 的 内 部 的 交 ; 这 些 集 Ww G) 是 非 
空 开 集 , 它 们 只 有 有 限 多 个 且 形 成 了 的 开 检 芝 , 我 们 把 这 些 集 记 作 
(BO). 另 一 方面 ， 注 意 到 由 上 述 构 造 ，4 在 每 个 集 4; X B. 
上 的 振幅 都 小 子 或 等 于 e. 现在 设 Geica ARR, icre) 
是 X( 相 应 地 , Y) 到 [0, 1] 的 连续 映射 ,使 对 每 对 指标 i,X, 有 
Supp )CA Supl) Bo 企 X 内 有 yf(*) 县 1 在 > 内 有 


< 1, 且 在 内 有 BrO 一 1， ETHER gO) 


一 1(12.6. 人 )。 于 是 对 任何 z€ X, ye Y, E h (z, y) = >, 


G y) RO) gG), Z ya E Bk 中 任意 的 点 ， 则 由 假定 推出 ， P 
A X 五 上 有 
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| AG, y) — 21 AG. Of, Gn (>) 
i m: 


< 


> BEDR] 


ER 


SED figy) Ee, 
sR 
这 里 4 = U AB = U Bo 从 而 这 个 不 等 式 在 整个 XXY 上 
i k 


也 威 立 (在 4 X B 之 外 ,上 式 左边 等 于 零 )。 

2) 存在 性 。 我们 首先 证 明 下 面 的 引 理 : 
(13.21.1.3) 设 工 是 X 的 紧 于 集 ，M 是 Y 的 紧 子 集 ， 若 是 属于 
AXX Y) 的 函数 ,满足 Supp CLX M, WEM 5 一 
人 pepaaco 在 Y 上 连续 ,关上 Supple) E M, 

事实 上 ,对 每 个 ye Y, 函数 z — jz,y) 属于 eL) B 
当 yf 时 恒 等 于 零 ， 另 一 方面 ， 由 于 4 一 至 连续 (3.16.5), 所 以 
对 每 个 e > 0 与 每 个 6 Y， 存 在 y 在 了 内 的 邻 域 态 。 使 得 关系 
x€ X, y'€ 了 瑟 薄 通 

lG, 一 Ac < e. 

最 后 ,存在 数 w > 0, 使 对 一 切 函数 ze AGLA Nal < 
osll。 由 此 推出 ,对 一 切 ye 瑟 ,有 

Jeo — o)|-||ue, y) — iG, DA| ss, 
SARE. 

现在 我 们 看 到 ,对 每 个 函数 4e A oX XY) M) = ule) 
有 定义 (在 使 用 记号 比较 随便 时 ， 也 把 这 个 数 写作 x (fes) 
WMP. 采用 上 述 记号 ,由 假定 得 知 ,存在 丽 个 数 sb 使 对 一 
切 函 数 4 € 2-(X; 工 )( 相 应 地 ,ze A (Y; M) 8 G)! Solla 
(相应 地 ， [p(w)| < bulle). FÆR- UEN AEA (X x Y; 
LXM) 不 等 式 
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Jes, yaco |< all 
HERK y €Y RY XA (13.2113) 与 (从 的 定义 ,有 
WOI < wb 由 ， 考 起 到 X x Y 的 任 一 紧 子 集 包 合 在 它 在 Xx 与 
Y 上 的 射影 的 乘 名 内 ,这 就 完成 了 《13.21.1 KEN. 


EE RILES O) — a [ena ite 


faao) espoao. 
显然 ,由 于 .上 面 过 程 中 x 与 7 的 地 位 可 以 互 换 ,所 以 对 一 切 函 
MACY) E XX x Y), 有 


G3212) cpm Gy) = faac (ACen 
= faut ice yG. 
基于 这 个 公式 ,我 们 写作 peaee m|| Key 在 sec 以 


代替 | 认 xsy)dv《x,y); 而 在 这 个 记号 中 4 与 # 也 可 交换 。 测度» 
称 为 与 5 的 具 积 测度 , 记 作 4@x,， 显然 Mc (X) X Mec(Y) 到 
Mce(X X Y) 的 上 映射 《1,4) > 28u 是 双 线 性 的 ;换言之 ,有 
Q, + B+ 内) = LD + aR + UD z, + Bpa 
且 对 任 一 纯 量 a 有 
(a2)@z = 1@(a n) = a(2@2). 

此 外 , WR a 与 4 是 实 ( 相 应 地 , 正 ) 测 度 ， 则 1@z 同样 是 实 
(相应 地 , 正 ) 测 度 。 
《13.21.3) 设 4, a 分 别 是 X， 了 上 的 正 测度 ,> 一 BA 是 这 两 
个 测度 的 乘积 测度 ， 则 对 每 个 函数 he Z XXY), 函数 + 一 


Je) 属于 .7(X), 并 且 
(13.21.3.1) f'ras = 人 epDaaGD) 


《类 似 于 以 前 的 情形 ,我 们 采用 了 比较 随便 的 记号 )。 
事实 上 《12.7.8), 存 在 属于 HRX x 了) 的 函数 的 递增 序列 
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CA.) 使 得 如 一 sup hw; 由 (13.21.1.3) 得 知 , 对 每 个 "函数 f(x) == 


[yG 属于 SC a(x); 于 是 1 一 sopfs BT Z CG), 而 


有 根据 (13.5.2), 对 一 切 xeX 有 a) 一 人 cpooo). 由 于 按 
定义 有 zho) = 4(f,)， 敬 再 用 (13.5,2) 即 可 完成 证 明 . 

以 下 ， 一 直到 (13.21.16) (包括 (13.21.16)), 我 们 假定 测度 
1€ M(X) 与 z€ MCY) 是 正 的 ,上 且 令 > = 4@p。 
(13.21.4) 对 X XY 到 下 的 任 一 映射 ,有 
asztan) jo > a(S iende). 

事实 上 ，, Ba 是 属于 .ZY(X x Y) WAR, WEA < u, 则 对 
— re x, 有 |" 308.7) (y) < | ales y) aa GD IR 
《13.21.3), 有 

a| kesra) < (e, y)4eG)) = y*(u) ; 

于 是 由 v) 的 定义 (13.5.5) 即 可 得 到 不 等 式 《13.21.4.17. 

我 们 也 写 | 人 tarda 或 | eaaa) 以 代替 a), 


af ao |C, ya) aea |" 3, y) 266) AEF 
积分 ,同样 有 记号 haide; (f eyyar) 5 | aG 
| Arde). 这样, 不 等 式 (13.214.1) 就 可 写 为 


(13.21.4.2) Me, yA) du) > OLANO 
当 hE ICX x Y) 时 ， 上 式 中 等 号 成 六 ， 我 们 当然 可 以 交换 X 
与 了 而 得 到 类 似 的 不 等 式 ( 相 应 地 ,等 式 ); 对 于 下 积分 , 也 能 得 到 
一 个 反 向 不 等 式 ( 当 hE CX x Y) 时 是 等 式 ); 

(13.21.4.3) I. EROL OEA [a| Manuo). 
(13.21.5) ENE X x Y 内 的 > sr E. WER N ARN 
NOCY 不 是 上 可 忽略 的 +E X ARDRE 可 和 忽略 的 (换言之 ， 
对 于 4 几 平 处 处 有 gCN(Cx)) 一 0)。 


URAL EI 


T 


把 (13.21.4.2) 应 用 于 五 一 px 即 得 这 个 结果 。 
(13.21.6) E X x Y 到 拓扑 空间 也 的 2 可 测 映 射 , 则 使 得 偏 
映射 ”一 Aryy) 不 是 上 可 测 的 =e X 所 成 的 集 是 4 可 忽略 的 ( 换 
言 之 ,映射 》 一 Mx;y) 关于 2 几乎 处 处 是 < 可 测 的 )。 

事实 上 ,按照 假定 ,存在 X x Y 的 划分 , 它 由 > TAREN 
紧 集 序列 (K。)s> 组 成 ， 使 得 每 个 限制 4|K。 都 连续 《13.9)。 设 
M 是 使 得 截面 N (x) 不 是 4 可 忽 路 的 x € X 组 成 的 4 可 忽略 集 
(13.21.5), 则 对 每 个 *# MM ,存在 Y 的 一 个 划分 ， 它 由 紧 集 K,G) 
G > 1) 与 4 可 忽略 集 NG) 组 成 ,全 得 一 外 x,y) 在 每 个 Ks(*) 
上 的 限制 是 连续 的 ， 由 此 即 得 所 需 的 结论 , 

注意 ,完全 可 能 出 现 这 样 的 现象 ， 对 于 每 个 xe X, 函数 ?一 
fx,y) 是 天 可 测 的 , 且 对 每 个 ye Y, 函数 z— Ke,y) 是 1 可 测 
的 ,但 了 却 不 是 > 可 测 的 ， 
(13.21.7) (Lebesgue-Fubini 定理 ) 设 1,4 分 别 是 X,Y 上 的 两 
个 正 测度 ,> 一 2@p E: à 与 4 的 乘积 , 则 对 xx y #| R 048 4 > 
可 积 映 射 4, 使 得 偏 映 射 ?一 所 x，y) 不 是 六 可 积 的 xe 和 所 成 的 
集 是 4 可 忽略 的 ,对 于 1 几乎 处 处 有 定义 的 函数 x 一 JhCxsy)dwCy) 
是 4 可 积 的 ,而 且 有 
G32L7D || G,y)ya ac = |aco f t Ceda). 


由 (13.21.4.1) 得 知 ,函数 = — fr |AGz,y)| duly) 在 一 个 1 可 


忽略 集 N 的 余 集 上 是 有 限 的 《13.6.4)。 另 一 方面 ， 使 得 y— 
A(z, y) 不 是 z 可 测 的 xe X 所 成 的 集 No E A 可 忽略 的 (13.21.6) 
于 是 由 (13.9.13) 得 到 ,对 于 每 个 x&N 一 MUN BR y 一 Aay) 


是 4 可 积 的 ,从 而 本 数 一 | (zs) dh) 关于 4 几乎 处 处 有 


定义 ; 故 这 个 函数 为 1 可 积 的 事实 与 关系 式 《13.21.7.1) 可 由 
《13.21.4.2) 与 (13.21.4.3) 得 到 。 
交换 X 与 了 Y 的 位 置 ,我 们 也 得 到 ,在 (13.21.7) 的 假定 下 ,有 


G3.21.7.2)|] #Gy)43G948G9 = | da O)| Maaa). 
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但 要 注意 ， 可 能 (13.21.7.1) 与 (13.21.7.2) 的 右边 都 有 定义 且 相 等 ， 
但 二 却 不 是 可 积 的 (甚至 当 站 为 可 测 时 也 可 能 如 此 )( 问 题 3。 
(13.21.8) 设 4 是 非 负 » 可 测 函 数 , 则 映射 
r> |" ikeay)dply) 

是 1 可 测 的 ,日 有 
G3.21.8.D||* 2Ce,y)2G246G) = | aaa | aesa). 

事实 上 ， 设 (K,) 是 X x Y 的 紧 子 集 的 递增 序列 且 它 形成 
X XY 的 覆盖 (3.18.3), 则 可 写 4 一 sup Žas HEP 2, =inf(4, nox, ) 
并 且 是 ”可 积 的 (13.9.7) 与 (13.9.13)); 另 一 方面 (13.5.7), 我 们 
有 (4) 一 supy( 加 )。 根 据 (13.6.2) 与 (13.21.7), 存 在 4 可 忽略 案 
N, 使 对 一 切 z £ N, SABE y -> 和 (zyy) 都 是 上 可 积 的 ; 而 且 
还 有 (13.21.7) ,函数 a> | halra) 是 4 可 积 的 并 对 一 切 # 


ü) = [ar fiey )du GO. 
AOSD H z EN, 有 
a 
Paes ty) = so|a,Ge,y)a6G); 


因而 本数 x 一 ACen) da GYE A 可 测 的 《13.9.11。 再 次 使 用 
(13.5.7) 即 得 关系 式 《13.21.8.1》. 
(3.219) 为 使 "可 测 函 数 4 是 ”可 积 的 ,必须 目 只 须 
人 人 aolanop < +e, 

这 是 (13.21.8) 与 (13.9.13) 的 推论 . 
《13.21.10) i AE X x Y WBS > wf BE. 

O BARE 4(x) 不 是 可 测 的 x & XRM 是 FJA 
的 ,函数 * 一 px (A (a) 是 1 可 测 的 ,是 有 xz(C4) = 人 "Ca Go) 
AUE). EBDE MORERA = 的 什 的 一 个 1 可 总 路 集 ,4(z) 都 是 
可 忽略 的 , 则 4 十» Pj E r. 

G) 如 果 4 是 v 可 职 的 则 使 得 AG) 不 是 可 积 的 se X 的 


"350， 


集 是 4 TARE ER z > (4(z))( 它 关于 和 所 乎 处 外 有 定义 ) 
是 4 可 积 的 , 且 有 KA) = | CAG), 


这 是 (13.21.5),(13.21.8) 与 (13.21.77 的 特殊 箭 形 . 
(13.21.11)” 设 g 分 别 是 X,Y 到 [0，+co] 的 映射 ， 如 时 使 用 
《13.11) 中 关于 乘积 的 约定 , 则 有 
(13.21.11.1) 


fw waa 人 rom) 人 0 u0). 
基于 (13.21.47 ,我 们 有 
ra > ao O0). 
另 一 方面 ,对 每 个 z€ X。 我 们 有 (在 上 述 约定 下 ) 
PID = Go ea 
与 
Pa IOE = [AS eda OOA 


= (f faa) (r gy dp o). 
因此 ,只 须 证 明 不 等 式 
(13.21.11.2) 


[Proa < (F co aç ) (P ea). 
当 右边 为 +o PPR 4U S5st m AIR yr, EER 78 bts =I 
于 者 为 有 限 的 情形 。 JNE SE MEI f), 《gs)， 使 得 
f€ F(X) E FY) nA f< for < go， HE 

人 
由 于 所 作 的 约定 与 《127.5)， 函 数 (e, y) > 1 De O) 属于 
-7(X x Y)， 上 对 一 切 a H] Cas y)€ X X Y H FOO) < 
LOLO). ATERRO), RIA 
(ae (f o) = [iro ite spt) 


AOOO OEO 
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白 此 通过 取 极限 即 得 所 需 的 结论 ， 

最 后 , 为 处 理 例如 了 2) 2 可 忽略 的 情形 , 只 须 (由 于 上 面 所 作 
的 约定 ?证 明 函 数 (*,y) 一 f(x)gly) 是 ?> 可 忽略 的 ,而 这 是 下 述 
命题 的 推论 : 
《13.21.12) ”对 于 任何 4 可 忽 咯 集 NCX, 集 NXY 是 可 忽略 
的 。 

事实 上 ， 由 于 Y ERREI CL) 的 并 ， 故 只 须 证 明 每 个 集 
N x L, R v 可 忽略 的 。 然 而 我 们 已 经 证 明 , 当 《13.21.11.17 的 右 
边 的 两 个 因子 均 为 有 限时 , 就 可 应 用 这 个 式 子 。 现在 只 须 在 这 个 
mf th f — gw 55 g = gr, 即 可 . 
(13.21.13) 设 E,，F，G 是 三 个 拓扑 空间 , * 是 E x FAG 
ERRA f CRM, g) 是 到 EE 的 4 可 测 映 射 (相应 地 ，Y 到 
王 的 上 可 测 映 射 ), 则 

Gy) > ulf(x) ,8(y)) 
Ë X x Y #JG ËJ v 可 测 映 射 . 
显然 (13.9.6), 只 须 证 明 (z,y) — fG) Æ X x Y ËJ E B5 

测 映 射 ， 存在 X 的 一 个 划分 ， 它 由 紧 集 序列 (K) 55 2 可 忽略 
集 入 组 成 , 使 得 每 个 函数 | K, 都 连续 ， 于 是 , 对 Y 的 每 个 紧 子 集 
L, 映射 (+,y) > ta) 在 每 个 紧 集 K, x L 上 的 限制 是 连续 的 ， 
并 且 集 NN X 工 是 v 可 忽略 的 (13.21.12)， 由 此 即 得 所 种 的 结论 
(13.9.4). 

对 于 两 个 映射 f:X — R, g: Y R, RIII 表示 X x Y 
到 枣 的 映射 (z, y) 一 1 (x)gly) (采用 (13.11) 中 关于 下 中 乘积 
的 约定 )， 对 于 对 应 到 C 中 的 映射 ,也 作 同 样 的 规定 . 
(43.21.14) #/ GRM, g) E X GRM W, Y) ARRECHA 
可 积 (相应 地 , z TIROKA, WRR f@g 是 > 可 积 的 , 旦 有 
(13.21.14.1) 


ffraeo = (roae) (froo), 
出 于 线性 性 质 ,我 们 可 以 归结 为 了 与 上 R PRENN. 
» 252. 


x| 


根据 (13.21.12), 使 得 fx) 或 gCy) 为 无 限 的 点 (xyy) 的 集 是 ”可 
忽略 的 ,因而 由 (13.21.13) 与 (13.9.6) 得 知 1@z 是 > 可 测 的 . 于 是 
1B@g 为 v 可 积 的 事实 可 由 (13.21.11) 与 (13.9.13) 得 到 .最 后 ,公式 
(13.21.14.1) 是 Lebesgue-Fubini 定理 的 推论 . 
(13.21.15) 设 4 是 X 的 子 集 , 了 是 了 的 子 集 . 

G) 我们 有 (采用 (13.11) 中 的 约定 ) >* (4 x B) = 2" (A) 
a*(B). 

Gi) 着 4 是 2 可 测 的 ，B 是 # 可 测 的 ,， RA X 吾 是 2 可 测 
的 。 


Gü) 荐 4 是 4 可 积 的 ，8B 是 上 可 积 的 , MUA x B 是 + 可 积 
的 , 且 v4 x B) 一 ADB). 

这 是 (13.21.11),(13.21.13) 与 (13.21.14) 的 特殊 情形 . 
(13.21.16) 设想 应 地 , 8) 是 (相应 地 ,了 ) 到 总 或 C 的 局 部 
1 可 积 (相应 地 ,局 部 可 积 ) 映 射 , 则 fg 是 局 部 > 可 积 的 ， 且 有 
(13.21.16.1) GBg) - ABe) = G- QE a). 

由 于 使 得 f(x) 或 g O) 为 无 限 的 〈*。y) 所 成 的 集 是 > 可 忽 
略 的 《13.21.12), 所 以 由 《13.21.13) 55 (13.9.8.148 8 /@g Æ Y 
可 测 的 ; 而 且 对 X 内 的 每 个 紧 集 K 与 Y 内 的 每 个 紧 集 L, 根据 
《13.21.14)， 函 数 《f@g)prxi — Up) G (gor) 是 可 积 的 ， 因 而 
188 是 局 部 + 可 积 的 《13.13.1)。 再 由 《13.21.14)， 对 任何 函数 
uE HLX) 与 v€ ALY) A 


Je Gy art an — 


(Jos Goa) Of erao) ); 


因此 由 (13.21.1) 即 得 关系 式 C13.21.16.1). 
(13.21.17) j 2 是 X 上 的 复 测度 ，* 是 Y 上 的 复 测 度 ， 则 
Daj = 1 lx. 

事实 上 ,我 们 可 以 写 =f- ||== zg: jeb j] =t, 
igi 一 1 (3.16.3); 由 此 推出 17 @ g | = 1， 办 而 所 需 结论 由 
(13,21.16) 与 (13.13.4) 得 人 到。 
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(13.21.18) Wa 是 X 上 的 复 测 度 , 上 是 了 Y 上 的 复 测 度 . 

G) 着 4 集中 于 AC X EB #$Erh B C Y F (13.18), W 
Du 集中 于 4 X B k. 

Gi) Suppe) = Supp(1)@Supp(zo)， 

Gi) 采用 613.11) 中 关于 乘积 的 约定 ;有 
(43.21.18.1) Reel = ial e lelle 

特别 是 , 若 5ER MAO 也 有 界 . 

根据 (13.21.17), 可 以 限于 考虑 1 与 5 是 正 测定 的 情形 , 于 是 
结论 G) I X x Y — 4 XB 是 (4@p) TAR f: (X — 4) x Y 
5X x (Y 一 B) (13211) 的 并 得 到 。 然后 由 G) 得 到 
Suppa) CSupp(2) X Supple). 

另 一 方面 ， 若 x € Supp (2), y € Supp (pz)。 则 对 * 在 和 内 的 
任 一 紧邻 域 V 与 ?在 Y 内 的 任 一 紧邻 域 酌 ,有 2(7) > 0 与 
KW) > 0, 由 此 根据 (13.21.15) & E] AQV x W) 一 2P)， 
a(W)> 0; NREX x Y 内 邻 域 的 定义 , 即 可 证 得 GO). 最后， 
只 要 (13.21.18.1) 右边 的 两 个 因 于 不 是 一 个 为 0 另 一 个 为 +00 的 
情形 ,应 用 (13.21.11) F f = px 与 g 一 py BITA Gi); üE Br 
说 的 这 种 酸 形 ， 我 们 有 48 p 一 0 (13.21.12)， 因 此 由 所 作 的 约 
定 ,关系 式 (13.21.18.1) 仍 然 成 立 . 
(13.2119) 对 于 任意 有 限 个 测度 的 乘积 ,我 们 有 类 似 于 上 面 叙 述 
的 定义 与 结果 : 设 (X ua, 是 局 部 紧 空 间 的 有 限 序列 ， 而 对 每 


+m X, 上 的 ( 复 ) 测 度 ,出 = [I x, 上 满足 关系 式 


izi 


和 ep Aero) 一 直 force 


izi 


EWE ， 称 为 z (1 < í < a) ORRAE, 记 作 mQ 
Dm RÉ, pr。 事 实 上 ， 这 种 测度 的 唯一 性 与 存在 姓 可 由 
对 = 作 归 纳 法 得 证 : 令 v= (anD QDD 并 注意 车 
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也 是 所 提问 题 的 解 , 则 由 归纳 法 伪 设 ,对 4 .9 ( ]] Xx.)。 必 有 


OG) = (R Deea aAA) alfa) = VARD ha). 
由 测度 薪 积 的 这 种 特征 立即 推出 这 个 乘积 是 结合 的 ;特别 是 ,我 们 
也 有 
HONO: Bp = BO Dra). 
我 们 常用 


[EE CR AACN daa) 
RRE f 对 上 积分 或 下 积分 ， 也 引进 类 似 的 记号 ， 我 们 让 读 


省 去 细致 表述 与 证 明 相 应 于 上 面 对 s = 2 所 证 明 的 各 种 结果 ， 这 
只 须 通过 对 = 作 归 纳 法 进行 简单 的 推理 即 可 得 到 ， 

R" 的 ”个 因子 上 的 Lebesgue 测度 的 乘积 ， 称 为 R° 上 的 
Lebesgue 测度 . 


向 题 


D 设 x 是 局 部 紧 空 间 , 上 是 x 上 的 正 测度 ，# EEEX LUPAN 
函数 。 在 积 空间 Xx 及 内, 以 Dy 表示 使 得 OKS) 的 点 (x, 2) 所 成 的 
M. RARR LH Lebesgue 测度 

a) 试 证 ,为 使 1 是 + 可 测 的 ,必须 且 只 须 D, FRANE v — p@4 是 
可 测 集 。( 为 表明 所 述 条 件 是 必要 的 证 明 若 1 是 上 可 测 的 , 则 D, 是 一 个 > 
可 忽 咯 集 与 形 如 AOT 的 集 的 一 个 可 数 斤 的 并 ;其 中 4 是 z 可 测 集 而 1 是 RR 
内 的 一 个 区 间 。 为 证 明媚 述 条 件 是 充分 的 ， 利 用 (13.21.10) 证 明 , 若 这 个 条 
件 得 到 满足 , 则 在 中 内 存在 处 处 简 密 集 右 ,使 对 一 切 « 6,/([e， + eo] 
是 + 可 漠 的 .) 

b) 试 证 ,为 使 / 是 上 可 积 的 ， RH RUR DE v 可 积 的 ， 此 时 有 
wD = f tn. ieh RA ERR, LE C) = OL + 0]) 所 
定义 的 畜 直 实 信 鸭 数 ， 则 有 

jas 一 全 ro d, 

2) 假定 x 是 区 间 [0,a](a>0), 取 & 为 X. 上 的 Lebesgue IRE, WEE 1 

巧 上 可 积 的 递 碱 函数 , 则 对 xX 的 任何 + 可 测 于 集 4, 有 
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an 
Iñ Ke < [° (a 
(利用 中)。 

2) a) 记号 同 问题 1， 设 T, 是 f OER, RP XXR Ce, f (e)) 所 成 
的 集 。 试 证 ， 答 /是 上 可 测 的 ， 则 r; 是 ”可 忽 咯 的 〈 利 用 〈13.21.13) 与 
(13.21.10))>, 

b) W 0 <a < 1, Qla) E F HFE EE | — 1, [x] —a,a[ 与 
] 一 ,a[ Xx] 一 1,14[ 的 并 在 正方 形 8 = [—1,11x [—1,1] AHRR; 0a) 
是 它 的 四 个 连通 分 支 

Qla) = [—-1,—a]x [—1,—<2], 0,(a) = [Ñ 1, —a)x [e,1], 

O(a) = [e,1] x [e,11, pLa) = [e,1] x [—1,—z] 

BH. DL A 表示 8 到 9:(«) 上 的 相似 变换 ;满足 
ha (—1,-1) =(—1,—D), hel1,—1) = (—1,—a); 

以 和 ,= 表示 2 到 90.9) 上 的 相似 变换 ,满足 

je 一 1 一 1 = (5138), halls—1) = (— asa); 
DL 加 ,表示 2 到 0.Ça) 上 的 相似 变 次 ;满足 

太一 bb 一 1) = (0,8), h. —1) = (1,23; 

以 ha RRO 到 OCO 上 的 相似 变换 ,满足 

be —1,—1) = (138) hal, —1) = G, —1). 

另 一 方面 ,在 民 的 区 则 [0,7] 内 , 令 h = [kk + 1], 1846 Jit m 
是 [0,7] 到 2 上 的 递增 相似 变换 . 

设 刀 是 [0;7] 到 9 的 连续 映射 ， 使 得 a 在 每 个 区 间 is 上 是 仿 射 线性 映 
射 ， 且 满足 jC0) =l, 1i), P1) = (—1,—a) KG) = (te), 
(3) = (—=, a), fo G) = (z, a), fs G5) = G, e), fa (6) = G, = 29, 
G) = (1,—1). 

现在 我 们 定义 [9, 7] 到 0 的 连续 映射 所 成 的 一 个 序列 (sv) 如下: 设 
《ae 是 ]0,![ 内 的 数 的 一 个 递 碱 序列 , 令 26 一 fo。; 对 Sl, B E z<, E, 
BEX, ABRA = 项 序列 = (hye, a), Sh s, 等 于 某 个 整数 
ke [0,56], PẸ e, = mou omoun, TERAN 0817 与 天 个 序列 
中 的 每 个 :定义 Ke52(9)。 若 至 少 有 一 个 u 是 奇数 ， 则 令 o) 
Pm ELONE i = 27 OKS, 0S i < 3) 的 情形 , 则 令 
ELOLE) = w aE) 其 中 e, = hiaai A op WIERF 
{gx) 一 致 收 合 于 [0,7 1 到 R' ERR e 用 若 适 当地 选取 序列 〈oo)， 
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简单 扳 eo, (第 思 章 的 附录 第 四 节 ) 关 于 R 上 的 Lebesgue 测度 是 不 可 
min, 

D J 给 出 这 样 的 例子 : x, 是 两 个 紧 空 间 , 4 是 X 上 的 正 测度 ，/ 是 
Y 上 鬼 正 测度 ,函数 X10 可 测 , 并 使 得 两 个 积分 | 260) [Kes r) A) 


与 [入 Ce)] iC yaq) 都 有 意义 ， 但 却 具 有 不 同 的 提 (参阅 5.2 问 题 
3), 

5) 对 和 个 正 束 数 wm FER KUE A, = [273 e TAY = [3 s >, 
HE ERR, Q B, = 4 x A, B= 2 x 4, G = & x 7, 
= rx 41. HERR n # 5, 与 到 B, (eos) 一 人 tb EG 与 
ER Ke.) = At, Tit F 的 其 他 点 处 ; 令 Key) = 0。 试 证 可 
MARARA Safee 5|2 | (a 都 有 定义 并 相等 ， 然 而 了 关于 
Rr 上 的 Lebeogue 测度 和 是 不 可 积 的 . 

+) 设 XY 是 两 个 局 亏 肾 空间， 和 是 X 上 的 正 测度 ，# 是 Y 上 的 正 测 
W. 设 / 是 xxY 到 可 度量 化 空间 6 的 陵 射 ， 满 足 ，1* 对 每 个 *X, A 
Ke, *) 是 上 可 测 的 ; 2° 对 每 个 ye Y, BA ERD. 在 这 些 条 
件 下 ， 试 证 了 是 1 @ p 可 测 的 。 (归结 为 X,Y 都 是 紧 空 间 的 情形 ; 应 用 
Eropos ELS G ATIRAR, MER /关于 XGA) 几乎 处 处 是 MG 
可 测 国 数 的 某 个 序列 的 极限 ,》 

5) a) 8 X, Y ERARE RSI, AEX LOEWE, PEY EAE 
E. 设 /是 定义 于 XxY 上 的 非 负 实 值 隐 数 , 它 在 XxY 的 任 一 紧 子 集 上 有 
B, Bi. 1° 对 几乎 所 有 *&X， IRB, -) 是 上 可 讽 的 ; 2° 对 每 个 天数 
he YCY)， 几 平 处 处 有 定义 的 丽 数 SIAO) 是 4 可 测 的 ， 在 
这 些 条 件 下 ， 试 证 存在 (4 @ p) TAER e 使 对 每 个 =eX, 除 了 某 个 可 
ARR 2, CRIR z) 中 的 点 外 有 Ka) = eCe). GEN, HENEN 
we YX x Y), BR Kay), ay) 对 用 平 所 有 *e 开 是 /可 积 的 。 且 几 
平 处 处 有 定义 的 函数 >](<>J) zsy)dp(y) 是 1 可 积 的 ;为 此 用 形 如 za 
MOWER n 然 所 注意 线性 形式 4 |a) | Ke, Madlo 
XxY 上 的 以 2@u ANEMBE JM Lebesgue-Nikodym 定理 ;最 后 利用 
MORR: YRRIR U TIBO, BAE YC) 内 存在 (由 函数 组 
成 的 ) 可 数 集 D, 使 得 属于 SO) WE- ARRENT p ERAR EAER 
+U, ARRIBAR.) 
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b) RED 中 的 条 件 得 到 满足 如果: 1" 对 于 几乎 所 有 y & y, 函数 
Ky) 为 4 可 测 ; 2° 对 于 几乎 所 有 z 《 X, BR O 关于 # 为 几乎 处 处 
连续 ( 列 用 13.9 问题 7 5)). 

Q) 取 X=Y = [0,1], B Aun $ Tebeseue 测度 .承认 连续 统 假设 , 设 
*<y 是 x* 上 的 一 个 良 序 关系 ， 对 -这 个 关系 ，X 没有 最 大 元 。 卫 满足 ， 对 
PEA ex， 使 得 =<* 的 =eX 所 成 的 集 是 可 数 的 。 试 证 使 得 x < 的 
元 偶 (=, y) 的 集 的 特征 函数 WE s) 中 的 条 件 ， 然 而 对 一 切 y € 了 有 
JKA = o, mer [ooe 

6) 设 * 与 * 是 两 个 在 R 13888 H EPO E Br, H 5 =< 时 有 
MG) = As) = 0。 设 w 是 在 只 上 递增 且 右 连续 的 函数 ,其 定义 为 : >O 
时 ， e) = OT ONE r<0 8, OEE: ENAT T TERE) 
联系 的 Stieljes WE (13.18 问题 6). 

对 定义 于 是 上 的 每 个 实 信函 数 1 由 下 述 条 件 相应 地 作 定义 在 严 上 的 
AR f: Brce 令 eny) = Kz); 车 yar, 令 ay) = Ky). RE 
为 使 / E TRN, BAERT 35 SESR NIE IO: 是 可 积 的 此 时 且 有 
je = || hedadu (攻守 就 区 癌 的 特征 函数 证 明 这 个 结果 )， ERRA R 


EO LO OO To 
HIDE :与 在 及 上 连续 ,我 们 就 得 到 分 部 积分 公式 
人 eercpD = wo) — sa) 0) 一 ee 
A a 与 ?在 每 个 区 亲 [wm + 1[ (= 是非 负 囚 数 ) 上 均 为 常数 的 情形 《Abal 
部 分 和 )。 

7) 设 ? 是 不 小 于 1 的 有 限 实数 ,X,Y 是 两 个 局 部 紧 空 间 , 4 是 x* 上 的 正 
测度 ,+ EY EDENE, f 是 定义 在 XxY 上 的 非 负 函数 , 使 得 / 与 疡 关于 
AE ADL 均 为 可 积 ， 试 证 不 等 式 

Ce) oy 
(对 每 个 “eX, E Hilda 不 等 式 (13.11 问题 123)) MERAN vey) 
ER Cy) 的 形式 为 
Kes) = Ke [Gy], 
BH aE rR.) 
8) ROSS) r VARRAR: w 22 X, 上 的 正 测度 (1<i<n)。 
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NENH D UE RRR [[ 1; rn gx = J| 上 关于 = @ n 


ATRNFARN HEZTRMT o. WEAN ATAR Qe E TB 
BULSA) MAR Heh E IRIS, Bf 

u ted (a) 
其 中 对 每 个 指标 名 Q Ja [an ama dn G$ 9 MIRE 
应 用 Lebesgue-Fubini 定理 与 Bilder KER), 

由 此 推断， 车 4 是 x 的 上 可 调子 入 ;二 是 《在 到 上 的 射影， 有 4 T 
E ESME 多 凡是 可 可 的 昌 它 的 测 这 等 于 m 则 4 是 # 可 吏 的 ， EE 

AN Emm mam) OTD, 

把 它 推广 到 下 还 情形 : RB- 1 X 8 = BL Ë (a) 
AMBLESE (p) 个 非 负 函数 《这 些 非 贫 国 数 中 每 一 个 都 只 依赖 上 变量 
=o” MEI P OREX EBRI 

9) 设 Ond 是 到 空间 的 无 穷 序列 ， 在 每 个 X, 上 ， 设 名 ERRES 
于 1 的 正 测度 . 


a) 试 证 在 X 一 ][x, 上 存在 唯一 的 正 测度 ,使 对 每 个 整数 ”与 每 个 


由 函数 fe Ba(X;) 组 成 的 有 限 序列 Ocie A 
AD = Ñ] G), 


ao 


其 中 O = || hore) (注意 对 于 = 与 f € EOG) 的 一 切 选 法 ， 形 如 


io 


开 Coz) 的 连续 函数 在 Banach 空间 BaCX》 内 形成 一 个 全 子 集 )，4 秘 


为 族 Ce) WRM, CfE p = @ n. 
b) MERNE A e, A 是 的 加 可 测 寺 全; 则 集 4 = |] +, En rl 


x... 


AO, AA Cay = |] eth). 


zmo 
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c) 设 } 是 Y 上 的 非 负 上 上 可 积 函 数 ， 对 的 每 个 子 集 二 QL = N— L; 
把 x 等同 于 积 Xx X, 其 中 x= Hx. xe = TL Xe; 对 x Ex, 令 


"e ter 
二 一 Prix žy = Psuz BY z SF Gae); BB, 19 ue $ Xe EER 
FN Q i Q nG) = G, ) amu (a), WE WL) E NW. 
集 的 递增 序列 ,并 令 z 一 spf A= sup 2. 对 每 个 <> 0, 设 À 是 使 
Re) > 的 点 zxEX 的 集 ，8: EE A(z)>c 的 点 x*eX 的 集 , 试 证 eA) < 
fie < |un, (ORA BETERE XR: 至 少 有 一 个 
>e iE A, 表示 为 两 两 没有 公共 点 的 集 G, 的 可 数 并 ,这 些 G, W E 
EBCG) S |a, tat >) 

4) 假定 Co) EN ATT 00 853802], HOXH Ta IIET N. iR 
证 在 xX 上 ,几乎 处 处 收 化 于 F Ti f, 几乎 处 处 收 全 于 党 数 [de OHSA 
> 0 考虑 只 依 灶 于 有 限 个 变量 的 连续 函数 z, 使 ?满足 | |/ — z|o <, 
并 把 c) 应 用 到 函数 1 — elt.) 

10) 设 D 是 离散 空间 {o,1}，X 是 积 空间 DN; 在 X 的 每 个 因子 空间 
Xn EN) EARME po EERE POSC) = E, De RRX LRR 
积 测度 Q n, C 92. 


a) 对 x 中 每 个 z — (oo Ca = 9 RI), Qae 2222, D 


证 4 是 x 到 中 的 区 间 了 = [0,1] FRERE IE p JSE E E 
的 Lebesgue WE A; 对 每 个 +e1, 只 要 : 不 是 &，2 (其 中 整数 4 满足 0 < 
《< 2") 的 形式 ， aO) 就 是 单 点 集 从 而 映射 ror 通过 商 给 出 E, 
到 Ee) 上 的 等 距 同 构 , 这 里 1<, 

b) 对 每 个 :6 7 与 每 个 = 1, 若 : 不 是 4 272 (其 中 整数 和 满足 0 < 
k < 2°) 的 形式 ， 令 a) L pr), 否则 令 D. r, FR 
为 第 ”个 Rademacher 函数 ， 这 些小 数 形成 2; (7, 4》 中 的 -- 个 非 完 全 
正规 正 交 函 数 系 《证 明 它 们 正 交 于 cos 2 kar, Hh 《 是 非 氏 整数 )。 试 证 
t (z) = sgn ( sin 2”=;), 

E) 对 站 中 每 个 x = Cerdas Q MCE) = (anpi Daans WUER A TE e F 
RRRA «KPU ERRAI R a) 与 13.12 问题 5 c))。 由 此 推断 关于 
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Leoesgue 测度 几乎 处 处 有 
im Ln + + 0 


(Borel-Cantelli 7), GEEK oei 时 ,有 C D) = —r,(D.) 


d) 试 证 ,对 于 大 于 或 等 于 1 HERO R EA REA cio 有 
[= Gyara: =, 
s) 试 证 ,对 每 个 复数 有 限 序列 (cs)ictcr 与 每 个 正 实 数 P, A (Xun 不 
#2) 
[fofa E. 


(HHFA d) 讨论 p = 24 的 情形 ,其 中 4 是 不 小 于 工 的 闽 数 ， 当 24 一 2 < 
P<2A 时 :利用 13.11 问题 12e。、) 

E) RA e) 中 的 记号 , 试 证 

(Ëy eaf i e] 
ten r= 

《对 P = 二 4 利用 中 并 利用 p = 3/2, g = 3 时 的 Htlder RER), 

11) a) RINES 13.17 阅 题 2 相同 的 假定 ， 此 外 还 候 定 函数 如 都 是 有 
上限 实 值 的 。 设 yjC*)》 是 X 到 集 了 = 1，2，…， ny 的 上 可 测 上 映射， 又 设 
kook) 是 定义 在 了 上 的 正 值 递增 函数 。 此 时 XxX 到 灵 的 映射 (9 的 一 
Kkn(,u)/e@(CG)) 关于 测度 上 Bu 是 可 测 的 。 试 证 ,对 XX 的 每 个 上 可 测 子 
集 4 有 


Jo 人 有 和 < 站 von 
其 中 


COOR CORON 
《把 左边 出 现 的 积分 的 平方 写成 二 重 积分 ,以 便 归 结 为 计算 4x 4xx 上 的 一 
个 三 重 积分 的 值 ,并 利用 G.) 是 正 交 系 这 一 事实 . ) 试 证 


ra RES PODA, ane f R ae, 


(把 4 x A39F802598 497818, IARA KO < CO 与 KO) S 
syt) EAKA) 所 定义 ,并 应 用 K,Gr) = Ka), ) 

b) 侵 定 存在 递增 的 正 数列 v(a) 与 x 的 满足 下 述 条 件 的 上 可 测 子 
R A; 对 s€ 4 与 一 切 目 误 数 4， 有 EK) < een) (ec 是正 常数 )。 试 证 
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对 每 个 函数 z € LRE), EA alee) 对 几乎 所 有 ?4 是 上 
有 界 的 , 〔 考 虑 出 十 可 积 函 数 
G) = sp. (AEC) A 


组 成 的 递增 序列 ,并 证 明 由 积分 J" 一 人 oa 组 成 的 序列 上 有 界 . 为 此 


EE aO 可 写 为 MO = (ua (8) Ce GG), EL; E x 8) 1 8938 35 
的 上 可 测 喘 射 , 并 借助 Cauchy-Schwarz RERS a) 估计 及 的 上 界 .) 
<) 在 b) 的 假定 下 , 并 设 limua) = 二 oo， 试 证 ， 若 om 都 是 实数 且 级 


82 4010) eak Wak DI ov) 在 4 内 开平 处 处 收 伐 ， (首先 和 用 


UTS s DARRE O- mO) (aean) DER, H 
定 一 个 递增 的 正 数列 (co), 使 得 ima = + oo B. a 2 G)d < + o 
《5.3 问题 6), 从 而 ba = aen), 具有 (gf 的 形式 ， 其 中 g & LRK, e), 
再 利用 这 样 的 事实 : 根据 6), 对 几乎 所 有 (e 4, 部 分 和 区 M) | 有 x, 
并 利用 Apel 部 分 和 公式 .) 


D t OREN, OLL RD EA 与 一 急 " 成 立 , 且 级 数 Sia 


Wak, D adC 在 4 内 几乎 处 处 收效 (再次 应 用 5.3 问题 0. 


12)a) ik (ea) FE TDJ S <+oo 的 实数 列 , 试 证 级 数 > se) (Br 


用 记号 见 问题 10) 在 1 上 关于 Lebesgue 测度 4 是 几乎 处 处 收敛 的 。 (把 
Rademacher 函数 表示 为 属于 Har 正规 正 交 系 (8.7 问题 7 ) 的 衣 数 的 线性 给 
合 ; 注 意 问 题 11 4) 能 用 到 Haar 正规 正 交 系 上 (参阅 13.17 洒 题 2))。 

b) 试 证 ,对 每 个 实数 列 〔《or), 每 个 e> 0 与 可 测 集 AC, FER n E 
对 mn<m， 有 


Se ee. 
《利用 Cauchy-Scbwarz 不 等 式 与 函数 GOC) 《对 于 i < D 形成 正规 正 交 
系 (问题 10 4)), 井 应 用 对 于 上 述 函 数 系 与 函数 ga 的 Bessel 不 等 式 . 》 

°) B Cim) 是 非 人 实数 组 成 的 二 重 序列 ,满足 ， 对 每 个 wm 只 有 有 限 个 
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正 整数 "使 得 “on 夫 0; 而 对 每 个 "有 im own = 1， 另 一 方面 , 疫 ("*) 是 和 


数 序列 ,满足 EL aO 一 D esse), WEA (S.C) ERIWER 


于 零 的 可 积 条 ACI 上 路 伍 ， 在 这 些 条 件 下 ， 有 D lal < + o. (根据 


Eropos 定理 ,存在 整数 m 与 正 测度 案 BC 4, 使 当 man mgoa 时， 对 
0 eB, H [Damo |<1， 向 此 可 得 
= 
Dimri) fa <48), 
? 


L2 


借助 b) 估计 这 个 积分 的 下 界 . ) Rademacher-Komoropos 定理 . ) 
13) 设 x 是 局 部 紧 空间 ，“ 是 上 的 正 滑 度 ，(w)sz。 EEE TRE 
数 序列 ,使 当 如 取 遍 的 有 限 子 集 时 , 数 || yw (=) | ae(>) 所 戌 的 集 有 界 ， 


在 这 此 条 件 下 , 试 证 级 数 D C) 在 x 上 几乎 处 处 收 化，( 注 意 ， 对 一 
W te1= [0,1], 数 
|| neo a 
所 成 的 集 以 某 个 不 依 蚌 于 # 与 * 的 数 为 其 上 界 ; 然后 利用 问题 19) 与 
Lebesgue-Fubiai 定理 .》 
14) BRA ERZE, HFA EERIE, UDJE SCX p) 中 的 正规 正 
交 序 列 , 并 且 它 在 X 上 是 一 致 有 界 的 。 


a) 设 GO 是 满足 È 如 = +o 的 实数 列 , 试 证 不 可 能 对 和 上 的 一 切 


ERRA z 都 有 Dbl <+o. (注意 在 相反 的 情形 下 ,把 Banach- 


Steinhans 定理 应 用 于 EC) 上 的 线性 形式 e> Dbe lh TBR qz) 一 
an 
bh G) 所 成 的 序列 满足 问题 13 的 假定 ， 因 而 在 Xx 上 就 会 几乎 处 处 有 


D Rinto 利用 Eropon EA, AIOR O) 一 致 有 界 与 等 式 
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Cota (e) = 1 Ruse 六 号 +o WFE) 


b) 设 4 是 满足 1 <4 < 2 OW, WERTEN- DE RR e 有 
B eto, (r p = a/(a 一 Ü, 证 明 在 相反 的 情形 下 ,就 会 存在 


ESRA (Sn) E 
218 = +o, D < +o, 
Rx PERAR z A 
Delade ) 


<) Bb) 推断 ， 存 在 连续 函数 2, 使 对 满足 1 < 9 < 2 的 一 切 数 9， 有 
D Celh) = +co (利用 者 性 凝 育 原理 (12.16 问 题 14)). 


15) 在 空间 R" 上 ; 设 太 是 Lebesgue PI, [el 是 一 个 范 数 ,使 得 单位 球 
[eS 具有 等 于 1 的 测度 , 且 设 (x)s: 是 由 两 两 相 异 的 点 组 成 的 无 穷 序列 、 
而 这 些 点 都 取 自 AB) = 1 HARTAR E. 对 每 个 整数 =, D) dn 表示 数 
ls 一 吉 GSS m) 中 最 小 的 数 ， 试 证 im iat mda eg, 其 中 

lt AF 
° 1+? 
《参阅 12.7 188 6). CAER BEREA 820, 存在 ma, 85 m ma Ff 
有 miin, Hih M 一作! 二 8。 对 于 1<i<m， WB EA s Ad 以 
Tia 为 半径 的 球 。 而 对 于 “<i<2m， 设 起 是 以 s XD, A += 


(r — mun) 为 半径 的 球 ， 证 明 这 m 个 球 B, 两 两 没有 公共 点 ,并 利用 
Buler-Maclaurin 未 和 公式 计算 这 些 球 的 并 的 测度 . ) 

16) 设 X,Y 是 两 个 局 部 紧 空 间 , 4 是 XXY 的 一 个 普遍 可 测 子 集 ， 

a) 试 证 ,对 每 个 *ex, 截面 4Cx) 是 Y 的 普遍 可 浏 子 集 ， 再 者 , 对 了 上 
的 每 个 测度 >o, 函数 一 A*CACx)) 在 X 上 是 普遍 可 测 的 【利用 Lebesgue- 
Fubini 定理 ). 

b) 设 Y 是 紧 空 间 而 4 是 XxY 内 的 闭 集 , 则 函数 HAG) 是 上 半 
连续 的 . 

o) 设 上 是 Y 上 的 正 测度 ， 满足， 对 几乎 所 有 (关于 u) y < Y, ARRE 
AC) 是 可 数 的 。 试 证 使 得 HAE) > 0 的 >e 区 的 集 不 可 能 包含 不 
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可 数 的 紧 集 ，( 利用 3.9 问题 4 证明， 可 以 归结 为 这 个 紧 集 不 含有 孤立 点 的 
清 形 ,并 利用 13.18 问题 bb) 与 4.2 问题 3b) 以 证 明 这 样 的 集 是 一 个 非 零 扩 
BAEHR.) 

17) 设 严 是 X 上 的 有 界 正 测度 ,其 总 质量 等 于 1. W/E: 满足 : 对 一 
HERE 都 有 Duel + sia 二 0， 则 1 是 可 忽略 的 。( 利 用 对 一 切 复 
BE 郁 成 立 的 公式 

z log [1 — be"! de = tog*|ë[, 


并 利用 Lebesgue-Fubini 定理 估计 积分 
[8 *18026, 
这 里 R>0, Batir ix P p ES pR.) 
18) 设 1 是 离散 空间 {0, 1,…, n — 二、X 是 积 紧 空间 避 ,# 是 1 上 总 
质量 等 于 ! 的 王 测度 《因而 它 由 质量 p, = z GG) 的 有 限 序列 定义 ， 其 中 


no, Pin = 0 在 x 的 全 个 因 于 空间 ze e Z 上 沽 由 等 于 的 测度 


= 
,并 以 记 X 上 的 乘积 测度 Q ns (PIE). 

a) 对 x 中 每 个 Eader $ Ms] = Caner WE 是 x 到 自身 
的 同 胚 且 测度 ”在 x FRE. = HL (X, v, e) $R 25 Bernoulli 概 型 
B(P. y prs) 

b) 特别 考虑 Berooulli LETEN 二 ); 双 每 个 * 二 《snjvez € X, 其 中 
n = 0 B=, = 1, D (e) 表示 点 OER 在 T' 内 的 典 则 象 ,这 里 


s= 3) 1 =, s= 32 =>. 


ET 上 考虑 规范 化 Haar 测度 (14.3)。 试 证 RECORD AB 8 f(v) = 8; 
此 外 ;使 得 六 :Cz) 不 是 单 点 集 的 点 :ET* 组 成 的 集 是 8 可 忽略 的 。 

Be ERDEN nRT AEK 上 的 限制 ,这 里 K 是 满足 O< =r< 1， 
0&y<1 的 (x,y) 的 集 ; 这 个 映射 是 K 到 T: .上 的 连续 双 射 。 对 于 ter: 与 
G)e çG, +$ 

#G)= Ge Ty) 车 0<*< 二; 


G) = a(z, y + 1 ), 着 二 <x<1 
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(面包 师 变换 ")。 试 证 。 是 T' 到 自身 上 的 几乎 处 处 连续 映射 * 电 满足 
voj = fon 

Oh u Ea) ARER). 

将 来 我 们 会 看 到 ，“ 与。( 分 别 关于 » 与 8) 是 遍历 的 (15,11 问题 16). 

<) WIEP Bernoulli WU BCP, Pa), Wi ACA) 13.90488 28)(8 

` O Mu) = (pologpo + = + Pan loz Pan) 
所 给 出 (从 划分 a = CAD), 出 发 利用 Komoropos-Sinai 定理 ,其 中 4; 
是 使 得 *。 = j 的 (xy)aez 所 成 的 集 ， 利 用 问题 9a) 与 # 的 定义 ;注意 集 
A Ne A Dn Ne ay,.,) 

是 使 得 和 一 b, s = jyy aaa = fa R (ader 所 成 的 集 ; 归结 为 计 
算 和 


nl 
> mimo T a Pre prt 
ainiaan paa Po Dal _ 


mo log po + ee + me log pa 4), 


> 


mtm hotm =a 


注意 

min. pa 
ogg op p 
t kar 


mol 


= 本 和 
=g tn + +P. ) 
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19) 设 xX 是 局 部 紧 空间 ，5 是 X 上 的 正 测度 , fg 是 X 上 的 两 个 非 信 + 
可 测 函 数 ， 对 每 个 “> 0, 设 A. 是 使 得 (x)>a« 的 *eX 的 集 . 假定 : 1 对 
一 切 <>0 有 Hd) LHO; 2° g B Sh(K n) KE p iii 1 <p< + co 
的 某 个 数 ; 3° 对 每 个 «>0 有 有 

(Aa) < 二 | Ad 

在 这 些 条 样 下 , 试 证 f € gCX,&) H. 


NO) < — 


p—1 
(Wiener RER). (首先 讨论 f 为 有 界 且 具有 紧 支 集 的 情形 ;从 0 到 + co 
积分 不 等 式 


Ne) 


P [ease an 
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《参阅 问题 1), 为 讨论 一 般 情形 , BBRA sapC”jpks)， 其 中 (Ka) R 
紧 集 序列 ,其 并 等 于 x.) 
20) 设 避 是 空间 LkCX u) 的 连续 自 间 态 ， 满 足 13.11 问题 17 的 假定 
从 而 已 可 延 拓 为 每 个 LRCX 2 (1<&p< +o0) 的 自 同 态 ( 见 上 文 )， 对 每 个 
通 数 1e sk, 令 
RG) = LG +U. + HU D, 
RN) = sup IRD), 
RYG) = sup REG), 
a) 试 证 ; 若 1<p<+ec H fe Z, W P*O 7 T Zk B 


NEDE ND. 


《利用 上 面 的 问题 19 与 13.11 间 题 17 €), ) 

b) 对 每 个 函数 1E k, W p. ERA (CRC) (12.15 [BJ Eš 12 c) 
E Lk RARER W| Up = PU — r. EER CG) ILEAK X F P+ 
(Duoford.Sehwarz 遍历 定理 )，( 今 

sG) = Jm supRaf), iG) 一 lim y ifR,(f), 

注意 【 力 和 SCDD 拉 人 (1)， 且 对 一 切 正 整 数 n, 有 

HR = PA) = SG P e f, (RQ) P.I) = KD Pe f, 
并 利用 a), 把 其 中 的 了 换 为 RaO) 一 P ,大 ) 

°) 试 证 ， 对 于 1€ Za ZR, E MO- DENG), AM e TEWAS 
问 芒 上 的 一 个 收缩 。 由 此 推断 ， 对 每 个 函数 fe 2， 序列 (G) 也 几乎 
处 处 收敛 于 大 C 

HP) = lim s sup |R) — P + #|, 

注意 对 一 切 函 数 z € k LR, A LGSF*G — z) + P+ | — g| ,并 利用 
13.11 问题 17 da).) 

21) 使 用 13.17 问题 7 中 的 记号 ， 对 每 个 « > 0 与 每 个 函数 ee Lhe 
(Y n), A A.C) 表示 使 得 sly)| >= BJ y € Y 的 集 ， 没 # 是 满足 1<p<+o0 
的 一 个 数 ,我 们 称 如 属于 器 (P,P) 型 ， 如 果 存 在 常数 C>0, 使 对 每 个 可 积 
阶梯 函数 1， 


KALU D) < SJ 
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i—i aSo 成 立 ， 设 ,4 是 满足 Koao 的 两 个 数 , 试 证 EUD 
FOr), HEAR DR, WARNAE <<a BJ r, UAR (rr) 
Æ (13.17 问题 7) (Marcinkiewicz 插值 定理 .对 1 c€ Zk, 1) 与 每 个 
“> 0， 设 六 是 这 样 的 函数 : 当 O> = 时 ja(*) BF C), 否则 aa 
YFG =j ja WEH—D:>0, 有 

FAU + PEC nran + eeN ay ede, 


从 0 #| + co 积分 上 式 并 利用 问题 1》 


"368。 


第 十 四 章 ”局 部 紧 群 上 的 积分 


在 现代 分 析 中 ， 局 部 紧 群 上 的 Har 测度 与 卷 积 已 经 成 为 基 
本 工具 ,就 象 在 经 典 分 析 中 ， 它 们 在 实 直线 与 有 限 维 Euclid 空间 
土 一 直 是 基本 工具 一 样 ， 这 两 个 概念 ， 连 同 广义 函数 的 卷 积 概念 
《在 第 十 七 章 中 将 引进 这 个 概念 , 它 是 测度 卷 积 的 推广 ), 是 调和 分 
析 ( 第 二 十 二 章 ) 与 紧 群 的 线性 表示 至 论 (第 二 十 一 章 ) 的 基本 概念 . 

我 们 还 是 按照 Bourbaki 的 叙述 方式 I， 只 是 没有 那么 详细 , 
实际 上 ,除了 Le 群 (第 十 六 ,十 九 与 二 十 一 章 ) 以 外 , 本 书 中 今后 
几乎 不 考 赔 其 他 局 部 紧 群 ,因此 就 可 以 完全 限于 Lie 群 的 情形 ;对 
于 Lie 群 而 言 , 关于 Har 测度 的 存在 性 ， 有 一 个 比 起 其 他 情形 
来 要 简单 得 多 的 证 明 。 然 而 ， 揭 示 局 部 紧 群 上 的 积分 理论 完 金 不 
依赖 于 微分 结构 这 个 事实 ,看 来 是 有 意义 的 ;自从 p-adic 群 与 阿 代 
尔 群 在 数论 中 取得 众所周知 的 地 位 3 以 后 ,完全 不 连续 局 部 紧 群 
已 不 再 成 为 新 奇 了 . 

在 整个 这 一 章 中 ,为 简单 起 见 ,我 们 把 “可 分 可 度量 化 局 部 紧 
群 " 称 为 “局 部 紧 群 ”. 


l. Haar 测度 的 存在 性 与 唯一 性 


设 G 是 局 部 紧 ( 可 度量 化 与 可 分 的 ) 群 。 对 G 到 集 E 的 每 个 映 
射 了 与 每 个 s€ G, 我 们 以 7(5)f 与 O 表示 G 到 E 的 由 下 式 所 
定义 的 映射 : 
MLD ODE) = HOD = Kes) 
Gh s 所 作 的 左 平移 与 右 平移 ). 

由 上 述 定 义 立 即 得 到 ,对 G 内 任何 ,+, 有 
G4LLD YGDF = TOTON = OCO. 
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给 定 G 上 的 ( 复 ) 测 度 x， 分 别 以 YG) 580a RR AN 
胚 x 一 sx 与 一 xi 下 的 象 , 这 是 G 上 .的 两 个 测度 (13.1.6). 于 
是 对 -- 切 函数 je -% c(tG), 有 
《14.12) (P,rGO0u2 = (YD 8e) 一 《30 Day。 
由 这 个 定义 得 知 , 对 G 内 任何 ,1, 有 
(14.12) yG = VCN) dn = HGR. 

F ER20 228 3siRECGRMN b BREME), 如 果 对 一 切 s& G, 
有 YCODp = a 相应 地 , 8(Op = a). 

如 果 G 上 的 非 零 测 度 e 是 左 不 变 的 ， 则 Supp (a) = G. 这 
是 因为 , 根据 (13.19.4)， 对 一 切 s€ G, 有 Supp (7 (2) 由 一 
s- Suppl) ,并 且 Supl 关 @ 。 对 右 不 变 测度 也 有 同样 的 结论 . 

设 “是 G EBE C 3EBIEE, fE GER sk CR ARR H, 
则 对 每 个 s€ G, 函数 > — JG xz) 也 是 上 可 积 的 , 且 有 
(14.1.2.2) rearco = | fdu) 
《13.7.10); 特 别 ,对 任何 #* 可 积 集 4, s4 是 # 可 积 的 , 且 有 
(14.1.2.3) plsd) = aC). 
对 G 到 集 E 的 映射 ,我们 令 
(14.1.3) Je) 一 Ke- (对 一 切 xe G), 

对 G 工 的 每 个 测度 z, U 关 OR EG 到 自身 的 同 胚 + 一 
x+ 下 的 象 ; 于 是 对 一 切 函 数 je SC c(G), 有 
(14.1.4) (f, š) = Q, p). 
由 定义 立即 得 到 OON =O AARS FEB k  — Geri). 
内 而 对 G 上 的 每 个 测度 z, 有 OY 一 Ck 由 此 得 知 , 若 & 
是 SG 土 的 左 不 变 测度 , 则 站 是 G 于 的 右 不 变 测 度 , 反 之 亦 然 。 
Q415) 在 局 部 紧 群 G 上 , 存在 左 不 变 的 非 零 正 测度 py。 且 其 他 
左 不 变 测度 都 具有 aulae C) 的 形式 。 

D FEE., 我 们 以 .% 表示 属于 A rC) 的 异 于 0 的 非 
MER ERR. 对 每 个 函数 e ARG 5 g€ AT, FEER 
co se 与 G 的 点 sa， ys 使 得 


0 


(14.1.5.1) I< > YG) 


名 
(换言之 ,对 一 切 ze G, EKO < D etro). 事实 上 ， 存 在 
G 的 非 空 开 于 集 V， 使 得 «一 jaf EG) > 0。 由 于 Supp(D EBE 


的 , 故 存在 有 限 个 点 se GQ < ; < r), BR xD 覆盖 Supp (f) , 38 
AHS iR < = fila, 则 《14.1.5.1) 得 以 满足 . 以 《J:8) 表示 数 


D ci 关 于 所 有 满 吓 (14.1.5.1) 的 系 (costa Craso ttt s) 的 


m 
下 确 界 ， 我 们 先 证 明 下 列 性 质 : 
G) 对 fe oF a(G), gE HS, sE G B OD ~ Ge) 
GD HFEA RCG) g€ St, I 20, # (ajig) = a:e); 
Gü) 对 ARG) PH fo h 与 8E AF, 有 G + hig) < 
Ch:8) + Gig); 
GD FEH RCG) g € AFA Q:g)2 sup IE) sup g G; 


G) HFEA RCG) AF his g, h, 有 GA SGD 
(2:4); 


OD 对 AE HR f h. g, 8 0 < 


ctd 
NA 


事实 上 ,性 质 G), GD, Gü) 由 定义 立即 得 到 . 若 有 (14.1.5.1)， 
则 可 推出 (3.17.10), FE s€ G, 使 得 


sp) = (O < 21 OOE P a) spg), 
FEG i=l [EF] xe 
由 此 即 有 G). 为 证 明 O), 我 们 注意 ,如 果 f < 了) oi7 GD8， 


£ < DG ar G)h, 则 可 推出 < > aby GD, 根据 定义 , 由 此 
H 加 bi 


趟 即 得 
DSD ai = (22 5) (225): 


ii 
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由 于 对。 (Bu, 57) 可 以 取得 任意 接近 G: e) (相应 地 ， 


Cek), 基 之 就 推出 C. 最 后 ,把 G) 分 别 应 用 于 天 , 1, z 与 了 
h 2, 就 得 到 GD. 

按照 假定 , 在 G 内 存在 勾 元 “的 可 数 基本 邻 域 系 (Fo); 对 每 
An, W z 是 属于 AIRAN, WE Supp (g,)C VU, 452), 又 
设 为 是 属于 .9 的 一 个 固定 的 函数 ， 并 对 每 个 水 数 fe Sort, + 
(14.1.5.2) LP = Figa)! arga)» 
且 令 In(0) 一 0， 由 性 质 Gi) 与 Gi) 8830, MHIL E 
ER (G) 上 的 半 范 数 ， 而 由 G) 立即 得 到 ， 对 一 切 € C, 有 
LOOD = G). 

B-P E GWAR (U), 它 由 相对 紧 开 集 组 成 ,并 满足 
U,CU,,, (3.18.3). BE E (U) 是 可 分 的 《7.4.4); 因此 空间 
ACG; 上) N96 也 是 可 分 的 《3.10.9)， 从 而 在 在 函数 序列 
Cadar CERN S (G; UDN .2 站 内 处 处 稠密 。 根据 性 质 
CD, Ffa) a S D 所 成 的 序列 包含 在 以 11 加 p》 与 〔〈fos: 阿 
为 端点 的 紧 区 间 内 ， 因 而 由 《〈12.5.9)， 必要 时 选取 (gO 的 适当 
的 于 序列 ,我 们 可 以 假定 ,对 任何 m, p, RF Os Gur) 趋 二 一 
个 大 于 0 的 极限 .此 外 , WERF .9 的 两 个 函数 f f Wi < 
f. 则 显然 对 于 一 切 #8, 有 1) SG). 设 血 是 G 到 [90,1] 的 具 
有 紧 支 集 的 连续 映射 , 它 在 5。 上 等 于 1((3.18.2) 与 4.5.2)) ,于 十 
对 每 个 泡 数 fe SC (G; Ú) AY IEH n, UO < I 
G); 由 此 对 ACG; DN AI REN f fo WERK n, € 
IO 一 BES LUED < LGD — fl, 这 是 因为 > 
LOID 是 半 范 数 , 也 就 是 说 ,六 在 每 个 子 空间 Sor (G;0,) n AI 
上 的 限制 所 成 的 集 是 等 度 连 续 的 。 这 就 推出 (7.5.5)， 对 每 个 je 
rt, 极限 lm 1,(D = O 存在 ,并 且 它 的 值 不 等 于 零 。 


现在 我 们 来 证 明 , 对 AF 中 任何 f, F, 有 
(14.1.5.3) IG +f) — 1(D HI). 
由 Gü) 得 知 ,只 须 证 明 1( IG SIGHS). RE e > 0,3Ë 
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RA RRT ARC) HINER, EE f 与 六 的 〈 紧 ) 支 集 的 并 
上 ,有 Me) 2 1 (G.18.2) 与 (4.5.2)》, 于 是 只 须 证 阴 , 在 G 内 存在 
“的 紧邻 域 了 :使 对 每 个 满足 Supp(8)CV 的 函数 ge SY, A 
M54) GD + Gg) < (@ Ee + eg). 


为 证 明 这 一 点 ; 令 x = j + f + + eh FEWE v QB, v) ERPE 


的 函数 , 它 在 SuppCf + f) L5 f/u HBEb, F /a) 相同 ,而 在 Supp 
G+ f) 的 余 集 上 等 于 零 , 由 于 在 SuppG +y) 的 每 个 边界 点 * 
ARA IE) 十 了 (x) = 0, 因而 有 f(x) 一 了 Cx) = 0, PR) v 55 
属于 SC RCG) 并 且 是 非 负 的 。 于 是 函数 ç 与 ”关于 定义 G 的 拓 
逢 的 左 不 变 了 虑 离 是 一 致 连续 的 〈《(12.9.1) 与 〈3.16.5))， 因 而 对 每 
个 9 > 0, 夺 在 “的 紧邻 域 了 ， 使 对 满足 s EV RER C 
D), H rO <x 5 OOl <a, RER gE 
WE SOV, 则 对 每 个 seE G, B ç - rO < CoCD +a) ° 
r(e, EREE rO 为 零 的 点 处 ,这 个 不 等 式 显 然 成 立 , 因而 
“EE sy 之 外 成 立 ; 而 对 +6 ,有 (9 < G) + n. 同样 地 ,也 有 
z Y(Og < ('(O +a) -7Gg. 这样 , 设 ciK1 二 1 二 四 是非 负 


数 , G <; 芭 轨 是 G 的 元 ,满足 < 31 GD, N 


f= v < 21 c * YG)g < 21 eol) + n) ree 
用 了 代 蔡 户 就 有 一 个 类 似 的 不 等 式 ， 因 为 "十 2 < 1, 故 


GD + OD < x HGH) < asy; ci 


利用 zw 的 定义 并 利用 G, GD 与 《D ,我 们 有 
GE + PE) < G + 2) (e: EA TD + F: 0) 


HIED < (G+ f) + E ehig) 


+ 2n((f + FNA Gg) + eng), 
TEER (14.1.54), RIR 1 满足 
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OCG + f): B) + e) <. 


现在 , 令 1(0) = 0 B3F64-B838 j — # h hhe A}, 
h€ S€, 令 TCD 一 区 和 一 5 和， 把 工 延 拓 到 整个 ARG) 
上 ， 由 《14.1.5.3) 即 知 ， 这 个 定义 只 依 巾 于 了 而 不 依赖 于 表达 式 
h — hR, 并 且 关系 式 (14.1.5.3) 对 A RCG) PER j, f R 
立 ， 另 一 方面 , 工 的 定义 表明 ,对 一 切实 数 2 > 0 与 函数 1€ Ort, 
AIAD = 217( 人 六， 鉴于 上 面 的 定义 ， 这 个 关系 式 可 直接 推广 到 
¿8 R S f€ ARC) 的 情形 。 于 是 由 (13.3.1), 可 以 推出 I 是 G 
上 的 非 零 正 测度 ,并 且 由 它 的 构造 可 知 , 对 一 切 函 数 f€ SC (G), 
AICO) = I()， 这 就 是 说 ,我 们 构造 了 G 上 的 一 个 非 零 左 不 
REWE, 

2) 唯一 性 ， 设 <&( 相 应 地 ， o) 是 非 零 左 ( 相 应 地 , 右 ) 不 变 油 
度 , 则 关 是 左 不 变 测度 .我 们 来 证 明 # 与 关 成 比例 ,从 而 就 完成 了 
(14.1.5) 的 证 明 。 设 fe ACG), a = 0,88 G LRR Di， 
它 由 


DO = K [KD 


定义 ， 我 们 证 明 D 在 G 内 连续 ,而 这 由 下 面 更 一 般 的 引 理 得 到 : 
(14.1.5.5) 设 G 是 局 部 紧 群 。 玉 是 G 的 亲子 群 ,o 是 及 上 的 测度 ， 
# 是 6 到 C 的 连续 时 射 ， 还 假定 ,或 者 Supp(j) 是 紧 的 ， 或 者 
Suppo) E RA, MERA 


s= I fd 与 :一 I fGOda(9) 


在 6 内 连续 ， 
例如 对 第 一 个 积分 来 证 明 。 设 € G, Fe 是 和 的 一 个 紧邻 域 . 
问题 在 于 ,对 每 个 s > 0, 要 找到 o 的 邻 域 YCYVo, ERs EV A 


1 | G) = Dda < s, MRK = SpA RER L= 
VK, 则 有 
| OG — fs) = |, GG) — Kardol) 
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由 于 1 关于 G 上 的 右 不 变 距 离 是 一 至 连续 的 (3.16.5), 帮 在 6 内 存 
£ e 的 邻 域 到 ,使 得 关系 :5 Wa WR lD < s/|e|(L) 
对 一 切 r € G 成 立 , FE R R y = V, Wa 即 可 。 如 果 
s = Supp(e) 是 紧 的 , 则 


| eco = Daa = | GG — Korda), 


BEES, sE Vo W e€ VS, 而 os ERD. AFRE IVS 是 
一 致 连续 的 ,从 而 可 取 多 ， 使 得 关系 € W ,, ME NGO 一 f(so0)1 
< e/la (8) 对 一 切 + E S 成立 ;于 是 可 象 前 面 那 样 作出 结论 。 

现在 , 设 & 是 属于 A (G) 的 任 一 函数 。 显然 函数 G) 一 
OG) EG X G 内 连续 且 具 有 紧 支 集 。 由 (13.21.7) 与 的 左 
不 变性 ,有 

ECE) = CH de CO OO 
= fdaG)ffG)gG:)av(e) 
LOKON OLO] 
= Saul) 
= ule CDPD = KALD g) 
BARRE O = 0, 故 
(g) = u(D; 8)。 

这 首先 表明 D, 不 依赖 于 j, 因为 如 果 了 是 cl) 中 的 另 一 
函数 ,满足 a) >e 0, 则 由 上 可 得 Dj* z 一 Dy * pg, 因而 (13.15.3) 
Dj 与 Dy 关于 # 几 乎 处 处 相等 然而 由 于 = > 0 是 不 变 的 ， 它 的 
支 集 是 整个 的 G; LWIR, D; 与 Dr 在 G 上 连续 ; 因此 使 得 
DC) = Dr) s € G 所 成 的 集 是 开 的 且 是 可 忽略 的 ， 于 是 必 
是 空 的 ,从 而 D, 一 Px。 这样, 令 Dj 一 D, 于 是 由 省 数 DD 的 定义 ,对 
于 使 得 (PD < 0 的 每 个 函数 fe A, 有 

uPD) = YD; 
因而 这 个 公式 在 26 c(G) 的 一 超 平面 的 余 集 上 成 立 ,于 是 它 在 整 
个 A cLG) 上 成 立 ,因为 这 个 公式 的 两 边 都 是 了 的 线性 形式 . 由 
于 * 关 0， 所 以 De) 和 0， 这 就 证 明了 与 成 比例, 于 是 
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《14.1.5) 得 证 . 

G 上 任 一 非 零 左 (相应 地 , 右 ) 不 变 正 测度 称 为 G 上 的 左 ( 相 应 
地 , 右 ). Haar 测度 .由 (14.1.5) 推 出 ,G 上 的 所 有 左 ( 相 应 地 , 右 ) 
Haar 测度 都 是 成 比例 的 。 


问 题 


1) 设 C 是 局 部 紧 群 , 4 是 6 的 处 处 条 密 子 集 ,是 G 上 的 左 Haar 测度 ， 
HÆG E AMTER RATE: 对 每 个 *e 4, Bn (CH)S H n (CsH) 
是 上 可 忽略 的 。 试 证 石 或 如 的 余 集 是 可 忽略 的 (证 明 测 度 pa + p 是 左 不 变 
BJ). 

2) 设 G 是 局 部 紧 群 ,上 是 G 上 的 左 Haar 测度 , 4 与 B 是 6 的 两 个 于 集 。 

a) 假定 下 面 两 个 条 件 之 一 得 到 满足 

a) 4 是 上 可 积 的 3 

8) (4)<+oo 并 得 B 是 上 可 测 的 . 

试 证 ,在 情形 «) 或 在 情形 8) 下 , 函数 /G) = GAN p) 在 G 上 关于 G 
的 右 不 变 距 离 是 一 致 连续 的 .〈 对 于 G 的 两 个 子 集 M.N. e 

OCM, N) = (CMNCN)YUCNNCH)). 
先 考 虑 4 为 紧 的 情形 。 证明 对 每 个 *> 0, 存在 。 在 6G 内 的 邻 域 0, 使 对 一 切 
s € G5:6U, H PCGANB, sANB)<E; 然后 应 用 413.9 问题 5。 ABAP 
可 测 且 u*(4)< + co, 注意 存在 G 的 + 可 积 于 集 的 递 威 序列 (4), 使 得 每 个 
ARE A, BER A) = HCA), 并 证 明 KAN B) = itus N 
B)) (13.9 问题 222); 另 一 方面 , 注意 当 = 一 oo P, MAs — Aa) AF 0.( 
b) 车 4 是 4 可 积 的 且 HC8)<+c%， 则 函数 /关于 G 上 的 左 不 变 虑 离 


也 是 一 到 连续 的 :如果 还 假定 A 是 可 积 的 , 风 有 | Oe), 


《归结 到 8 为 上 可 积 的 情形 ; 注意 此 时 有 ANB) = aA), 并 且 有 
Prana = Prapa 5 Prale) = pC). ) 

o) IB a) 推断 ,在 >) 中 所 考虑 的 两 各 情形 下 , 若 4 与 3 都 不 是 上 可 总 略 
集 , 则 48 与 B4 的 内 部 非 空 . 

d) 在 群 G = SL:(R) 内 给 出 紧 集 45 p TNE 3 的 例子 ， 使 得 Ks) 一 
Cdn 纺 关于 G 上 的 左 不 变 距离 不 是 一 致 连续 的 . 《注意 在 G 中 存在 趋 于 。 
的 序列 Ca), 还 存在 序列 Gs), WEED (ns, ATESTA.) 


-2769 


3) 设 G 是 局 部 紧 群 ,# 是 C 上 的 左 Haar 测度 ,4 是 G 的 可 积 子 混 ， 满 
ERASO, REE A) = ANA) H s E GHIR HC A) ARR CE 
BTR 2 可 证 B(A) 在 G 为 是 团 的 为 证 明 HCA) 是 紧 的 , 考虑 -1 的 紧 子 
# B, ECE O) >A) 2 并 证 明 H( a)C BF.) 

4) 设 C 是 交换 局 部 紧 群 ， 采 用 加 法 运算 ,上 是 CG 上 的 Haar WE, -与 
8 是 6 的 两 个 可 积 于 集 ， 

一 2) 对 每 个 *e Gy 没 
A = o,(4, B) = AU(B + s), B = z,(A, B) = (4 — NB, 
HERCA) +a) = CA) + aC), A + E'C A + BOER, X eR 
T 3⁄8 4, 8 4 + $ = 9). 

b) E 0 KF An5. HERENT CA, B) Ah CA, B) 所 
导出 ， 如 果 存在 G 中 的 序列 (adiere 与 6 的 子 集 的 两 个 序列 (A) oasess 
《Bajoeiens 使 得 4, = A, Be = B; 且 对 IKAS, 有 

Ap = O, Anag B...) Ba = z, CAT. Bia), 

HE a e AL, A = A,, B = 蕊 . 试 证 :存在 元 偶 ( 王 , Fr) ER 1848 E= 
<, Fo = B, (Enpi Feta) 由 《Ba Fa) MFB HHA n 5H eE, A 
PCCE, — NEDI) 2T, A Ea Ü Fns Fa = 门 Po REGE 
个 eB 有 `" 

RE — F.) = p(F.2. 

c) 假定 ACF。)>0, 试 证 函数 
KE) = ME — s) 0 F.) 

只 能 取 值 0 5 Ea), Hf G) = PCF.) 的 + € 6 的 集 C 是 既 开 又 闭 的 ， 
BCC) = p(s), 而 且 C 是 的 闲 包 (利用 问题 24) 与 22))。 另 一 方面 , 设 D 
是 使 得 F. 与 :的 每 个 分 域 的 交 都 具有 正 测 度 的 ‘Fo 的 集 , 试 证 KD)= 
以 F。), FH Es + DCC; 由 此 推断 D 包 含 在 问题 3 中 定义 的 子 群 HCC) A, 
县 瑟 C) 在 G 内 是 开 的 并 是 紧 的 ,最 后 证明 C + HC) = C, aOIl) + 
KB) 一 MEHCC))。 并 且 CC 4+B( 对 等 个 ce C, B E, n (e Fa) BIR 
度 ) 

d) Hac) 推 斯 ， 对 G 的 两 个 可 积 子 集 4, B, WA MCA + BSA) 
必 B), 或 者 存在 G 的 紧 开 于 群 ,使 得 4 十 B 包 含 一 个 mdk 的 陪 梨 ， 且 此 
时 有 aCA + B)2u(4) + a) — uC), B G 为 连通 的 情形 . 

5) a) 设 4( 相 应 地 ,8) 是 中 内 的 数 z = z + D, 22 所 成 的 集 ,其 中 


= 
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和 % 是 整数 ,+ 等 于 0 或 1, 旦 对 一 切 正 偶数 有” = 0( 相 应 地 :对 一 切 正 奇 
数 i H 一 0). 试 证 4 与 也 关于 Lebesgue 测度 都 是 零 测度 的 , 然而 4 十 B— 
R, 


b) a) HEW fF (E RCE Q F )8J Hamel 基 已 , 它 包含 在 4U BA, 因 
而 具有 零 测 度数 中 (其 中 re Q, ñ € H) RRR P, 也 是 零 测 度 的 . 

° 以 ,表示 关于 基态 空 多 有 * 个 学 标 不 等 于 零 的 实数 的 集 , 试 证 ， 若 
Pa JE P| 88805, Pupi 关于 Lebesgue 测度 是 可 测 的 , 则 Pr 是 可 忽略 的 .〈 设 
ha EH NIR S 是 满足 下 述 茶 件 的 +& Pap 的 集 : 在 = 表示 为 太 的 元 的 线性 组 
Ah, a 的 系数 不 等 于 O 先 证 明 s 是 可 忽略 的 。 然 后 利用 问题 2) 证 明 ， 
# Put 不 是 可 忽略 的 ,就 会 存在 Pari NCS 的 两 个 点 x',x” ,使 得 {x 一 2 ?Ai 
是 有 理 数 ,由 此 推出 矛盾 .) 

d) Hb) 与 *) 推断 ,在 R KEERA ARR C, D, 使 得 C + D( 关 于 
Lebesgue 测度 ) 是 不 可 测 的 。 

s) 设 5 是 左 作用 于 集 x 上 的 群 ,xX 的 子 集 P《 相 应 地 ,0) 称 为 G6 镇 补 ( 相 
RER, GBEE), 如 果 对 G 中 每 个 ze, 有: PNP 一 (相应 地 ， 如果 xX 一 


Ú +: c). RTA PEE CAGE CAR UREY AR. 


sa 

a) 假定 X 是 可 分 可 度 莉 化 与 局 部 紧 的 ，G 至 多 囊 数 朋 ( 关 于 G 上 的 离散 
拓扑 ) 尝 续 作用 于 x 上， 并 假定 存在 x 上 的 非 零 G 不 变 正 测度 上 设 P 与 C 分 
别 是 6 填补 与 6 标 盖 ， 且 都 是 u 可 积 集 ， 试 证 OSH) 《注意 O> 


2; MENE. p) = 21 (C + cnP)). 


?ee br 

b) EEX 上 存在 定义 xX 的 拓扑 的 6 不 变 暴 离 4, 令 ACG) KE c SON 
X 的 所 有 可 积 G 覆 盖 时 数 CC) 的 下 人 确 界 . 设 + > 0 是 这 样 的 数 : fedac x, 
使 得 ACK4;r))> aG), RIE C KEE e, 使 得 dass aaz, 

c) 概 定 x 是 局 部 紧 群 , bP 是 X 上 的 左 Haar 测度 , G 是 xX 的 可 数 子 群 ;并 
通过 左 平移 作用 于 X 上 。 试 证 ,车 4 是 xX 的 可 积 集 ; 满足 以 4)>a(6), 则 
存在 s€E GN Ag, B ze, 

d) 试 证 ,在 4) 中 所 述 的 条 件 下 ,着 E z 可 积 的 6 鱼 砌 ,6 是 6 的 于 群 ， 
县 具有 有 限 指数 (6:6。) = 6， 于是, 如果，…, 5% 形成 G 肉 med G, 的 右 陪 
集 的 表示 系 , 则 名 = (Us 下 是 Go AN. 


1s7 es 
°) ED BUDE F ë 了 是 x 上 的 上 可 积 非 负 函 数 , 试 证 存在 x 的 两 个 点 
s by 使 得 
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(e) BA 2 Aero 


KCP) DI e < |, eyes, 
(EEF g 是 非 仙 可 积 函数 , E 是 式 内 的 可 积 集 , 则 存在 c e E, 使 得 
fa COMORE), 
并 存在 < eE, 使 得 
f ENHE), ) 


2. 特殊 情形 与 例 


(14.2.1) 在 加 法 群 只 上 ,Lebesgue 测度 (13.1.4) 是 Haar 测度 
《 它 同 时 是 左 \ 右 Haar 测度 ,因为 R 是 交换 的 )， 事 实 上 这 是 把 变 
ERRAR (8.7.4) MATAR pE) = E + a 的 推 沦 , 因为 这 天 
明 , 对 一 切 函 数 fe N CR) 与 a€ R, 有 


全 JG + a)4: = WO . 


(14.2.2) 考虑 正 实数 的 乘法 群 RG 显然 它 是 局 部 紧 交 换 
Ë (G384), (4.1.2) 与 (4.1.4))， 另 一 方面 ， 对 每 个 遂 数 
fe .9 RI), 存在 紧 区 间 [a,5]C0 < 。< b), ERR ! 89338; 


因而 对 Rt 内 每 个 包 售 f 的 交集 的 区 间 [<，4], 积 分 | GO 


有 定义 是 具 有 相同 的 值 ,把 这 个 什 记 作 [TGO RIRE 
明 / 一 | OA RI 上 的 Har BE, BEE AAR 


换 公式 (8.7.4) 立即 得 到 ,对 每 个 > 0, 有 
全 Koa _ 人 Da _ "22, 
-0 È 0 st 9 t 
由 此 即 得 我 们 的 断 吉 . 
《14.2.3) 设 C 是 局 部 紧 群 ,是 G 的 么 元 , x 是 G 上 的 左 或 右 
Haar 测度 , 则 为 使 G 是 离散 的 ,必须 导 只 须 x({c)) > 0; 为 使 G 足 
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BAI UNERA e*(G) < +eo( 即 “是 有 界 测度 (13.20))。 

显然 ,车 G 是 紧 的 , 则 4 是 有 界 的 .车 G 是 离散 的 , 则 {c} 是 
。 的 一 个 开 邻 域 , 且 因 的 支 集 是 整个 G, 所 以 aG e) > 0, 因而 
所 述 条 件 是 必要 的 .下面 证 明 这 些 条 件 也 是 充分 的 设 了 是 “的 
紧邻 域 ， MRD > 0， 则 由 为 左 不 变 或 右 不 变 ， 就 有 
Al({sj) 一 AKC{e). 于 是 了 的 点 的 数目 为 有 限 , 且 < aee 
而 由 于 G 是 分 离 的 ,所 以 它 是 离散 的 。 

现在 假定 是 有 界 的 且 左 不 变 的 《对 右 不 变 情形 的 证 明 完全 
RLD. 考虑 6 的 满足 下 述 条 件 的 有 限 子 集 {ss sts sa) KE 
€: ix js A VNV 一 由。 我们 有 

nu(V) = lV UsV U UV) < a(G), 

Milds SCG). FEE CERAT (s, 0, sa}, 它 具 有 最 
大 可 能 的 元 素 个 数 ,由 此 推出 ,对 每 个 56 G, sV 至 少 与 一 个 sv 相 
ZB E VV t TE G ES VV GS S DAH hT sVr 
是 紧 的 《12.10.4), 从 而 G 是 紧 的 ， 
(14.24) 设 G 是 局 部 紧 烙 ,7 是 G 的 开 子 集 ， 疡 是 上 的 非 零 正 
测度 ,具有 下 述 性 质 ， 若 UU 是 了 的 开 子 集 ,s € GW E Uc, Wl 
4 在 口上 所 诱导 的 测度 (13.1.8)puo 在 同 胚 x 一 sx 下 的 象 (13.1.6) 
就 是 “在 ;UV 上 所 诱导 的 测度 ss. 这 时 ， 在 G 上 存在 唯一 的 左 
Har 测度 a, 它 在 VV 上 诱导 出 pg， 

对 每 个 st G, 设 志 是 上 在 V 到 sV 上 的 同 胚 x+ 一 sz 下 的 象 。 
二 在 VNsV 上 的 限制 是 pw-vny 在 x 下 sz 在 VNV 上 的 限 揣 
映射 下 的 象 ， 由 假定 ,这 个 象 就 是 ynev。 通 过 平移 可 以 推出 对 
G 内 任何 ， z, 测度 如 与 a, EV NAV 上 的 限制 是 相同 的 。 于 是 
根据 《13.1.9》, 在 G 上 存在 正 测度 a, 使 得 对 于 每 个 *e G, a 在 sy 
上 诱导 出 a. 显然“ 是 左 不 变 的 ， 因 而 是 G 上 在 了 上 诱导 出 的 
唯一 的 左 Haar WE., 

以 后 ,在 第 十 九 章 中 ,我 们 将 利用 Haar 测度 的 这 个 局 部 定义 
来 确定 Lie 群 上 的 左 Haar 测度 ， 现 在 给 出 (14.2.4) 的 下 述 推 
论 : 
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(14.2.5) 设 G 是 局 部 紧 群 互 是 G 的 离散 正规 子 群 , =: G 一 GIH 
是 典 则 同 态 ,7 了 是 G 的 么 元 的 开 邻 域 ,使 得 = 在 了 上 的 限制 是 了 到 
GJH 的 么 元 的 邻 域 x*《V) (12.11.2) LARRE. wai 是 G 上 的 左 
Haar 测度 ，# 是 1 在 了 上 的 限制 jy 在 映射 <|V FAR, MWe 
GIH 上 的 左 Haar WREE Cr) 上 的 限制 

FRE V) 的 每 个 开 集 都 具有 U) 的 形式 ,其 中 UCV 是 
HR, HE UV) 等 价 于 sV CV， 于 是 四 定义 立即 扒 
出 上 满足 (14.2.4) 中 的 条 御 . 
(14.2.6) 例 ， 根 据 (9.5.2) 与 (9.5.7), 映 射 p:t 一 “是 民 到 绝 
对 值 为 1 的 复数 组 成 的 紧 群 忆 上 的 严格 态 射 12.12.7)， 它 的 核 是 
整数 离散 子 群 Z, 因而 也 典 则 地 等 同 于 商 鲜 R/Z = T (T 称 为 一 


维 环 面 或 实数 模 1 的 加 法 群 )。 把 (14.2.5) 应 用 于 一 ] 一 二 ,二 [ 


的 情形 ， 考 虑 到 U 上 的 Haar 测度 必定 是 扩散 的 《14.2.3)， 并 且 
PU) 在 如 内 的 余 集 仅 由 一 个 点 组 成 ,从 而 推出 ,为 使 VU 上 的 函数 


是 可 积 的 ,必须 县 只 须 藤 数 ， Ke) 在 ] 一 +, H 上 关 


于 Lebesgue WEERA, HEA jidp = | Ca, 


(14.2.7) EG, G, 是 两 个 局 部 紧 群 , 是 Gi 上 的 左 Haar 测度 
G= 1, 2), M u,@,(13.21) 是 G, x G EHZ Haar 测度 . 

事实 上 ,对 于 每 个 函数 fe 92 (G, x G3) 与 每 个 (ao € G, x< 
Gos 根据 (13.21.2), 有 


[e= simada) = fam fies as) 
= amd [Kors sdim) = famti Carn sdam) 


< famed [Kordim = G. rdda ddd, 


由 此 即 得 所 述 的 结论 ， 
特别 ，R" 上 的 Lebesgue 测度 (13.21.19) 是 加 法 群 妨 上 的 
Haar 测度 。 
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1) 设 c 是 局 郭 紧 群 , 卢 是 G 上 的 左 Haar 测度 , 4 是 G 的 子 集 ,B 是 G 的 
ESE 上 可 积 子 集 ， 且 以 8> 0， 试 证 若 AEL +co, 则 和 是 相对 紧 的 
《模仿 (14.2.37 的 证 明 )。 

2) ite EmN E 中 秩 为 的 离散 子 群 ,并 通过 平移 作用 于 REE. 
试 证 ,对 于 Lebesgue 测度 4, 数 ACG) (14.1 问题 bp)) 等 二 6 在 Z 上 的 一 个 
基 ( 对 于 R° 的 典 出 基 ) 的 行列 式 的 绝对 值 (利用 14.1 问题 sa))。 由 此 推断 ， 
车 4 是 R* 内 的 闭 对 称 吓 集 , 其 内 部 非 空 (12.14 问题 11) 且 2CA)>2'a(G), 
则 在 40 G 内 存在 异 于 0 的 点 (Minkowski 定理 ). 


b) 设 GOD aaO Lim R LOREEK RER c 均 为 
ERREA BIP n DE. Ë 2 是 大 于 159, 432 R AARAA 
的 对 称 凸 集 , 斌 证 ,对 每 个 满足 AAOS 2"p* 的 正 数 ,存在 点 *ky4，, 它 的 从 
标 是 异 于 0 的 整数 ,而 且 当 1<&i<m 时 ,及 (*) 三 0 Qinodp). (对 27 的 于 群 
Go È Minkowski 定理 ， 这 里 G, 由 满足 w(x)=0 《modp) (1&i<m) 的 
z€ 2 组 成 ;并 利用 14.1 问题 6 0).) 竺 别 , 若 a, c 是 任意 两 个 整数 , 试 证 存 
在 不 全 为 零 的 整数 mu，m ,使 得 al < P, sl<VP, B ss + anso 
(modp) (Thue M). 

e) ka, EERDER, PIA b) WEB], FERREA TURER a trte 
使 得 

ax, + ba, =z; (modp), bx, — ar, =x, modif}, 
并 且 
y=} +s + sj + s< 2 p, 

试 证 ， 若 ”是 素数 ， 则 能 求 出 两 个 糙 数 z, b, 使 得 2 + br + 1=0 (meap), 
RT? AARRE EEH RC + 1)/2 个 整数 值 0,1,2,…,Cp 一 1)/2 
B, Ër mode 的 剩余 闫 全 不 相同 ); 由 此 推断 > — p。 最 后 , 利用 四 元 数 的 
范 数 的 乘法 性 质 , 由 此 推断 每 个 非 负 赣 数 是 至 多 四 个 平方 之 和 《Lagrange 
定理 ). 

3) a) HEAREN Lebesgue MBE, 是 是 上 的 可 积 非 负 实 征明 数 ， 
它 有 界 并 具有 紧 支 集 ， 令 r= su), 对 每 个 ee R, 以 Uu) 表示 使 


得 (2 的 te RRR GEG ve) = (U4(w))， 试 证 ,对 一 煞 «>1, 有 
，282 ， 


[ronm [i neeese, 
b) ie 是 满足 与 WARANA -FAREAK, Ft 5 = sap8(O), 
BARR LRM HENT: EIA, 令 Mrs v) =G) + 
e€); E ORE) = 0。 令 May) = 0R $ RO) — ap Maye), 于是 
是非 负 的 ,4 可 积 的 ,有 界 的 , LATEXE REN—Y a>1, 有 
[eose + oy rt. 


《注意 , 对 0<w<1, 有 UiCrw + Sw)C DCrw)+Uel6w), 并 利用 a) 与 14.1 
fI (d). 

c) i$ A, R" ERY Lebesgue 测度 , A, B ÆR" 的 两 个 加 可 积 子 集 ， 试 
证 

CHA + BD CA" 十 CCB 

(Brum-Minkoweki RER). (归结 为 4 与 B 均 为 紧 的 情形 ,对 ”进行 归纳 
推理 ,同时 利用 14.1 问题 4d) 、Tebesgue-Fubini 定理 ,b) 中 所 证 明 的 不 等 式 ， 
以 及 H6lder REA.) 

4) 设 ARH, 则 adic 整数 (12.9 问题 4) 所 成 的 紧 群 马上 的 规范 化 
iaar 测度 是 这 样 的 测度 : 任 一 半径 为 z 的 闭 球 的 测度 等 于 P GERZ 
是 两 两 不 相交 的 半径 为 z “的 六 个 闭 球 的 并 ). 


3. 群 上 的 模 函 数 ; 自 同 构 的 模 


设 G 是 局 部 紧 群 ，# 是 G 上 的 左 Haar WE. HF GARN s 

t, 根据 定义 (14.1.2), 显然 有 
` TOACA) = ENTE) = Hs 

而 a(?)z 电 是 左 不 变 正 测度 ， 于 是 存在 唯一 的 数 AL) > 0( 也 
记 作 ACs)), 使 得 68Cs)# 一 ACP (14.1.5), MERE (14.1.5), 
显然 这 个 数 不 依 赖 于 左 Haar 测度 + 的 选取 ， 了 映射 ;一 AG) 称 
为 GE DORER. Kit, 对 任何 4 可 积 函 数 AB r — Ce) 也 
是 # 可 积 的 , 且 有 


(143.L1) J Gaya) =A Í OLLOA 
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特别 地 ,对 任何 上 可 积 集 4, As 是 4 可 积 的 ,并 且 
(14.3.1.2) pl As) = ACELA). 
(14.3.2) 映射 * 一 Ac(s) 是 6 到 乘法 群 RI 的 连续 同 态 . 

这 可 从 公式 (14.3.1.1) 与 引 理 (14.1.5.5) 立即 推出、 

群 C 称 为 么 模 的 ,如 果 对 一 切 *e G, 有 AG) = 1; 于 是 在 么 
模 的 情形 下 ，Haar 左 测 度 与 右 测度 没有 区 别 , 因此 就 简称 为 G 上 
的 Haar WE. 
(14.3.3) 如 果 在 G 内 存在 么 元 的 紧邻 域 了 , 它 在 G 的 所 有 内 自 
同 构 下 不 变 , 则 G 是 么 模 的 。 特别 ,如 果 G 是 紧 的 ,或 是 离散 的 ,或 
是 交换 的 , 则 它 是 么 模 的 ， 
事实 上 ， 此 时 对 每 个 *ECG， 由 【14.3.1.2) 与 (14.1.2.3)， 有 
ECV) = BCV s) = ACEC), 根据 eV) 0 由 此 即 得 所 述 
的 结论 (14.1.2). 
《14.3.4) 对 G 上 的 左 Har ME r, A E — At. z; 因而 对 G 上 
的 可 积 函数 f, ER > — OTDA 一 是 可 积 的 , 旦 有 
(14.3.4.1) [Daane = TOTOR 

事实 上 ,对 每 个 sé G, 有 

ECAA 1) = (86)A™) : (8(s)#) 一 

(AGY AD) (ACGA) = A: z, 

REHAT- u 是 G 上 的 右 Har 测度 。 由 于 产 册 是 右 Har 测 
度 ， 所 以 存在 常数 < > 0, 使 得 六 一 aAa; 由 此 推出 # — 
a(A 1. PAY 一 aA, 产 一 ak(13.14.5)) 从 而 下 一 1 出 于 se 二 0， 
故 s 一 1， 这 就 证 明了 第 一 个 论断 。 由 《13.14.3) 即 得 第 二 个 论 
i. 

BEE, E f ERR e TRER MA 
(14.3.4.2) (f ` zV (A) : z. 

(14.3.5) 特别 , 如 果 CG 是 么 模 的 ， 则 对 每 个 “可 积 函数 F, 函数 
TO DOY 与 # 是 上 可 积 的 ,县 对 任何 5e G, 有 


(14.3.5.D | ordet) = | Gaya) = J yaus) 
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-eurceo， 


并 且 对 每 个 4 可 积 集 4, 有 
《14.3.5.2)  #(sA) = HAs) = A) = lA), 

当 G 为 无 限 且 紧 《相应 地 ，6 为 无 限 且 离散) 因而 为 么 并 
《14.3.3) 时 ，G 上 满足 KG) = 1( 相 应 地 ，x({e)) = 1) 的 唯一 
Har 测度 上 称 为 6G. 上 的 规范 化 Haar ME. 

(14.3.6) 设 * 是 拓扑 群 G 的 自 同 构 , 显 然 G 上 的 左 Har 测度 
的 象 w"《p)C13.1.6) 还 是 左 Hear 测度 ， 因 而 (14.1.5) 存 在 不 依赖 
于 8 的 取 法 的 正 数 a, Eu 一 oz，. 称 “为 自 同 构 * 的 模 ， 
记 作 modelu) R mod(a), FERREA P IRER f E 
(14.3.6.1) j Hue) dula) = (modu) f POOR 

RE HEA PERE 4, 有 

(144.3.6.2) pa A)) = Cmode pC A). 

特别 ,对 每 个 ve G, 设 志 是 内 自 同 构 * 一 人 xr, 则 可 写 这 一 
8(s)Y(s), 因而 


I(E) 一 Be) 一 ACY 

这 表明 
(14.3.7) mod(i,) = A(s). 

当 G 为 紧 或 离散 时 ,对 G 的 任 一 自 同 构 *， 必 有 modla) = 1, 
这 是 因为 ,显然 KG) = G, nu({e}) 一 {e), 于 是 只 须 分 别 对 a= 
6G 与 4 二 {e} 应 用 (14.3.6.2). 

由 《14.3.6.2) 立即 推出 ,车 «与 v 是 G 的 两 个 自 同 构 , 则 有 
(14.3.8) mod(zov) = mod(#) + mod(v), 
(14.3.9) 对 向 量 空间 R° 的 任 一 自 同 构 #, 有 
mody = |detu|, 

设 U = (aú) 蚌 自 同 构 x 关于 典 则 基 的 矩阵 ,以 E, 表示 第 i 
行 第 7 列 元 素 等 于 1 而 所 有 其 余 元 素 均等 于 0 的 阶 方 阵 ; 对 
区 1 与 每 个 4€ R, 令 
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BQ) — L, + AE;, 
于 是 有 下 面 的 引 理 ， 
(14.3.9.1》 每 个 = 阶 可 道 矩 阵 口 是 一 些 形 如 B,(1) 的 撼 阵 与 一 
个 形 如 了 十 《a — 1)E,, 的 矩阵 的 乘积 。 
我 们 对 形 如 
` f O se O has 9 Ea 
Ü Enna "° Szn 


Lo 
= 


O O + 1 Goi tt Enan 


0 0 +s Ü go te Enn 
BS a[ 8 3EREBE š > 0 用 归纳 法 进行 证 明 ; 当 大 一 n 一 1 ARR 
任 一 可 逆 上 矩阵。 注意 BCX)X 是 把 X 的 第 ; 行 的 倍加 到 第 ; tr 
上 而 得 到 的 矩阵 ， 当 4 一 0 时 , 必 有 Ea > 0。 如 果 相 继 左 乘 矩 阵 
Bal EnEn) (1 <; <s 一 1)， 就 得 到 矩阵 
了 十 (5 一 1)Eo， 

由 此 一 0 情形 下 的 引 理 得 证 。 现在 假定 所 述 引 理 对 4 一 0, 1 
… 一 1<< 已 经 得 证 转 而 证 明 二 一 不 的 情形 。 借 助 分 块 计算 
de( X) 可 知 , 必 存在 元 全 vt 2 0, 其 中 守 满 足 z — K S; Sn, 对 
某 个 满足 一 < js 的 指标 i, 若 以 BOEn Ena) 
ERX, BDP Eram 1。 然后 相继 用 虐 阵 BCE) = 
D 83, 8482J—4 EBE, HTAA, 当 r 去 时 ,有 5.4 一 
Os Ti jaam l. 最 后 , 用 B... C—1)B, 1) RME, E 
得 到 一 个 形式 相同 的 答 阵 ， 只 是 此 时 了 一 ”一 k. 现在 只 须 对 这 
个 矩阵 应 用 归纳 法 假设 即 可 得 到 所 需 的 结论 ， 

根据 (14.3.8), 我 们 看 到 ,为 证 明 《14.3.9), 可 限于 « 形 如 
C14.3.9.2) CHEE TD EC] 
(144.3.9.3) 人 ra 
之 一 的 情形 .根据 (13.21.2), 对 任 一 函数 fe or (R°), 有 
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fe [Karst tniez ddnde sdr, = 


人 ar 
而 变量 代 换 公式 (8.7.4) 给 出 
[T dr = la |" K, oe, 


因而 当 < 形 如 (14.3.92) 时 ,(14.3.) AA. BURITIS 
人 Ke 


一 | 
根据 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 ,有 
人 Ka 人 
ai 
这 表明 z 形 如 (14.3.9.3) 时 (14.39) RY. 
(14.3.10) 应 用 于 积分 的 计算 : [. 超 平行 体 与 单 形 。 
在 R* 内 , 设 是 在 任意 DEIR x, o z, EURU AT 


AE” 换言之 , 了 是 向 量 > ie (其 中 对 每 个 加 标号 满足 O< 


所 1) 的 集 . iei R" 上 的 Lebesgue PURE, EI r; = (ano t 
ani) 则 有 
(14.3.10.1) ECP) = (detla). 
事实 上 , 设 * 是 向 量 空间 R" HAAR WEll e= SiS), 
这 里 “，'…，es 表示 构成 妨 " 的 典 则 基 的 向 量 . 我 们 有 p— (K), 
BEKEA etts en 上 构成 的 超 平行 体 .于 是 下 (14.3.6.2) 
5 (14.3.9) 推出 以 P) = |de(a)je(K). 然而 由 (13.21.15) 立即 
得 到 K K)= 1, 由 此 即 得 公式 〈14.3.10.1)， 

现在 设 S 是 在 向 量 zi, …… z, 上 构成 的 " 单 形 ”, 换 言 之 , s 是 


x= D Em (这 里 对 每 个 ; HPS S 20, MEB E +. Lš, < 
f=1 


eg 


1) 的 集 。 此 时 我 们 有 
(14.3.10.2) (s) -> aero 


再 用 同样 的 线性 变换 x, 就 归结 为 证 明 当 x 一 eA(1 <; < x) 
时 公式 《14.3.10.2) 成 立 .把 相应 的 单 形 记 作 Sao 用 z, 代替 ,并 
£ aa = BSa). ER SEF RX R, 对 每 个 16 R, AE S, 
E R RORE SGA) 42 < 02 > 1 时 ， 显 然 S(2) 是 空 
集 ; MASIA, SA) ERE FER (Eott to Ea) 
E 及 "一 所 成 的 集 : 

和 0 S 20), 5 +... +Ë SS 1 —14. 
因此 推出 它 是 5.(0) 在 比例 为 1 一 + 的 相似 变换 下 的 象 ,把 (14.3.6.2) 
与 (14.3.9) 应 用 于 R 上 的 这 个 相似 变换 ,就 得 到 
PaaS) = (1 — AY an, 

把 《13.71.8) 应 用 到 紧 集 8S, 上 ,得 到 


; 
an= | G a) Hand = Lo. 
|, 7 


BWoa 1, 因此 得 到 o。 = 1/51, 
(143.1) 应 用 于 积分 的 计算 : 开 . AR. 
使 用 与 (14.3.10) 相同 的 符号 ,我 们 计算 Euclid 单位 球 B, CRI 
使 得 > 好 < 189 (zu xn) 的 集 ) 的 测度 V, 一 PCB). ER 
计算 Cs,) 时 所 用 的 方法 ,得 到 
va = | (GD. 


而 由 于 8,0) 是 使 得 > = <1— CEIA A: 


i 
而 推出 它 是 3。: 在 比例 为 VIL 一 入 的 相似 变换 下 的 象 ;于 是 
Baal BaD) = (1 — EPA gaa 
作 变 量 代 换 1 一 sing, 得 到 
G4331D V, = Vaa cor = zy, | costado, 
us k 
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+ enm 人 sospa8， 应 用 分 部 积分 公式 《8.7.5)， 妈 得当" 六 2 
时 ,有 
cm D|” oosr-gsinid8 — (n — 1 Xen er); 
BR nc, 一 《4 一 1)csz。 HF co = zf2, a = 1, 所 以 最 后 有 
13:5 (2ni) 2-4-6- (2n 一 2) 


Cra °> ma ™ 


2.416... Z 1.3.5. (2a 1Y 


X BT V, = 2, V, = =, 根据 (14.3.11.1) 得 到 


v. =, 
(14.3.11.2) ” , 
gen 
To 
利用 工 函 数 的 性 质 ,这 个 公式 可 以 写成 
ah 
o x 
(14.3.11.3) n= GETI 


问 = 


1) RCORRRES, BERAFERFNEROTE H, REN CHS 
DERIK n, mod (a) 是 有 理 数 (注意 (H) N EEH ASEH) 内 者 是 指数 
为 有 限 的 于 群 )， 试 证 使 得 Acz) = 189: € G 的 集 是 6 的 开 子 竺 ,并 且 包 含 
H, 

2) RORE, 上 是 G 上 的 Har 测度 , “是 6 的 一 个 连续 ) 自 同 术 ， 
使 得 vc) 是 的 开 于 群 ,而 核 (OO Gate G) 是 @ 的 有 限 子 群 . 

a) 试 证 ,存在 实数 K(s)> 0 与 * 在 6 内 的 开 邻 城 D， RURAR PC 
U, V) 在 6 内 部 是 开 的 且 有 KAV)) = OM) (利用 (14.2.5)) 

b) 试 证 MCa) = Card (G/u(G))/Card(G.) (HAD SAR (14.4.2) 
用 天 种 方法 计算 C))) 

3) 对 非 零 有 理 数 集 @* 赋 予 离散 拓扑 ,在 局 部 紧 空间 G = Rx Q* 上 , 通 
BG, DG.) 一 Ge + zm) EXER, WERT TARAS 
积 拓扑 的 6 是 局 部 基 群 , 它 局 部 园 构 于 名 ,但 却 不 是 么 模 的 

1) D 设 是 局 部 紧 群 ,% 是 到 滋 法 群 C* DERES. RE, ËC 
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的 复 调度， 满足， 对 一 切 *<G, fi rO» = av, Mo = otea Jih n Ë 
G6 上 的 左 Har 调度 ,而 SSW BR 

b) 6 上 的 复 测 庶 ， 称 为 左 所 不 变 测度 ,如 果 对 每 个 :66,7(1)v 等 人 答对， 
(C13.15.6) 试 证 ,为 使 尽 在 报 不 变 的 必须 目 只 须 ， 是 等 价 于 (13.15,6) G 
上 的 左 Haar 测度 上 的 测 械 (为 证 明 杀 件 是 必要 的 归结 为 "> 的 情形 ; 利 
用 (13.15.5) 的 准则 WY), 对 一 个 里江 4 与 属于 AOO 的 一 个 非 负 孙 数 1 5 
感 二 重 名 分 | KPO), FEFA Lebesgueriubini ER) 


5) BG ERM, x 与 Y 是 G 的 两 个 闭 于 群 ， 满 足 &ny = {e}, 
并 且 o — xy (sy 所 成 的 集 , 其 中 xeX,ye Y) 包含 。 在 G 内 的 一 个 邻 域 . R 
证 0 是 6 内 的 开 集 上 且 xx y 到 2 HRA C, oe 是 一 个 同 胚 (把 Kx 
RRI Cr, v) = sey 作 月 于 4 ,参阅 (12.16.12)). 

b) 设 a, Bz, px 分 别 是 6， X, Y 上 的 左 Har WE, H F uo 在 2 上 的 
BEL RE, R- MRBS HÆ mOr) 在 XxY fja LERE 
Go 下 的 象 ;这 里 x 表示 As 在 了 上 的 限制 。 由 此 推断 , 为 使 定义 在 
4 上 的 失信 函数 ! 是 可 积 的 ,必须 且 只 须 国 数 (x,y) 一 f(z) 和 a(y) ArCy) 
是 (px@pr) 可 积 的 ,此 时 并 有 

Aea [| Kv) se avs) dnai) 
其 中 “是 不 依赖 于 f 的 常数 . 

<) HANERE Y 是 6 的 正规 子 群 , 刘 除 常数 因子 外 , 测度 “是 mOn 
在 XxY B a ERIRE (>,?)-vey 下 的 象 , 目 对 于 ze xjyey, 有 Ac(zy) 一 
Ax(z)ar(y)Cinod ir), E i RR Y DAEK eve (EA (14.4.6)). 

4) 考虑 局 部 紧 空 间 G 一 Rx R*, 在 其 上 由 (x， Ie, y) = Or + =, 
y) 定义 一 个 合成 律 , 试 证 这 个 局 部 紧 咯 不 是 么 模 的 (利用 c))。 

O) 设 c 是 局 部 紧 群 ,在 局 部 蜂 空 间 5 二 RxG 上 ,由 

CE, (二 = CE + as), =) 
定义 一 个 合成 律 ， 试 证 对 于 这 个 合成 律 , E 是 么 模 局 部 紧 群 (利用 b)); 群 6 
( 它 不 一 定 是 么 模 移 ) 同 构 于 EE 的 一 个 于 群 ,并 且 同 构 于 的 一 个 商 群 . 

6) 设 ? 是 素数 ,在 Z, (12.2 问题 4) 上 定义 一 个 环 的 结构 如 下 : 对 == 
G, # = G), + sz = Ga, GRWNDBNEP: ZIZ ERSA). FÈ 
之 到 为 (参见 上 引 ) 的 典 则 单 射 是 一 个 环 同 态 。 它 使 过 等 同 于 Z, 的 一个 处 
ARB PIR 试 证 Z, EREK, Z DREKA p-adic Mik, JEPE Qs, Z, 
内 以 0 为 中 心 的 球 组 成 的 "的 基本 邻 域 系 是 Q, 内 关于 与 Q, NMRA 
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协调 的 一 个 扩 扑 的 基本 邹 域 系 \@Q, 关于 这 个 拓 并 是 可 分 、 可 度量 化 且 局 部 紧 
的 (12.8 问 题 门 .有 埋 数 域 Q E Q, ARR, H Q ERG p-adic 距离 (3.2.5) 延 
AÀ QG LEX Q, 的 拓扑 的 更 离 4， 在 Q, 内 ;我 们 还 令 |z|, = 40,2). 3 
每 个 *6 Q,, 试 证 Q, 的 相似 变换 * ORE fsla 由 此 推断 ， 对 Qs 上 的 
BRBN Q; 的 每 个 自 同 构 *, 有 modu 一 jdete], 


7) ERF FEaclid ARR Ch) = D im HAAR k, 以 为 表示 
F 


Lebesgue 测度 ， 对 每 个 普遍 可 测 有 界 集 4, 设 o4) 是 如 下 定义 的 集 : R 
FATER, WFAA ECA), Q Bar) 是 让 中 以 0 为 中 
心 的 闭 Euclid 球 ， 使 得 测度 aBn) 等 于 4 在 *” 处 的 截面 的 测度 
A (AG); AOAO 表示 当 x* BOB pr (A) M (2° YX B, xx ) 的 并 , 因 
而 有 rloa) = prl), 

a) 试 证 , 若 4 是 紧 的 , 则 0s(4) 也 是 紧 的 (利用 13.21 AR 16b)), 由 
此 推断 , 若 4 是 普遍 可 测 的 ， 则 oK4) 是 如 可 测 的 且 CapC4)) = (4)。 

b) 试 证 , 若 4 与 8 是 R° 内 的 两 个 普遍 可 测 有 界 集 , 则 

4 (GX a)no,/(B)) = A ANB) + Malo ANCE) NAENGA)). 

c) 试 证 ,在 由 R" 的 韭 空 有 界 消 子 集 组 成 的 集 上 , 对 于 由 3.16 问题 3 中 
WEARER HI RA 4-04) 不 是 连续 的 ( 注意 对 于 这 个 拓扑 ， 每 个 
紧 集 可 以 用 有 限 紧 举 和 任 春 还 近 , 因 而 其 测 谋 为 零 ). 

4) 设 4 与 3 是 名 内 的 紧 集 , 试 证 

OLA) + Or (BECO, + B) 
《参阅 14.2 问题 2))。 特 别 是 ,对 一 团 r>0, 都 有 
GeV (AD ELA CG ED) 

《此 处 采用 3.6 中 的 记号 ;注意 PK4) = 4 + BC057))。 

3) 对 每 个 通过 0 的 超 平面 HCR, TEIE RRA 各 “的 一 个 旋 
转 。 对 每 个 普遍 可 测 有 界 集 ACR, Q anA) = T, 2, (T - AG ST 
HIÉ “Steiner 对 称 化 ”) 

2) 假定 4 是 闭 的 用 包含 在 以 0 为 中 心 的 闭 球 ARE NEFER B 
的 边界 的 球面 5 的 开 于 集 , 且 多 与 4 不 相交 , 则 Gn(4) 既 与 不 相交 ;又 与 WV 
关于 媚 的 对 称 化 不 相交 . 

b) 出 a) 推断 * 在 司 样 的 假定 下 ,存在 有 限 个 通过 0 BEI H... He, 
MERR n, 0n, -Opi(4) 包 含 在 B 内 > 而 且 除 非 4=B,28 oa, On, n (2) 
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总 与 5 不 相交 (利用 5 的 紧 性 )。 

中 假定 4 是 紧 的 , 试 证 ， 若 B 是 以 0 为 中 心 的 闵 球 ， 满 中 ia Cay 一 
An( Bo), 则 存在 由 通过 0 芍 赵 平面 组 成 的 序列 (Ha), 使 得 对 于 由 3.16 问题 3 
所 定义 的 距离 而 言 , 紧 集 如 一 cusca。_ "Tu (4) 的 序列 趋 于 BB.( 利 用 3.16 
问题 3 的 结果 ， 首 先 证 明 可 以 假定 序列 《4w) 具有 极限 2°, WEILER; 
R), eh REA 0 为 中 心 的 满足 下 述 条 伞 的 闭 球 的 半径 的 下 确 界 ， 这 些 闭 球 
都 包含 4 在 有 限 个 Seiner 对 称 化 的 合成 下 的 象 ， 这 些 对 称 化 是 关于 通过 0 
的 超 平面 作 的 ;然后 用 反 证 法 并 利用 ?>) 证明 8"C0; R) 一 8。.》 

9) s) 设 4 是 赋予 Eudig 纯 营 积 的 空间 足 " 内 的 非 空 紧 集 ， 对 每 个 满足 
Caju) = 1 RR z é R°, 4 ACAN) = sop(=|s), B(A u) = ACA; 内 二 
ACA uA fE s HERMES w BORRE s, Pp, aC 2; ORE 
ARST ARAR (4) (6.3 问题 : ). 对 任何 紧 集 4， B 与 任何 实数 <“>0， 
HACA + B; u) = AG; u) + A(B; u), B A(a4; a) 一 eh(4; u), 由 此 推出 
关系 式 人 (4 + BD<éC4) + CE), 

b) Be 是 元 偶 (aa, UUSIM) ARORA REA Ca, 5D))， 其 中 


a RRE D % = 1 的 非 负 实数 ,0 E 0 的 旋转 ( 即 SOC, R) 的 元 ). 紧 
7 


集 
P4) = J; <t (ay 
7 


称 为 4 对 应 于 有 限 序列 WERTH. 我们 有 MOLAYA) (14.1 问 
题 42 力 .对 每 个 x 5- 有 
Hp) = D; A ATT CH)). 


1 

c) 设 4 是 包含 在 以 0 为 中 心 的 半球 8 内 的 非 空 紧 集 , 试 证 ,如 果 存 在 作 
为 B 的 边界 的 球面 5 的 非 宅 开 于 集 WW， 且 由 与 4 不 相交 ， 则 存在 旋转 平均 
1( 人 ,使 得 6;CA)CB,S No,(4) = Ø (利用 s 的 紧 穆 ， 作 如 同 问题 7 KE 
=). 

d) 设 R 是 以 0 为 中 心 的 满足 下 述 条 件 的 闭 球 的 半径 的 下 确 界 ， 这些 闭 
球 包 含 4 在 有 限 个 旋转 平均 的 合成 下 的 尔 ， 试 证 ,车 B, = BC0;R), 则 存在 
击 集 4,==o, 0. Pa (A) 组 成 的 序列 , 它 关 于 3.16 问题 3 中 所 定义 的 距 交 
趋 于 B. (用 反 证 法 ,首先 证 明 可 以 假定 序列 如) 具有 极限 A CB; 然后 利 


用 o) 证 明 2 包含 的 边界 50; 最 后 注意 二 5 ++ B. ) 
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°) 试 证 ,对 R° 内 的 任 一 紧 集 4, 有 
MA EL VAECAIF, 
这 里 直径 6C A) 是 关于 Fuacid HARAI T V, EER B, H) Lebesgueglj jg (Bie 
berbach 不 等 式 久 利用 d), 并 注意 
S(e,(4))<6( 4). 
10) 使 用 问题 7 中 的 记号 ,对 R 的 任 一 - 紧 子 集 4, 数 
«tA)= Tim, sop Vl A)) — AD 
《相应 地 ， 
a{4) = Nm, iof( (V (A)) = 14))17) 


称 为 4 的 上 (相应 地 ,下 》Minkowski 面积 ,这 里 通过 正 值 趋 于 0. 

2) 给 出 紧 集 4 的 例子 ,使 得 <*(4) = 1, 2 (4) = 0. (Rx = 2, FA 
为 形 如 ca + A% 的 有 限 集 的 并 ,其 中 序列 《%) 趋 于 0, 而 对 每 个 *, 44 是 积 集 
XJ 这 里 入 与 及 是 形 如 (pa)ospera,《qbr)oeecss 的 有 限 序列 ;适当 地 选择 
序列 (op Cay), G), (ra) (82.2 

b) 试 证 

(AJER OAA 
(等 周 不 等 式 ).、 《利用 Brunn-Minkowski 不 等 式 .) 
c) 设 4 是 紧 同 集 (3.5 问题 8)， 试 证 ,对 每 个 紧 凸 集 8， 当 O<£< 十 co 
时 ,函数 
OALA + £B)” 
是 凸 的 .证明 时 利用 Bruna-Minkowski 不 等 式 与 对 于 任何 实 纯 量 “，8 成 立 
的 事实 (a + 8)4 — ad + pA, (æ + 8)B=aB + pB, HiH (4) = 
at( A) (RIE 8.5 问题 8)， 此 时 令 
(A) = at(4) = < (Ay, 
称 为 4 的 Minkowski 面积 . 
d) 试 证 , 当 紧 同 集 4 包含 在 RR" 内 时 ,有 
(A) = hd). 
e) REX 0 EROR ACRE 的 内 点 对 ;有 
mr AIP a A 07h Ay, 
其 中 “是 包含 在 4 内 的 以 0 为 中 心 的 闭 球 移 最 大 半径 ,而 + 是 包含 4 的 以 0 
为 中 心 的 半球 的 最 小 半径 。( 注 意 7,《44) 包含 4 在 比例 为 (ze + re AB 
变 和 次 下 的 象 且 包含 于 4 在 比例 为 (~ + +)/7i 的 相似 变换 下 的 象 之 内 。) 
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11) 没 6 是 紧 群 ,是 G 上 定义 6 的 拓扑 的 左 不 变 申 离 (12.9.1)， 上 总 
6 上 的 Haar 测度 , 试 证 

ss) = | Aas, AD 
3 G LRENE A JBE CE X Hi7R3E 0858. 


4. 商 群 上 的 Haar 测度 


设 @ 是 局 部 紫竹 ,6' 是 G 的 团 正 规 子 群 ,6” = G1G 是 商 群 ， 
它 是 局 部 紧 的 (G12.11.3) 与 (12.10.9)); DIN as a” 表示 G 5 
O” EWE Hear 测度 ,以 «1G — G” 表示 典 则 同 态 . 
(MAI) 对 每 个 通 数 1e Sr(G) 与 re G, 函数 
sa) = | EHE) 

在 6 内 连续 , 具 对 一 切 5E G', 有 Get) 一 g(x); RITAS g) 
一 Mala) AELA 在 G” 内 连续 (12.10.6)。 此 外 ,4 的 支 集 是 坚 
B. ERER -> | | Mda) EG LWE Har W. 

z 为 连续 的 事实 由 〔14.1.5.9) 推出 ， 概 据 HEKER, M 
之 还 有 

ET) = |, KAEMAS) = el). 

若 S 是 7 的 支 集 ， 则 除非 ”ex(3) ,否则 不 可 能 有 h(x”) = o, 
且 CS) 在 G” 内 是 紧 的 《3.179)。 最 后 , 对 任何 Se G, h= 
POSDA H garh RARER, I gi) =g (Sr) ,因此 三 (z 一 
h(xCS)x")。 干 是 最 后 的 断言 由 a” 的 左 不 变性 得 到 (线性 形式 六 


| aG)" G) 为 非 夫 的 事实 由 与 w 的 支 扩 分 别 等 于 C 5 
G” HR). 


车 以 “表示 G 上 的 由 《14.4.1) 所 定义 的 左 Haar 测度 ， 则 在 
用 语 随 便 时 ,我 们 也 写 ,对 任 一 闲 数 je Sr(G), 有 


04.42) | dae) = | dea] KEJE), 
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Fah £ = ele), 
这 种 与 乘积 测度 (13.21.2) 记号 上 的 类 似 性 在 下 述 命题 中 仍 
然 存在 ; 


(144.3) (OIC SR EBA f M| OEE RRT 
=r) 3 1ez(G)， 则 函数 t> | G 全) 属于 
:Z(G”), 且 有 
* * * 
(144.4.3.1) | Ioia) = | dace) | TEHON 
Gi) 对 G 到 天 的 任 一 映射 1, 有 
(1443.2) [Oda > [° darca) [KDE 


(144.4.3.3) Í JG)4a (G) < í da"(a) j. Kx) 8). 


Gii) MEN RE G PRI a RARE , M EE = CN Y zG') E G° 
内 不 是 ef 可 忽略 的 x* & GARIR, WCM) E o" 可 忽略 的 。 

利用 (14.4.1) 与 w 的 左 不 变性 ， 所 述 命 题 完 全 可 以 模仿 
《13.21.3),(13.21.4) 与 《13.21.5) 的 证 明 ， 
(14.4.4) 设 * 是 G 到 拓扑 空间 互 的 = 可 测 映 射 ， 是 使 得 G' 到 
EE 的 映射 上 一 u(x5) 不 是 of 可 测 的 * € G JSE, N) R: a” BJ 
忽略 的 . 

证 明 按照 与 (13.21.6) 相同 的 步骤 进行 ,并 利用 〈14.4.3) 以 代 
替 (13.21.5)。 
(14.4.5) 设 f 是 6G 到 中 的 «可 职 映 射 ,N 是 使 得 C SR owt 
E> Kas) AA a 可 积 的 x € G 的 集 ， 则 A(N) 是 a 可 忽略 的 ; 


对 每 个 *g CN), % | (x5)de'(E) 对 所 有 点 xez 都 相同 ,在 G” 


上 乒 乎 处 处 有 定义 的 函数 > | IE da (E) R a 可 积 的 ， 且 公 
R (14.4.2) 成 立 。 
利用 (14.4.3) 与 《14.4.4), 这 里 仍 可 完全 模仿 Lebesgue-Fubini 
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定理 (13.21.7) 的 证 明 . 

(14.4.6) 设 x 是 拓扑 群 G 的 自 同 构 ,满足 x6') = G',w 是 x 在 
G' 上 的 限制 ，w” 是 * 通过 商 诱导 的 G6” 的 自 同 构 ( 因 而 对 x& G, 
H u” Cals) ) = =(u(&8)))2, MW mod() = modo( u')modo (272. 
FLE IERT ACC) 的 任 - 函数， 对 <C2) = z", 令 


MG) = | eee), 


根据 《14.4.2), 有 
| ID Jiale) = daa) (fers) a CE); 
PERSE uE) = uC), 所 以 
J a8) = Cmd Y) | KACE) 
= Au E) 
又 因 | Aada Ca") = Codu" )) [aaeh 我 们 
就 得 到 所 述 公式 。 
《14.4.7) 对 每 个 reEG, 有 
Aole) = Aglar) Ymodo (2), 
RRR RR C WAAR >te, 
只 须 把 (14.4.6) 应 用 到 x 一 六 的 情形 并 利用 (14.3.7)， 特 别 
E, # = é G， 则 AcCe) = Aola). 


m 


由 


ta 题 


D 设 C 是 局 部 紧 群 ,G 上 的 测度 4 称 为 相对 左 ( 相 应 地 ， 右 ) 不 变 测 度 ， 
如 果 对 等 个 se 5, 存 在 复数 XG), 使 得 YC = XG) (相应 地 , Ie = 
ACO). WHE X 是 6 到 乘法 群 C* 的 连续 同 态 ; + 具有 2-8 的 形式 ， 其 中 
8 是 6G 上 的 左 ( 相 应 地 , Æ) Har 测度 ， 而 * 是 不 等 于 0 的 复数 (14.3 问题 
4a 力 ， 考 虑 本 命题 的 道 命题 ;由 此 推断 6 上 的 每 个 相对 左 不 变 测度 都 是 相对 
有 不 变 的 . 

2) 设 6 是 局 部 紧 群 , H E G PHF Pt, = E G EBE Har WE, eÆ 
要 上 的 左 Haar 测度 ,x 是 G 到 GJR 上 的 典 则 映射 。 
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D SE, WSB EACC), BEREK NCCE), EN 
P GG) = | iG00862). BZA EARR Ae ACCA), [PERN fe 
ECC), 888 P = 1, ORCE A RESE G IRT K, BER C — c 
G12.10.9), HARAR z € S€ (G), EKER g(z)> 0, 同时 注意 
{gr(hor)y = gh.) 

b) G/H 上 的 非 零 测度 上 称 为 在 6 下 相对 不 变 的 如果 对 每 个 +e 6, 存在 
BJAO, ERENER AE sr(G/uD, F | Aeda) = X) | Me) 
XAMA) (a AEC FRAN MRE G EE KASL), e RE FRE 
的 测度 , 则 线性 形式 v/f PCAC AE o ERRER 1); 
此 扒 断 是 6 到 C* NERAD ARAE e E, & 8 XC) = 和 oC)/ 
sl) (对 每 个 še R, EGERBEN AE) = Ke8) 并 用 丙种 方法 计算 
OD. 反之 ,如果 存 在 6 到 C* 的 连续 同志 X， 使 得 Er Bl C* KEA 
#—*as(8)/ awk) 的 延 拓 , 则 存在 G/8 LREN, ETEC FERNEN 
的 . 《证 明 ,着 1e YC6) E = 0, MAT 

[EENet = 0; 
为 此 注意 ,对 每 个 函数 ge %(c)， 有 
J PETERE) | eC Jax) = 0, 
并 利用 4) 与 Lebesgue-Fubini 定理 .) 

O RIE HELAN, NIE GJ 上 存在 在 G F EXE Ed SERIES, 
MRE G/H 上 存在 这 样 的 测度 ,并 且 它 是 正 的 与 有 界 的 , 试 证 + 在 G 下 是 不 
变 的 且 6 是 么 模 的 。( 设 0' E KERTA A MR EHEC ge 
E C/C 上 的 典 则 象 是 群 516 上 的 Huar 测度 ， 这 个 测度 是 有 界 的 ;让 此 拓 
出 6/@ ERRAR C = G. ) 

3) EREN GLORO ( 它 等 同 于 行列 式 不 等 于 零 的 拓 阵 X =(7 7) 


所 成 的 集 ) 上 ,出 R 的 拓 扩 诱导 的 拓扑 与 群 的 结构 内 调 (12.8.1), 因而 使 得 
GLQ, R) 成 为 局 部 紧 群 ， 试 证 上 的 Lebesgue 测度 在 GL(2,R) 上 诱导 的 
测度 “是 相对 不 变 的 (问题 1), 并 由 此 推断 d(x) e e E GLG, R) 下 的 
左右 Baar 测度 . 

设 TC2, R)* 是 GLC2, R) 的 子 群 , 它 由 形 各 Z — G 7 yakami 
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成 , 试 证 了 C2, R)* 上 的 一 个 左 Har 测 席 由 

全 > III Ke, y, J| |dxdydt 
ABHLAN 0508 683 la, EN EA ERIGE, R)/ 
TO, RO” 上 不 存在 在 GLC2, 忆 下 相对 不 变 的 测度 (GL(2,R)17(2, RTS 
同 于 射影 直线 P.( RD), (HUU GL(2, R) RTE SL(2,RR) 这 一 事实 .) 

4) 设 G 是 局 部 紧 群 , 只 是 G 的 济 子 群 ， 使 得 在 6/8 上 存在 有 界 非 零下 
测度 上 , 它 在 G 下 不 变 ， 试 证 ,对 于 。 在 G 内 的 每 个 相对 紧 开 邻 域 避 ,存在 正 
整数 m, 使 对 每 个 :EG， 存 在 整数 +, WE Srm t e UHU, (H r: 
G—G/H 是 典 则 映射 ,注意 Kz(D))>0 并 且 集 # CU 的 测度 全 者 相等 .》 

5) 设 6 是 局 部 紧 群 ,是 上 的 右 Har 测度 . 

a) 为 使 上 的 具有 支 集 的 非 零 正 测度 a 满足 ， s 是 6 的 闭 子 群 ， 并 
Hets 上 所 诱导 的 测度 是 5 上 的 右 Har 测度 ， 必 须 且 只 须 对 一 切 ES, 
有 Olye = a; 此 时 使 得 SCO 一 “的 4 所 成 的 集 等 于 > 

b) 以 表示 G 上 满足 3) 中 条 件 的 正 测度 «的 集 、 试 证 在 M5) 一 
{0} REER. 若 f< YHCG) 满足 Ke)>0, weef Kedal) = 1 ñ) 
测度 a € r 所 成 的 集 r, ERRER GRAET RK, A a(K) 


<+), BERBEI a—(e(/), aja) rA Rtx r, 上 的 同 
E. 

*) 对 每 个 测度 ET 了, 记 Ha = Supp (e), CE GRIER 

RHES Be 上 的 右 不 变 距 离 4， 使 在 GXG 上 有 d, y)<1 
(12.9.1), 另 一 方面 考虑 紧 集 的 递增 序列 《Ke)， 使 得 它 轿 益 G 且 K, 包含 在 
Kan 的 内 部 中 《3.18.3)， 设 4 是 6G 上 对 应 于 4 的 Hausdori£ E8 (3.16 DJ 
题 3), 对 G 的 两 个 非 空 闭 于 集 娘 ,NN, 当 MN Ks 或 N NK HERIT, G AO, 
N) = 1, BIG iM, N) = AMDK,, N NK); 对 G 的 非 空 闭 子 集 所 成 的 
RICO 由 了 予 由 伪 距 离 族 A) 所 定义 的 拓扑 。 试 证 映射 >H. E y LB: 
拓扑 的 /到 上 的 泣 肪 ,这 里 5 是 6 的 闲 子 群 所 成 的 集 , 赂 予 KO 的 拓扑 
在 z 上 的 诱导 拓扑。 

6) 采用 问题 5 的 记号 ， 考 不 工 的 子 集 站 ， 它 由 使 得 F. 为 么 模 的 测度 
a € T MR; e 也 是 使 得 wd1) = aG) RR E 3 (G) Ba rh a € T B+ 
成 的 集 . 因 而 T° fE r ARHAN. wH c re, 令 0, = G/R,; 于 是 在 
9。 上 存在 在 G 下 相对 不 变 的 测度 上 > 0, 使 对 每 个 16 9 (G), 有 
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G I = fo, O| p Keda) 
Gb + AE Oa P3 z 的 陪 集 =a) (PH 2). 
` 

D Wa e re Ste (e), $ jo(x) = | KAD, WERA a> 
WI ARGEN BRIER elie PRIE TEER. 

b) Re ERARE. IRER, BiZ re(a) 是 满足 下 述 条 件 的 测度 
AETR: 对 一 切 *6, 有 | eda, ER Ce) Si R BBN 
<“ 一心] 是 粗 蔬 连 续 的 .〔 只 须 证 明 这 个 函数 是 上 半 连 续 的 ， 设 46 多 HKG) 
满足 | aCe) 一 Xx)1dpCx)<s, 且 设 K = sunn(8), H ta: G—0, BANI 
Aia WIER BETE), A HCO 一 mK, 另 一 方面 , 考虑 函数 fe 
HG) 使 在 G 上 满足 | KENA) 而 在 K 上 满足 | eda 
问题 2). 设 局 是 满足 下 述 条 件 的 测度 EPO 所 成 的 集 : 对 一 切 *eK， 
A | PEDAS 一 全 证 明 ( 一 O N a) 

°) 设 r? ER C/H, 为 紧 的 测度 = ç r° MRR, RE, HF ze 
AG), 有 Ere, Wkac ri R ze S. (G) WE: 对 一 切 xé C, 有 
acada) =z 88 2) ENER LCC IWR | aCA) > t 
HFD e (成立 的 Be ° 的 集 , 风 多 是 = 在 T° REPREN OAE 
R. BGE, G h e AER U Bi: k; AREE L= UK, B| Wc 
TACE); 由 此 推断 映射 Hs 中 在 r° KOIR R EERS. 

d) 设 r c r° 是 使 得 8。 为 离散 的 测度 «的 集 ， 且 设 NCT。 是 rz 中 使 
aleh) = 1 的 测度 «< 组 成 的 于 案 。 对 。 在 6 内 的 每 个 相对 紧 开 邻 域 问 ， 
设 Nw 是 使 得 Ho nD = (eJ fÜ e € 所 成 的 集 ， 试 还 Nu 是 紧 的 (注意 关系 
“€ Nu Sr F a(l 5 aUI). H U BOB z 在 G 内 的 相对 紧 开 邻 域 
所 成 的 集 时 ， 集 Ne O88000 N RDIR. XE NfO 3 MEN SB 
对 紧 的 ,必须 且 只 人 须 在 6 内存 在。 的 相对 紧 开 邻 域 , 使 得 MCN 

7) 使 用 问题 5 与 5 的 记号 .假定 企 6 内 存在 。 WER CRUA CH 
EART {<} 的 有 限 子 群 ， 试 证 ra 到 入 的 映射 aleh) 是 粗 棕 连续 的 . 
《用 反 证 法 证 胃 在 内 存在 z RBR V E Ta AEEA BRW, RRK 
8 € W #IR8 NH, = g.) 
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8) 使 用 问题 5 与 6 的 记号 ， 假 定 群 G 古 交 换 的 且 由 。 的 一 个 紧邻 域 所 
生成 。 以 Ne 表示 NN 中 使 得 9。 = G/F。 为 紧 的 测度 «所 成 的 于 集 , 因 而 Ne 一 
NATI; ,在 N 内 是 开 的 (问题 6)). 为 使 N。 的 子 集 4 在 Ne 内 是 相对 紧 的 ， 
必须 且 只 须 它 满足 下 面 两 个 条 件 : 1° 在 G 内 存在 “ 的 开 邻 域 Z， 使 对 一 切 
mE4, 有 HsenU = {<};2° 存 在 常数 &, 使 对 一 团 ae A, H UGHA R 
用 问题 5 5 pe 是 G1H。 上 的 Haar 测度 这 一 事实 )。 

9) 把 问题 6 到 8 的 结果 表达 为 关于 由 6 的 闭 子 群 所 成 的 空间 的 子 空 
何 ( 问 题 5c)) 的 命题 特别 是 表达 为 关于 么 模 闭 于 群 所 成 的 于 空间 25, 关于 
使 得 G/F XS Et H r 的 子 空间 E, 关于 离散 子 群 所 成 的 子 空间 p, 
以 及 关于 子 空间 D, = DNE? 的 命题 ， 特 别 得 到 Mahler 准则 : 若 对 每 个 离 
数 子 群 H& D,, 以 OCH) 表示 C/B 关于 测度 pç 的 总 质量 ， 这 里 此 对 应 于 性 
ERE ee} = 工 的 Haar 测度 <， 出 为 使 De 的 子 集 4 在 D. 内 是 相对 紧 
的 ， 必 须 且 内 须 : 1° 在 G 内 存在 。 的 邻 域 吕 使 对 一 切 HE 4, 有 BNU= 
{4};2° FERR R, E H eA, H (B)<Sk, Z G = R° 的 情形 . 


5. 局 部 紧 群 上 测度 的 卷 积 


IR Pas etto Fn 是 局 部 紧 群 G 上 的 有 限 个 ( 复 ) 测 度 ,序列 (F&， 
teea n) 称 为 可 元 积 的 , 如果 对 每 个 函数 je or (G), AR 
(ao xo tito Sa) > fritatt ) 
关于 G" LORRWE AOLO Qen 是 可 积 的 。 由 这 个 定义 
5 (13.21.17) 立即 推出 , 为 使 序列 (pr)iciss 是 可 卷 积 的 ， 必 须 且 
只 须 这 些 测度 的 绝对 值 组 成 的 序列 (1#| hare 是 可 卷 积 的 . 显然 
此 时 还 有 ， 


p> feo [Kaaa edah Ca) EAL 


EAR) 上 的 一 个 正 线性 形式 ,因而 它 是 上 的 正 测 度 
《13.3.1); 根据 (1316.5) 与 (13.21.17), 对 于 fe YelG), 有 


(14.5.1) |}: . f Pixy xada) 4B,(x,) 


<|. Caer eala e) d lea) 
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BERAT Q311) 1 一] Arat ada)" an, yta 


G 上 的 ( 复 ) 测 度 ， 我 们 把 这 个 测度 记 作 内 Mk k o FRE 

为 序列 (Ap Jea 的 卷 积 .公式 (14.5.1) KRR 

(14.5.2) (Boka... ku, | < || *l|a,| <... wk ||. 
我 们 注意 到 , 鸡 每 个 函数 Je A (G), 函数 

(mo ia k.) => Jm t tn) 

是 连续 的 , 因而 对 于 G" 上 每 个 测度 是 可 测 的 。 于 是 根据 

(13.2110), DERI astei, Ha) 是 可 卷 积 的 ， 必 须 且 只 须 对 

)1， 2，…， ny 的 一 个 置换 oc, 有 


453) f alulo) f? deol) 


mm alpenl Cm) < +e, 


这 等 价 于 ， 对 G 的 每 个 紧 子 集 K, 使 得 zt2*…xo。€ 业 的 Crs-…*， 
z.) 组 成 的 《 闭 ) 集 ACG 关于 MOMO Orn 是 可 积 的 。 

当 两 个 测度 的 有 序 对 《jx, DATER REE Ar GE 
这 个 顺序 ) 是 可 卷 积 的 ， 或 上 对 ”是 左 可 郑 积 的 , ? ie EATA 
积 的 。 显 见 ,车 #* 与 > 是 可 卷 积 的 , 则 根据 《14.5.3), 满足 | 天 | < 
lal 与 ri < >| 的 两 个 测度 i 与 ”也 是 可 卷 积 的 . 
(145.4) 若 序列 (aos, 是 可 卷 积 的 , B # S, 一 Supp (ai) 
(13.19), T Supp (p pa =- 8 pra) $S: Sa 当 测 了 p 为 正 
Ëf, Supp( a # pa% +++ k pen) = SeS Sp. 

事实 上 ， 设 * 是 不 属于 SSS, 的 闭 包 的 点 , V 是 * 的 开 邻 
R CE SSeS 不 相交 ， 对 每 个 其 支 集 包含 在 了 内 的 连续 函数 
J, 可 写 出 (13.21.18) 


(fea) dpe) 
一 J. dpl) j. frra xn )d pn xa). 


但 当 *,& 5; (1 <i < sy RREA Kam: z.) = 0, 由 此 得 到 
30e 


第 一 个 论断 。 另 一 方面 , 若 p; WEER, W a = p ak k pia 
HEREN, EUR. TERURE KCOURRR, 1 € .9 (G) 
是 在 [0, 1] FRENAR, CEKLST1 而 在 CU 上 等 于 0 
(4.5.2), WH REA 


f-o- [Kaen -raddaa dC) = 05 


RTN Aan aa) > E BUR (zo o x) 组 成 的 开 集 关于 对 


积 测度 GQ 6 - Qua 是 可 忽略 的 ,从 而 与 这 个 测度 的 支 集 S, x 
S, X: X $,G13.21.18) 不 相交 .由 此 推出 (因为 映射 (rr …， 
Ea) >ar "tg 连续 ) 玉 与 93 3 不 相交 ， 故 SS; S ETE 
Supple) 内 ， 这 就 完成 了 证 明 。 


6. 测度 的 卷 积 的 例 与 特殊 捕 形 


(14.6.1) G 上 的 Dirac 测度 (13.1.3) se HG 工 任 一 测度 kx 是 


EAER LE 
(414.6.1.1) E% pme y(s)p, p% e — (sp, 
(14.6.1.2) E$ E, = Ex, 


例如 ， 验 证 (14.6.1.1) 的 第 一 个 公式 ， 这 归结 为 证 明 ， 对 每 
DER fe AG), ERER (z, y) — Kay) 22 T 38 PU WI BE 
5,@p 是 可 积 的 ， 函 数 x ~> ay) 关于 测度 e, 是 可 积 的 ， 且 有 


[ENAKO TER y AER RE RE, 
所 以 它 关于 AER. TERDON (1321.10) 得 到 ， 此 
时 Lebesgue-Pubini 定理 (13.217) 给 出 [|| (zy)aeiCodaG = 
J tGo346G05 这 样 第 一 个 公式 (14.6.1.1) i (141.1) 与 (14.1.2) 


得 到 。 
(14.6.2) ”G 上 的 有 界 测 度 的 任 一 有 限 族 (js，…， pw) 是 可 卷 积 
的 ,测度 p k pak -k pa BRE 
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(14623) [jack ps o k m | E heall jli al. 

为 证 明 第 一 个 论断 ,注意 G" 上 的 测度 mO Op 是 有 界 的 
(13.21.18); WEDARI EHLG), R Cro z, ttes z) 一 
Katra) EC” LEEBLARK, KMAT AD Ou 是 
可 积 的 《13.20.4)， 为 证 明 (14.6.2.1)， 只 须 注意 ， 若 je Src(G) 
且 满 足 |f Si, WRH (13.21.18), 有 


| fp) dC) |< [all + Led: lee 1. 


(44.6.3) G 上 的 左 Haar 测度 4 对 G 上 任 一 有 界 测度 + 是 右 可 
卷 积 的 ,并 且 a*a = pg(1)2. 
可 以 限于 & 9 的 情形 (参阅 《14.7.1.2))， 对 每 个 函数 fe 


ol6), 有 | dula) |" Karya) -| dula) (fa) = 


alel 因而 根据 G3.21.9), EË (z, y) — f(xy) ATEO Ë 
可 积 的 , 且 其 积分 等 于 lel. 

相反 地 , 间 样 的 计算 表明 , 当 G 非 紧 时 , 4 同 自身 是 不 可 卷 积 
的 ,因为 此 时 函数 1 不 是 7 可 积 的 《14.2.3)， 
(14.6.4) E Cao li pa) 是 G 上 没 度 的 有 限 序 列 ， 且 设 这 些 测 
度 至 多 除 一 个 外 都 具有 紧 支 集 ， 则 序列 (yn,，………, na) 是 可 卷 积 


的 . 

令 5; = Supple), 县 假定 至 多 除去 指标 ! 外 , 所 有 s, 都 是 紧 
的 . FEX CG) KE IHRER., 只 须 证 明 满 足下 述 条 件 的 
A (as tto tn) E G" 的 集 在 G" 内 是 相对 紧 的 : rs t *。) 属 


于 uQ Oun AR I 5:(13.21.18) BE aen € K. $Ë 
Hü dR ESI == 1,2, 10t, n)E5 run. ze € K 8838 
XIE S har t ST KS STA 
而 上 式 右 边 在 G 内 是 紧 集 (12.10.5); 由 于 按 假 定 当 i = ; 9 sS. 是 
紧 集 ,从 币 建 立 了 我 们 的 断言 (3.20.16). 
《14.6.2) 或 《14.6.3) 的 结果 表明 ， 两 个 都 不 具有 紧 支 集 的 测 
度 可 以 是 可 卷 积 的 ; 稍 后 (14.10.7) 我 们 将 看 到 两 个 无 界 测 度 为 可 
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卷 积 的 例子 。 


7. 卷 积 的 代数 性 质 


(4.7.1) Wh, ps kG FZ AWIE, B.G. a) 与 (1, v) 是 
可 卷 积 的 , 则 (4, p + >) 也 是 可 卷 积 的 , 且 有 

(14.7.1.1) 六 《 天 十 2) 一 水产 十 不 来 3 

”事实 上 , 根据 关系 式 |4 + v| < lal 十 ty|， 我 们 可 以 限于 
1, > p 均 为 正 的 情形 ,而 在 这 种 情形 , 所 述 断 言 由 《13.16.1) 立即 
推出 。 

同样 , 若 (2, v) 5 (as v) 是 可 卷 积 的 , 则 (4 十 z, >) 也 是 可 
卷 积 的 , 且 有 
(14.7.1.2) GQ +'a)ty = 1 水 十 u*v, 

另 一 方面 , 若 (1, p) 是 可 卷 积 的 , 则 显然 (a4, ba) 也 是 可 卷 
积 的 ,这 里 a b 是 任意 的 纯 量 , 且 有 
(14.7.1.3) (ak)* (bu) = (ab) k n, 

{14.7.2) 设 4, py， 是 G 上 的 三 个 非 零 测 度 ， 

G) 车 序列 G, z, r) 是 可 卷 积 的 , 则 序列 (4,p),C141* [el 
v), (e>), (4, lal x lol) 也 是 可 卷 积 的 , 旦 有 
(14.7.2.1) Ak puky (ik p)k o= ik(užr). 

Gi) AEP Q, z) 5 (lal k laf 5) 是 可 卷 积 的 , 则 (4,p,2) 
PETERR ERN (Gov) 5 (a, lelt D 是 可 卷 积 的 , 则 同 
样 的 结论 成 立 . 

可 以 限于 考虑 4, psr 均 为 正 的 情形 ， 假 定 序列 G, p yE 
可 卷 积 的 , 则 对 CG 的 每 个 紧 子 集 K, (E xyz E K 的 三 元 组 (x, 》， 
2) HRE ARQ) 可 积 的 ， 设 4 是 使 得 x*y E 天 的 元 偶 (z, y) 
的 集 , 则 对 G 的 每 个 紧 子 集 K', E 4 x K'C G 包含 在 使 得 xyz € 
KK' 的 三 元 组 Cx, ys 2) 的 集 内 ,由 于 KK 是 紧 的 , 故 可 推 斯 4 >< 
天 是 《(2 加 pz) 四 站 可 积 的 . 因为 v A 0, 从 而 4 是 (1 ) 可 积 的 
《13.21.11), 故 G, zz) 是 可 卷 积 的 ,于 是 ,对 每 个 函数 1e HCG) 
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根据 假定 与 Lehesgue-Fubini 定理 ,因为 对 每 个 > G, £ — Jus) 属 
于 .C4CG6), 所 以 


` M " 
| af KAA aO = | awa || Krys dy) 


= ||| Krano), 

RAR 与 + 是 可 卷 积 的 ， 用 同样 的 方法 可 证 元 偶 G 9) 5 
G, zk) 是 可 卷 积 的 。 于 是 公式 《14.7.2.1) 是 Lebesgue-Fubini 
定理 的 推论 。 

反之 ,假定 (1。z) 与 (1x# p o) 是 可 卷 积 的 是 设 fe or CG), 
对 每 个 se G, i — fGz) 属于 S€ CG), IEE Gs jz) 可 积 的 
E# | fs) uO = [| Karadir). 

根据 候 定 并 通过 Lebesgue-Pubini 定理 得 到 

fare |" auo [Kaoa 


= [202 [TAAR 200 < +o, 


这 表明 (4, z, v) 是 可 卷 积 的 . 

我 们 能 给 出 C 上 的 测度 2, ar 的 例子 , ERTE (4, p) 
(ak ps v), (as 9) 与 (4, pk v) 是 可 卷 积 的 ， 然 而 (2 六 产 ) 半 > == 
2, (ax v) (RE 1). 
(14.7.3) EFF) Cs ……， pa) 是 可 卷 积 的 , 则 序列 (训话 》 
也 是 可 卷 积 的 , 且 有 
(14.7.3.1》 Gata )V = Kok faak t R R. 

事实 上 (14.1.4 与 13.7.10)， 


Ff aada addim Cn) < +e 
与 

J Masazh ar Dla aCe) d |G) < +@ 
是 等 价 的 ,并 且 这 两 个 积分 相等 。 
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反之 , 若 序 列 (1, z) 是 可 卷 积 的 ,序列 (wu 2) 却 不 一 定 是 可 
卷 积 的 (问题 2)。 BE 当 G 为 交换 上 时， 显然 (7, a) ATERS 
《ps 2) 为 可 卷 积 是 等 价 的 ,并 且 2 六 一 pp 水 2。 

特别 是 ,由 上 上面 的 结果 推出 ， 

(14.74) 在 G 上 的 有 界 测度 的 案 M5CG) E, 合成 律 G, p) 
ax p GEF Mr(G) 的 向 量 空间 结构 ) 定 义 C 上 的 一 个 代数 结构 ， 
其 单位 元 是 G 的 么 元 e 处 的 Dine WE e, G LAARZEN 
度 的 集 Me(G) 是 MECO 的 子 代数 。 为 使 代数 MELCG) 是 交换 
的 ,必须 且 只 须 G 是 交换 的 。 

从 公式 《14.6.1.2) 得 到 下 述 事实 : 若 MECG) 是 交换 代数 , 则 
GEZAR. 

当 G 为 离散 时 , 代数 MECG》 是 线性 组 合 》) as, 的 集 ,其 中 


TEG 


后 除 有 限 个 点 *& G 外 均等 于 0 (3.16.3)， 公 式 〈14.6.1.2) 表明 ， 
1 
(> “0 )* (DD &e, )— pH Jen 


GE 


这 就 是 代数 学 中 所 说 的 域 C 上 的 群 6 的 群 代数 . 


何 = 


1) ERR E, AE: Lebesgue WE, p = pr + A, 其 中 1 — [D , +eo], 
又 设 *“<5 是 办 的 两 个 不 同 的 点 ， 试 证 卷 积 ((e, 一 5) 8) 82 AE RT 
上 与 4 不 是 可 卷 积 的 . 又 证 明 卷 积 u * (G, — e)k A) 25 (ug (8, 一 86)) 冰 4 
都 有 定义 但 却 不 相等 . 

2) ik G 是 非 么 村 局 部 紧 群 . 

2) 试 证 , 存在 G 上 的 有 界 正 测 度 n, 使 得 测度 aG + ERORE REM 
w). 

b) 设 和 是 C 上 的 左 Har WE. RIEA t2 是 可 卷 积 的 (14.6.3)。 
REAS RETER. 

3) 设 G 是 局 部 紧 群 . 

a) Bp, ”是 C 上 的 天 个 正 测度 。 试 证 若水， = e, WAA H= a 
r = aeea, 其 中 ze 上 且 “ 关 0( 参 阅 14.5.4). 
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b) 在 有 阴 个 元 的 群 Z/2Z 上 给 出 正 测度 的 例子 ,使 得 它 的 支 集 是 整个 
立 , 目 它 关 于 卷 积 而 言 具有 闻 元 。 

4) a) 在 MKR) 中 考虑 由 有 界 测度 Ha = ss, >+ = s-* 组 成 的 两 个 序列 ， 
它们 关于 13.20 问题 ! 中 定义 的 拓扑 Z, 趋 于 9. BCE NJ 3E sg v, 89 PE FI 
关于 了 , 不 趋 于 9. 

b) ite ERRER (H) 与 G.) 是 G 上 的 两 个 有 界 实测 度 序列 . 假定 
三 关于 拓扑 7, 趋 于 上 而 关于 拓扑 了 趋 于 v(13.20 问 题 1 中 的 记号 ). 斌 
证 序列 (po* vw) 关于 拓扑 T BTko, (ERF o e 是 属于 ACCO 的 两 
个 函数 , 则 函数 (x, DNN RARER, 并 且 能 由 函数 Qr 的 线性 
组 合 一 致远 近 ,其 中 n,n 属于 YCG).) 给 出 一 个 例子 ,其 中 6 一 R,: 一 "一 
ERA (sg) 关于 Z, SË To, WE C) 关于 9 ATF 0, 且 范 数 
序列 (jv 有) 保持 有 界 , 则 序列 (ps*wo) 关 于; BTO, mAT ET 
BE n ATI BT v, UE Otv) AF S, 趋 于 zy (HERR. 

°) 使 月 同样 的 记号 , 试 证 , 若 a ATE Z, BP H v, KTI AF rN 
(e, 55 7, AT pko GR] 13.20 问题 2 与 Eropoa 定理 》。 

d) 取 6 = R, k z, b ARGE R EERIE e, È RA I= 
[9, =] 上 的 测度 ， 它 关于 Lebesgue 测度 以 函数 in (1) 为 其 密度 ,ps 是 6 
上 的 测度 .Be。 另 一 方面 , 设 内 是 G 上 的 测度 sos — So RIERS] aX 
TZ. To 且 序 列 G.) 关于 9。 趋 于 0， 然 而 序列 akn) XFIRE 
Fo 

5) 设 6 是 紧 群 ,上 是 G 上 的 正 测 度 ,其 支 集 为 6， B pkp = p. 首先 证 
BaCO) = 1, 然后 证 明 上 是 6 上 的 Har 测度 、( 设 f€ $G); 令 82C*)= 


SIORO), BECKER. WER eO) = | aCyx)spCy)， 并 通 进 考 丰 达到 


e 的 上 确 界 的 点 所 成 的 集 以 推断 是 常数 ，》 

6) a) 设 上 是 局 部 紧 群 G 上 的 测度 ， 试 证 , Erko = vu HEE 
得 xz 与 > 水上 有 定义 的 调度， 成立 ,必须 目 只 须 对 一 即 *E G, f pika, 一 
ekp, 

b) 假定 G 是 紧 的 , 试 证 ,对 G 上 任 一 测度 +, 由 


E) = [Ker dYa) 
《这 里 是 6 上 的 Hir 测度 ) 所 定义 的 测度 1" 满足 : 对 6 上 的 任 -一 沽 庶 "， 


有 koes kp 
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7) 设 6 是 紧 群 ,8 是 G 上 的 Har 测度 ,满足 8CG) = 1, 是 G 上 的 正 
WEMEL) 一 1 Eeepc RE e 一 8|<2(1 — y, 
这 里 RR ” 个 等 于 ”的 测度 的 卷 积 (利用 (14.6.3))， 

8) Ë r 是 满足 09<r< 1 的 数 。 对 每 个 大 于 1 的 整数 ”以 or AR R 
上 的 测度 (e= + 2. 13)/2， tir, moto tuko, 

2) REFA urho BARET R 上 的 一 个 测度 m, AXE A E 
l= [—1, 11 ñ GERRENA U CR, 序列 (HeU) EO. 


b) 试 下 对 "< 过， 测度 上 与 及 上 的 Lebesgue 测度 互相 奇异 ， 然 而 Mr 


是 Lebesgue 测度 在 1 上 诱导 的 测度 . 
e) E v.a EE paye 在 灵 上 的 相似 变换 2i FAIR ATE Hkn aSa 
fB AE, 与 vivs 都 与 Lebesgue WIRE EE CAE 4b)). 


8. WJEE SER 09246 351 


以 下 我 们 总 假设 在 G 上 国定 了 一 个 左 Hear 测度 8, 对 G 到 页 
或 的 任 一 腾 射 了 与 p ~ 1,2 或 十 oo, RIBENG 总 是 关于 
测度 8 CA 
(14.8.1) 设 p 是 G 上 的 测度 , f 是 局 部 8 可 积 (13.13.1X( 复 值 ) 冰 
数 ， 则 为 使 测度 上 与 j- 8 是 可 卷 积 的 ， 必 须 且 只 须 存在 8 可 忽略 
EN, 使 对 每 个 xg&N, 函数 s — Ge) 是 严 可 积 的 , 且 关 于 8 几 
平 处 处 有 定义 的 函数 


z= (Ilala) 
是 局 部 8 可 积 的 ， 当 这 个 条 件 满足 时 ， 关 于 8 几乎 处 处 有 定义 的 
BA (z) = Kd ERR A FI, H as G E 


H 


g: 06. 
首先 证 明 下 面 的 引 尾 ， 
《14.8.1.1) MEDE CHARH 
(s, x) — (s, sx) 
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下 的 象 是 测度 kBp. 

可 以 限于 考虑 #* 之 0 的 情形 .此 时 ,对 每 个 函数 FC 2;(G?)， 
函数 (sx) 一 F(s, ORT SC CG). 根据 8 的 左 不 变性 与 
Lebesgue-Fubini R, A 


JÍ ze ieo = | aG) | Pe iede) 


= | aal) | FG, 4869 
一 J FCs, z)da(s)d80(x), 


这 就 证 明了 我 们 的 晰 言 ， 

现在 假定 4“ 与 疙 8 是 可 卷 积 的 ; 由 于 gl = Il: 8 
《13.13.4), 故 可 以 限于 考虑 送 0 55 f > 0 的 情形 。 由 假定 ,对 每 
MARAEA CG) BR (ssr) AG) 是 p698 可 积 的 
(13.21.16 5 13.143) ARE (14.8.11) 883 CG, x) -> h(x) x 
Kea) 也 是 (za@p) 可 积 的 (13.7.10), 设 4, 是 使 得 AG) > 0 的 
* € G 的 集 , 则 由 Lebesgue-Fubini 定理 推出 ,在 4, 内 存在 8 可 忽 
BE Nas 使 对 *e ANCEN, BB “~ JG) 是 二 可 积 的 ， 取 
属于 .9 CG) 的 函数 4 的 序列 ,使 得 对 应 的 集 4, 覆盖 G(4.5.2)， 
于 是 首先 得 知 ， 除 了 属于 一 个 P 可 忽略 集 X 的 点 上 外， 函数 ，- 
K'a) 都 是 可 积 的 。 又 由 Lebesgue-Fubini 定理 推出 ,关于 8 几 


平 处 处 有 定义 的 函数 一 A<) | fs"'x)zpls) 是 8 可 积 的 ， 且 有 
[| Koda = | aago) (Kean), 


这 就 证 明了 所 述 条 件 的 必要 性 与 x*(} . g)—g * 8(13.13.12. 
反之 ,假定 所 述 条 件 得 到 满足 , 则 问题 归结 为 证 明 ， 对 每 个 菌 
数 he 2 (G), Bi 
(z) > AG) 
Æ (DA) 可 积 的 ; MAT AER, ERRA (ADA) 可 测 的 
(13.21.13), 因 此 只 须 证 明 
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EOT ORE 
然而 根据 引 理 (14.8.1.1), 这 等 价 于 关系 

J OaE) < +, 
又 由 于 (13.21.10), 也 等 价 于 

p RONO f Keedus) < +005 


而 这 个 关系 可 由 所 作 的 假定 得 到 《13.13.1)、 

当 (14.8.1) 的 条 件 满足 时 ， 我 们 也 称 测度 p SBS f ET 
积 的 ; 任 一 (关于 A) 几乎 处 处 等 于 上 述 函 数 & 的 函数 ,在 用 洛 随便 
时 , 称 为 上 与 了 的 卷 积 , 记 作 a% fj( 如 果 可 能 泥 淆 ,就 记 作 a*i). 
关于 8 几乎 处 处 有 


(14.8.2) Ca* DG) — | Kals), 

当 几 平 处 处 等 于 * 的 函数 中 有 一 个 在 G 内 连续 时 ， 由 于 8 的 
支 集 等 于 G, 所 以 这 是 具有 所 述 性 质 的 唯一 函数 。 我 们 就 把 这 个 
HGU uxj. TERIA 
(14.8.3) Ca# De) = |K. 

同样 以 f， p SATEK EN I 5 ARTES, 为 使 f 与 
4 是 可 卷 积 的 ,必须 且 只 须 对 几乎 所 有 (关于 8 而 言 ) > 函数， 
Kart) AG") E z PIP00, LAR 

s= | EDANA lC) 

EER 8 可 积 的 ;此 时 测度 (1 , 8)* RF ERER E, 我们 以 
jx* & 表示 任何 一 个 这 梯 的 密 庆 , 因 而 关于 F 几乎 处 处 有 
MBD Gr) = [EDAG 


特别 是 ,对 每 个 xe G 与 每 个 局 部 可 积 函 数 刀 卷 积 ec# f 与 
f* s, 有 定义 且 ( 连 同上 面 所 作 的 约定 ) 由 公式 
《14.8.5) (eak f)G) = Katy), G e,)Q) = JOA) 
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9. 测度 与 函数 的 卷 积 的 例 


一 般 地 说 ， 在 寻求 使 得 G 上 的 测度 与 函数 了 为 可 卷 积 的 便 
于 使 用 的 条 件 时 ,加 在 一 个 因子 上 的 限制 条 件 愈 多 , 则 加 在 另 一 个 
子 上 的 条 件 愈 少 ， 再 者 ,函数 ax 一 般 至 少 具 有 上 了 所 具有 的 正 
则 性 〈 对 于 Lie # G, 我 们 将 在 第 十 七 章 中 在 更 一 般 的 背景 下 获 
得 卷 积 钓 这些 特征 ). 
(14.9.1) 具有 紧 支 集 的 测 谋 “与 任 一 局 部 8 可 积 函数 / 是 可 卷 
RI. ATA f 还 连续 (相应 地 ,连续 且 具 有 紧 支 集 ), WJ (14.8.2) 
右边 的 积分 对 一 切 *eC 有 定义 ,并 且 函 数 = 一 (py 用 ( 宁 一 


[Ga 为 连续 (相应 地 ,省 续 旦 具有 紧 支 梨 )， 


第 一 个 断言 是 (14.6.4) 的 殊 特 情形 , Mi s — (te) 为 上 可 积 
是 (13.19.3) 的 推论 ; "4 f 连续 时 p*} 的 连续 性 由 (14.1.5.5) 得 
到 ; 最 后 , 当 了 具有 紧 支 集 时 a * 也 具有 紧 支 集 是 (14.5.4) 的 特 
REE. 
(149.2) W Pj G LARME. 

G) 对 于 等 于 1,2 或 十 co，# 与 任 一 函数 LCR 
是 可 卷 积 的 ;此 时 函数 类 由 (14.8.2), 它 几乎 处 处 有 定义 ) 属 于 
LEG, g), EA 
(14.9.2.1) N,(a* f) < lal) NPD, 

G) 车 了 是 连续 且 有 界 的 ， 则 (14.8.2) 右边 的 积分 对 一 切 


z€ CEEE BEM = -> |KO) 在 C 上 连续 并 有 
界 


Gi 车 fe Eel) (1320.5), W px fe geL), 
关于 论断 G), m (14.8.11) 推出 函数 (e, z) > Ge) 是 
(ap6) 可 测 的 ;此 外 ,对 于 之 一 1, WE B 有 界 (13.14.4) :因而 
与 f 是 可 卷 积 的 (14.6.2), 且 ler G : 821 < ell NG) RT 
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lex Cf P = NeKCpk 力 ,故此 时 《14.9.2.1 成 立 ， 对 于 ?一 2， 
由 《13.11.2.2), 对 任 一 通 数 46 X lG), 有 


(Ff OKey 


< (fF orao) (| eaa ), 
B RIS 321.) 与 6 的 左 不 变性 ,有 
[Í DaO = |° aalo f aaa 


= lell, 
EETNL. fep RTR. 再 由 (13.11.2.2), 有 


(Ü Klan < ta F Pae, 

根据 上 面 的 关系 式 与 《13.21.9), 便 得 
P a (FY HDS la CD 
因而 证 明了 《14.9.2.1) 在 这 种 情形 下 成 立 。 最 后 ,对 于 一 十 co， 
注意 到 由 (14.6.3)，F 与 函数 1 是 可 卷 积 的 ,并且 wk 1 等 于 常数 
eC). 由 此 立即 推出 与 属于 Zel, 8) 的 任 一 函数 可 卷 积 而 
ERER 《14.92.1) 仍 然 成 立 (参阅 (145.3)). 
关于 G), RA (IAC) 对 一 切 ze G 均 存在 这 一 事实 
H (13.20.4) 得 到 ， 为 证 明 ak f 在 点 me G 处 连续 ， 可 以 限于 考 
虑 4 之 9 的 情形 .对 每 个 s > 0, 存 在 G 的 紧 子 集 到 ,使 得 F(CK)< 
s; 另 一 方面 , 设 Va 是 z, 的 一 个 紧邻 域 ; 1 ERR KV, 上 一 致 连 
续 ,因而 在 G 内 存在 x。 的 邻 域 VCV REXA z EV 蕴涵 
IG) — Ka)! < el K) 

对 一 切 4 用 成 立 (3.165)。 由 此 得 知 ,对 一 切 xze ,有 


[| K Res) — | ia) 


< allcr) + | — 


fa 0 < =G + zM» 
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mman 


"ht 


断言 (i) 得 证 . 
对 于 GD ISIS a> 0， 于 是 对 每 个 e > 0, 存 在 G 的 紧 
FEH, 使 对 z € B, 有 G) < s, i G) 的 证 明 中 那样 取 天 ， 

MRE: KH. ËB €K, Ci H, 从 而 
[foao] < |f, u| | iea 
< lll - (CK) + = - a(K) < eC + hals 

这 表明 上 kje EG), 

(14.9.3) G 上 任 一 测度 4 与 任 一 函数 1e ACC) 是 可 卷 积 的 ; 
(14.82) 右边 的 积分 对 一 切 =e CAER, HER x> | Gos) 


dpks) 在 G 内 连续 。 

由 于 测度 .PF 具有 紧 支 集 ， 所 以 # 与 i 8 是 可 卷 积 的 
(14.6.4)， 显 见 积分 | Kee )dp(s) 对 一 切 #€ G 有 定义 ;函数 x 一 
J Aedes) 的 连续 狂 由 《14.1.5.5) 得 到 。 

我 们 让 读者 来 表述 关于 卷 积 1* a 的 相应 命题 ， 要 特别 注意 ， 
《14.9.2) 以 及 关于 卷 积 1* p 与 (14.9.2) 类 似 的 命题 表明 , 若 G 是 
么 模 的 (14.3), 则 ECG) 是 代数 MEC) 上 的 右 模 与 堪 模 , B ii 
(14.7.2), 这 两 个 模 结 构 的 外 合成 律 是 可 置换 的 。 

《14.9.4) 设 p,» 是 G 上 的 两 个 测度 ，+ 是 属于 A(G) WE 
数 ,并 假定 着 与 > 是 可 卷 积 的 , 则 函数 af E v 可 积 的 , 且 有 
(14.9.4.1) (fs Štv) = (už f, >>, 

同样 地 , 若 关 与 > 有 界 且 f€ #2(G), MER aki 是 连续 且 有 界 
的 (因而 是 v 可 积 的 ), 而 且 关 系 式 《14.9.4.1) RX. 

事实 上 , 所 作 的 假设 蕴涵 函数 C, r) — Ka) 是 Or 可 各 
的 ,因而 所 述 命题 可 由 Lebesgue-Fubini 定理 得 到 .。 


m 题 
1) 设 6 是 局 部 紧 群 ,+ 是 6 上 的 攻 零 有 界 正 测度 ,满足 z 米 1 二 此 
318. 


a) 试 证 5 = Suppl) 是 紧 的 〔 若 Fe WG) 不 恒 等 于 零 ， 注意 us? 在 
s 上 必 为 常数 并 利用 (14.9.2,C51)))。 

5) 试 证 5 是 6 的 紧 于 群 ，4 是 S$ 上 满足 (5) 一 1 的 Haar 测度 (利用 
a), 12.9 问题 2 与 14.7 问题 5)， 

2) a) 利用 Halder RER (13.11 JE 1238 (14.9.2,G)) 推广 到 1< 
8<< 十 oo 的 情形 。 

b) 设 F 是 G 上 的 有 界 测 度 ， 则 LG, 8) 上 由 盖 * 冰 # 诱导 的 连续 自 同 
态 的 范 数 (14.9.2) 等 于 llel. GE O) 是 满足 (14.11. 1) 中 所 述 性 质 的 序列 ， 
如 果 所 考虑 的 自 同 态 的 范 数 是 |p|| ==, Kh e>, RAR N (n1 fox a)< 
(l) = ONGak le) 一 aN, Cas 由 此 推断 

Nol B# Í) ||ell — <; 

令 o, 从 而 得 出 矛盾 .》 

c) 作 与 5) 相同 的 假定 , 试 证 1X6, 8) 上 由 F—n 3 诱导 的 连续 自 同 态 
的 范 数 等 于 lis 心 归 结 为 具有 紧 支 集 且 上 + 关于 el 具有 连续 密度 的 情形 )， 

4) 假定 G 是 暴 的 , 2 是 正 的 。 试 证 对 于 1<p<+ 0, DXG, 8) 上 由 /> 
# 活 导 的 连续 自 同 坊 的 范 数 等 于 [ell 

°) 取 G 为 3 阶 循环 群 ， 给 出 上 的 测度 上 的 例 于 ,使 得 L(G, P) 上 由 
fp 六 1 诱导 的 自 司 态 的 范 数 严格 地 小 于 iel 

3) 4) 设 4 是 G 上 的 有 界 测度 , 试 证 ,为 使 

N, (#7) = N.(D) 

对 任 一 函数 E (G, 8) 成 立 ,必须 上 只 顷 上 具有 < = sx 的 形式 ,其 中 jel = 
工 。( 利 用 问题 2 证 明 AE — BR ENCO) A|| ye = | lai ;由 此 


先 推断 #4 = elal, 其中“ RIRE jel = 1 的 常数 ,然后 证 明 严 是 点 测度 .) 

b) RGA 3 阶 循环 群 ,给 名 6 上 的 测度 上 的 例 于 ， 使 得 中 不 是 点 测度， 
而 对 任 一 定义 在 C EORR f, 有 N.(u wf) = NG), 

1) 设 G 是 局 部 紧 群 ,B 是 6 上 的 左 Haar 测度 , 又 设 1 是 G 上 的 有 界 实 
信函 数 , 它 关于 G 上 的 一 个 左 不 变 距 离 是 一 致 连 续 的 。 试 证 对 G 上 的 任 一 有 
RAR r, (ATEA RTG 上 的 一 个 左 不 变 距 离 是 一 致 过 续 的 。 

5) 设 G 是 局 部 紧 群 ,8 是 其 左 Haar WE, 

a) 采用 13.20 问题 1 的 记号 , 设 (x,) 是 G 上 的 有 界 测度 序列 , 它 关于 也， 
BRT e, X (5) 是 属于 ACC, P) 的 消 数 序列 , 使 得 有 界 测度 序列 (fj。* B) 
关于 了。 收敛 于 7。B。 试 证 有 界 测度 序列 Cty¥《 "8)) 关 于 T. in F us 


GESTES 


CF e 人 比较 14.7 间 题 423) CRH 13.20 问题 ! 55 22. 

b) 以 Esn RRG LAF G 的 左 不 变 距离 为 一 致 连续 的 有 办 实 值 函数 所 
成 的 空间 ， 以 Fw REMKO) 上 对 应 于 向 量 空间 Es 的 弱 拓 扑 ; Z, 精 于 
Z RETI. 给 出 关于 Isa 趋 于 0 的 序列 G) 与 属于 (G, 8) 的 函数 
的 序列 O 的 例 于 * 使 得 序列 GQ. + PAFI 趋 于 0， 然 而 序列 (Pan e 
8)) 关 于 3 不 趋 于 0( 取 6 = R, fn( 人 为 : 在 区 间 Fosx] Etl) = sinn, 
HRR, aC) = 0), 

°) 12 G,) 是 6G 上 的 有 界 测度 的 一 个 序列 , 它 关于 Fs, ET p. OER 
于 多 (6,p) 的 函数 的 一 个 序列 ,使 对 函数 fe s'(G, 8), NG 一 妃 ) AF 0, 
WIEN akha 一 Bs) 趋 于 9. 《归结 为 上 = 0 与 对 一 切 # 均 有 fs 一 1 的 情 
形 ,然后 归结 为 1& S (G) 的 情形 ， 注 意 车。 是 6 上 的 有 界 连续 函数 , 则 函数 
txe XF G 上 的 一 个 左 不 变 距 离 是 一 致 连续 的 ,由 此 证 阴 序 列 (ps (J + 82) 
关于 3， BFO RELA Z RE T 时 ,所 述 结论 不 再 成 立 。 

d) {R (pe) 是 5 工 的 有 界 测 度 的 一 个 序列 , 它 关于 95; BFO Cv) 是 
G 上 的 有 界 测度 的 一 个 序列 , 它 关 于 S, 趋 于 o REEN k) 关于 sm 
趋 于 0.〈 利 用 (14.11.1)，, 归 结 为 证 明 : AEX), e 关于 一 个 左 不 变 距 
离 是 一 致 连续 的 , 则 《f 冰 g。 koy 趋 于 0; 然 后 利 用 c),》 

6) 采用 问题 5 的 记号 . 

aik (s) 是 G 上 的 有 界 测度 的 一 个 序列 ， 假 定 对 任 一 画 数 1€ 多:(G、 
P) Pepl (u, gG 8)) 关 于 3 收效 于 0, 试 证 范 数 序 询 Css 上) 有 界 《把 
Banach-Steinhaus 定理 应 用 于 出 L(G 87 到 自身 的 映射 CE 有)” 组 或 的 
序列 ;然后 应 用 问题 2?))， 由 此 推 是 序列 (us) XF Z, AF o. 

b) 假定 对 每 个 函数 E #'(G, 8), 序列 C4 水 C4，8)) SEWU Sk F 0, 试 
证 序列 (pw) 粗 艾 收 化 于 0《 对 6 的 任 一 紧 子 集 R, 用 如 间 a) 的 推理 证 明 序 列 
GRIER 有 界 》。 AAEN Ca 无 界 的 例子 ( 取 6 = Z), 

) 假定 对 每 个 函数 1 s'(G, 8), FA UKO + 0) XF Z,, 收敛 于 
U, RE XF Z 趋 于 必 利 用 4))。 给 出 这 样 的 信子， 对 每 个 函数 je 
£'(G, 8), NuKi) AF ORMEN O) AF I ARAF 0。 


10. 两 个 函数 的 卷 积 


(14.10.1) 设 1,8 是 G 上 的 两 个 局 部 8 可 积 ( 复 值 ) 函 数 , 则 为 使 
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测度 请 8 与 8 ， 8 是 可 卷 积 的 ,必须 上 且 只 须 存在 8 可 忽略 集 N， 使 
对 一 切 > 下 人 ,函数 ->g(s!x)KKs) 是 8 可 积 的 ,并 且 ( 关 于 6 几乎 处 


处 有 定义 的 ) 函数 = > Slee COE A TR, 


些 条 件 满足 时 , 关于 中 几乎 处 处 有 定义 的 函数 h(x) — ler) 
POARC) 是 局 都 可 积 的 ,并 且 (f P) Cg 8) EFAA. 

这 是 把 (14.8.1) 应 用 到 p = f e 8 Es g 8 上 的 特殊 情形 . 

当 (14.10.1) 中 的 条 件 得 到 满足 时 ,我 们 称 了 与 8 E GST p) 
可 卷 积 的 ; 任 一 (关于 8) 几乎 处 处 等 于 上 述 à 的 函数 称 为 了 与 z 
(关于 的 着 积 , 记 作 /x*g Cn alte iat woo). TE, 
关于 8 几乎 处 处 有 
WD GADO = | AOs 
同样 地 ,利用 (14.8.4) 得 知 ,关于 8 几乎 外 处 有 
C14103) GKO ~ | KEAL AC). 

当 几 乎 处 处 等 于 上 的 函数 中 有 一 个 在 G 上 连续 时 ， 我 们 也 采 
用 类 似 于 (14.8) 中 所 述 的 约定 ， 

当 fa g ORERE ESTA 
(M104) GREKE) = | KO. 

应 当 注 意 ，+ 与 上 为 可 卷 积 这 一 事实 不 依赖 于 左 Haar WE 
6 的 选取 ， 但 # 兴 多 却 依赖 于 8 的 选取 . E p RZA Bla > 0)， 
则 fg = afke, 

当 G 为 离散 时 , f 与 8 可 卷 积 意 昧 着 对 任 一 *€ CRUCE) 
KPa RØR TRR (5.3.3) REE Gk e 一 2 gr) 
KO ( 取 G 上 的 Haar MR p, ERAD 一 D. 

《14.9) 的 结果 在 这 里 特别 给 出 : 


(14.10.5) 假定 1 与 # 是 局 部 8 可 积 的 。 如果 函数 1 8 中 有 一 连 
WH fo g 中 有 一 具有 紧 支 集 , 则 与 8 是 可 卷 积 的 , 《14.10.2) 与 
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《14.10.3) 的 右边 对 一 切 x€ G 有 定义 ,并 且 函 数 1* g 连续 。 如果 
158 RETF X (G), Nike 也 属于 ALG). 
这 从 (14.9.1) 15 (14.9.3) 得 到 。 
C14.10.6) it f ETRA. 
G) HFe=1,2R+o, 1 同 任 一 函数 z€ eG, 0) E 
EERE 83 fx z AT LECC, 8), BE 
(14.10.6.1) N, 1 g) S N(DN (g), 
Gi) 4 p= +co, g€ ZCG, 8) 时 ,积分 


| EAE = | KEEA ARG) 


对 一 切 xe G HEX EBR Sk =-— | KECA) 


对 于 G 上 的 每 个 右 不 变 距 离 是 一 致 连续 的 。 
Gü) 若 ? = i, WA 


(14.10.6.2) J Ox) ~ (I KARKO yi Cs)dB(s)). 
Gv) # g€ B25CG), 则 还 有 fk ge ZG) 


断言 (让 与 Gv) 由 《14.9.2) 与 关系 式 
W: el = NG) 

《13.20.3) 得 到 .为 证 明 (14.10.6.2), 根据 (14.8.1.1) 与 函数 Gs:,x) 一 
ECAC) 为 PDE 可 积 (13.21.14) 得 知 , Cese) — Ce) 同样 
为 BG@8 可 积 ; 于 是 公式 (14.10.6.2) 可 从 Lebesgue-Fubini 定理 与 
8 的 左 不 变性 直接 推出 ， 

XIR ,注意 对 每 个 z € CER ORT ZCC), 
因而 (14.10.2) 右 边 的 积分 对 一 切 x€ G 都 有 定义 . 若 令 > 一 人 AP， 
则 ”是 右 Har 测度 (14.3.4), 且 可 把 《14.10.3) 写 成 


GADO) ~ | er O) 


的 形式 .因而 
IGEDE) — Gk ga) < Nee) J |f(Ísty— Ks) dals) 
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= Ne(8) |D TN dl), 


于 是 所 述 结论 由 下 面 的 更 一 般 的 引 理 得 到 ; 
(14.10.6.3) 对 于 Pp 一 1 或 ?一 2, 设 vv 是 G 上 的 任 一 右 Haar 测 
度 ,4 是 属于 ECG,»w) 的 任 一 函数 ， 则 G 到 ZECG, v) 的 映射 
:> 8(s)4 连续 ,并 且 NOCA) = NACA). 

第 二 个 论断 是 的 右 不 变性 的 直接 推论 .为 证 明 第 一 个 断言 ， 
先 假定 he .Ye(G), 此 时 :一 8(s)4h 的 连续 性 由 (14.1.5.5) 得 到 。 
在 一 般 情形 。 若 (4。) 是 属于 Sr (G) HARREI, Ti kF 

ECG, B) 中 的 和 13.11.6)， 则 关系 式 NECA 一 ECJA) = 

NCh 一 ha) 表明 函数 *->8(s)j 所 成 的 序列 在 G 上 一 致 收敛 于 函 
B s Chs 由 此 即 得 所 需 的 结论 (7.2.1)。 
(14.10.64) ”用 同样 的 方法 可 见 , #46 SECG。p)。 且 ?一 1 或 
p = 2,llG 到 人 EG,8) 的 映射 一 7(s)6 ER JE B. NCCA 
= NG). 
(14.10.7) 设 了 是 属于 LCG, 8) 的 函数 ,是 属于 LCG, Ë) 
的 函数 , 则 积分 | ECAA) 对 一 切 *e G 有 定义 ,函数 je 
属于 ZAG), 并 且 
(14.10.7.12 lf* gl < MNG). 

对 每 个 ze G, RR g) 属于 S#k(G, 6)， 因 而 第 一 
个 论断 由 《13.11.7) 得 到 。 再 者 由 《13.11.7) 推 出 


f heroo < (F oreo) (| leee) 


= ND (Nac) tano) } 

= NON, 
此 即 关系 式 〔14.10.7.D。 若 与 《都 属 于 SC (G), W f* z 也 属 
于 AG) 由 于 关系 式 (14.10.7.1) 表 明 LCG, 0) x LEG, 
Ë) 到 BCG) 的 双 线 性 肌 射 s g) 一 fx*g 连续 (5.5.1)， 并 且 由 
F A lG) E LECG, 8) 5 LEC, Ë) AAE (13.11.6), R 
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S Gs git g 的 值 属于 A (G) 在 咯 c(G) 庆 的 闵 包 (3.11.4)， 
换言之 ,属于 名 5&(G)(13.20.5). 

命题 《14.10.7) 导致 下 述 推论 : 
(14.10.8) 没 4 与 B 是 G 内 的 两 个 8 可 积 集 ， 则 函数 * 一 6C4n 
rB) 在 G 内 连续 且 在 无 穷 远 处 趋 于 0 (13.20.6). 若 BO 也 是 如 可 


积 集 , 则 函数 * 一 6(4mnzxB) 是 8 可 积 的 ,是 有 [8(4 站 xzBJab(Ce) 一 


BCA)8CB8"')。 如 果 此 外 A 与 B 都 不 是 8 可 忽略 的 ， 则 集 4B7' 具 
有 非 空 的 内 部 。 最 后 ， 对 于 每 个 8 可 测 且 非 8 可 忽略 的 子 集 A, 
44 ERT e 的 一 个 邻 域 . 

ERE, RITE pae LG, 8)，qa€ G, 8) 因而 可 把 
《14.10.7) 用 到 了 一 px 58 = És E. BF E, (sta) 一 paz) 二 


ea， 改 (PAX PaA = | punca(o)d8(z) = SAC zB), 这 证 
明了 第 一 个 断言 。 若 8-: 也 8 SLR, WEE Hg 5 pA 
于 XG， 8), 应 用 (14.10.62) 就 给 出 公 式 [ANBO 


BCA)B8CB-!)， 如 果 此 式 右 边 不 等 于 零 , 就 可 推出 ANB) RE 
等 于 零 , 梁 而 存在 非 空 开 集 U, 使 在 五 内 过 续 函 数 8( 4 站 xB)>0， 
而 这 就 推出 PC4B…. 为 证 明 最 后 一 个 论断 , RIE, FEE 
E 可 忽略 的 紧 集 天 C4， 因 而 只 须 假定 4 为 紧 集 。 此 时 6(4) 一 
Cpa ü (e) > 0, 由 上 可 见 , 存在。 的 一 个 邻 域 , 它 包 含 在 AA": 
W. 
(14.10.9) 设 了 是 局 部 8 SRI. PEGIN, z 是 属于 
Se(G, B) 的 函数 . 若 关 与 ?是 可 卷 积 的 , 则 f 与 考 是 可 卷 积 的 。 
函数 1* 站 是 上 可 积 的 , 且 
(14.10.9.1) (g, ECF B) = Cf Pn. 

事实 上 ,由 (14.8.1), (14.8.1.1) 5 (13.21.14), HA (sr)-> 
LECT) Bs CEOL) 可 积 的 ,因而 函数 

G z) > 0Cr) 

是 (BA) 可 积 的 ; 把 Lebesgue-Fubini 定理 用 到 二 


T 
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EN 


j| esda) b, Bi 8 的 左 不 变性 , 即 得 所 多 的 结论 。 


问 a 
1 ajite Re L03 p PPW E R X 8. WE 在 下 面 两 种 情形 
F> # 与 ?是 可 着 积 的 并 且 着 积 f ke £ G 内 连续 : 
1° 为 本 性 有 界 , # 为 局 部 8B 可 积 ; 
2° g (G, 8), # 为 8 可 测 , 且 广 为 局 部 B 可 积 。 
b) 假定 是 么 模 的 。 试 证 ， 若 je StCC， 0), g € LRC, P), Hrs21, 


sn T+ T> 1, MU 与 = 是 可 卷 积 的 ，f#s B T (e, 6), 3 B. 
NG *e<SN (DN) CEE ip T = + ++ 1 (W. Youg 不 等 


R). (WABE + 二 = 1 的 情形 ， 然 后 利用 (14.10.6.1) 与 Riez—Thorin 
定理 (13.17 问题 7).) 

2) 设 G 是 紧 群 ,8 是 G 上 满足 BC6) = 1 的 Haar 测度 、4 与 B 是 两 个 
8 可 积 集 . 试 证 对 每 个 8>0, 存 在 *€ G, 使 得 BC4nzB)<(1 十 BBCLDB(B)- 
由 此 挫 断 ,对 每 个 满足 所 A) 之 1/ 的 整数 n TFE GH a AA atta, 使 得 
6(z,AU24U rA) ABER CA SISA) 

3) 设 C 是 交换 紧 群 ，B 是 G 上 满足 BCG) = 1 的 Har 测度 ,x 是 6 上 
的 8 可 测 实 值 函 数 : 又 设 (r) Rademacher 正规 正 交 函 数 系 《13.21 问题 
10). 设 a>0, 而 4 是 使 得 |e(z)|>= fJ z € X 所 成 的 集 。 

Bir 是 满足 w. (Sl 的 正 整 数 , 试 证 存在 8 可 测 集 3, 使 得 s(n)> 
FOBAE Pt e R n, == 5 ERE FO D = DI OC), WA 


TRER: 对 于 每 个 *e#, 存在 [0, 1] 内 有 限 个 区 间 的 并 7Cx) 满足 ，1° 
MGD GJ Lebesgue 测度)2" 对 一 切 4e Ge), # |FG,)| >=, CA 
用 问题 2, 另 一 方面 注意 ， 由 于 关系 式 /1 一 I) = —G), AIRE 
Ae [1, s] ,使 得 数 nes 与 了 Oe AS E [0, 1] 的 集 具有 
不 小 于 1/2 的 测度 .) 

4) 设 G 是 交换 紧 群 , 8 是 GC 上 满足 8CG) = 1 的 Haar 测度 . 设 C0) 是 
LG, M 的 连续 自 同 态 的 一 个 序列 ， 其 中 每 个 0 与 所 有 平移 HAON 
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G 66) 可 交换 ， 对 每 个 函数 Fe YRCG, Ja D) U, f HRZ Un :中 的 一 个 
胃 数 ,并 令 0*。f = sup U, + f3 对 每 个 “>0, 设 Eo() 是 使 得 (U* ,1)(4)>a 
的 x G 所 成 的 集 ， 

a) 设 1€ ZRC), B. NCSL, > RRE e BCFA(f))>1 的 一 个 整数 
没 4，…s a ECA, ERTES S”) WB REME LOSS 


(BIB 29 Fie, 2) = EA, 试 证 ,对 每 个 zk B, 存在 有 限 个 区 间 
的 并 XeJcfoy 1]， 使 得 MX) > 于， 并 且 对 - OLON ELIGO 
D). GEEF z € B, 则 存在 整数 汪 与 整数 je [1, a] E (U, i G> 
并 把 问题 3 应 用 到 8s = Um: E. 》 

b) 设 sScfo, 1J A RRAS) 3/4, RERE t E SECCO, 
DD>1/8, GERERE (U* + FC. , DNES Ce, EX x [0, IIRI 
集 ,注意 对 一 切 * e B 有 MECe))> 114, 并 由 此 推断 (OAH) >1/8.) 

人 HED MSO, HE Su 是 使 得 .CFCs 人) EM i se 了 0,1] ARER, 


试 证 ASOS 一 i. Bb) 推断 ,着 加 之 1m, 则 存在 :6 [9, 1], 使 得 


N CFC, DYEM 5 BEL FC, 2))>1/8 
同时 成 立 。 CEC y DEM 5 BELEC, st)) 


4) 假定 对 每 个 函数 1 CG, 8), AAU 1 几乎 处 处 有 限 。 试 证 存 
在 常数 >0, 使 对 一 切 函数 1 6 2G, e) 与 “>0, 有 


EYP S. NG) 
(E. Stein EA). CH 13.12 问题 12 E, FERK ">0， 使 对 任 一 请 中 
M< HER se PMC,8)， 有 BCEcx(4))<1/8， 取 村 一 所 ,6 = C, 
D, = |P] mo 得 日 所 需 的 结论 .) 


5) RAER ERJ Lebesgue 测度 ，7 是 1 可 积 函 数量 具有 紧 支 集 ， 对 
8>0, 令 


ENG) = m 1 | "G = Dle, 


ODG) = suw NG — a, 
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它们 都 是 忍 上 的 下 半 连 深 函 数 ( 问 题 1)， 且 具有 紧 支 集 ; O 称 为 关于 ! 的 
Hardy-Littlewood 极 大 函数 . ~ 

a) 对 每 个 《>0, B Fe, CP) 是 使 得 LS 的 *e 及 让 成 的 集 ， 则 
任 一 紧 集 天 C E,,,G) 都 包含 在 有 限 个 紧 区 间 MOSD 的 并 之 内 ， 这 些 紧 


F: L SS | ON 
b) 试 证 存在 指标 序列 《4),crer* KEK 1 两 两 不 相交 ;并且 


和 (Yar ) <° > KUAN 


《可 以 假定 任 一 PRUA EM kek n WAZA, 荐 令 = [a] 
HR 排列 得 使 aSa BEREE, ER 2 a< 
bakai L ettiy aas<eatt: 推 断 区 间 族 (1%,) 与 区 间 族 C154) 是 两 两 不 相交 的 ， 
因而 对 于 ki, 可 以 都 取 偶 指标 《或 者 奇 指标 和 

c) 由 2) 5 b) 推断 , 若 EG) 是 使 得 OGS ire R RRR, W 


EDE È |” Wola. 
D) 设 * BAF AO) 的 非 负 函数 ,请 足 8 一 人 = z(D, z #[9, +e) 
ERRES (Oe = 1， 试 证 对 一 切 weR 有 


IEKE) EIGE). 
(对 每 个 “>0， 设 ]- 儿 9), 久 4) [是 在 其 上 gC:)>a 的 最 大 开 区 间 , 还 明 
Er) = f aa f Ks — Das, 
并 注意 
Í T Mayte = 1/2.) 
e) 就 对 于 环 面 了 上 的 Haar HURE X P] RARR DE HERR (89 E i. 


1. 正则 化 


《14.11.1) 设 (j,) 是 8 可 积 函 数 序列 ,满足 下 列 条 件 : 
a) 积分 | ICONE 所 成 的 序列 有 界 ; 


b) 积分 | AOO 所 成 的 序列 趋 于 1 3 
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对。 的 每 个 领域 了 ,积分 | 。 OO 所 成 的 序列 和 
Fo. 

此 时 有 ; 

G) 对 G 上 的 每 个 有 界 连 续 函 数 z, RI Gr D) 在 G 的 每 个 
Wi Sket e. ERTO 上 的 一 个 右 不 变 虐 离 一 到 韦 
续 , 则 序列 (f. x g) 在 G 上 一 致 收 策 于 8 

Gi) # p= 1 3 p — 2, 则 对 每 个 加 数 ge LEG), Nha% 
8 — g) Š n — co 时 赵 于 0 .对 每 个 函数 geE LEG) akey 
所 成 的 序列 在 LE(6) 内 别 必 化 于 名 这 里 LECC) 看 作 LoC) 的 
WB (G2.15) 与 (13.17))。 

(ii》 此 外 我 们 还 假定 所 有 h 的 支 集 都 包含 在 G 的 一 个 固定 
的 紧 子 集 内 , 则 对 G 上 的 每 个 测度 we 由 调度 

ax (fe B) = Cak fa) -8 
组 成 的 序列 柱 政 收 敛 于 a134), 

关于 O RAEL, WEA r€ G 与 。 在 G 内 的 每 个 紧邻 域 

,有 
sD) (hD = zG (1 — | AO) 


+ | EXEO — ECAR 


= fep MOUTA). 


it V, Æ e DRRR, LEGORRE HJ VOL ERHO 
(12.10.5) ik 2 Æ VUL 上 的 限制 关于 G 上 的 一 个 右 不 变 距 离 是 一 
致 连续 的 《3.16.5). 因而 对 每 个 > 0， 存 在 e 的 紧邻 域 了 VUV。， 
使 对 xE 工 与 ;EP, 有 |gCx) 一 8 2) | < z, 于 是 选择 no, 使 当 


>B] ACOB < e511 — AOW < e 832, 由 
此 推出 下 一 各 Capg C) 
|e (i | GG) J < alele, 


< e Am e L,# 
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J GG) = BEDAC] < as, 
||. Oea) |< Wale 


(其 中 = 一 ap | 1621282); 走 此 得 到 lee) — (x X01 < 


Ca + 3Het)e. 

4 e 在 G 上 关于 右 不 变 距离 为 一 致 过 续 时 ,了 到 工 一 G, 同样 
的 推理 仍然 适用 , 

关于 (i), 对 于 ?一 1 或 ?一 2， 存 在 函数 46 ACG), 使 
得 Na(g — A) < se(13.11.6); 由 (14.10.6.1) 得 出 

N,(f,* g — fa% ñ) S aN,(g — h) < as, 
于 是 归结 为 证 明 当 ge .9 ekG) 时 的 (i)。 设 5 是 8 的 支 集 ,V 是 
< 的 紧邻 域 ; 在 《iD 中 我 们 已 看 到 , ftg — z 在 紧 集 K 一 SUVS 
上 一 致 收 伍 于 0 . 另 一 方面 , 若 x € K, WJ 
Gx 8) — G) = | OTD) 

由 此 根据 Lebesgue-Fubini 定 至 与 Hasr 测度 的 不 变性 ,有 


J [PADO — gC 80) < |, ae 
x] HCO ° eCa) ide) 
一 CO i lela) 


=N) f, ONL). 
另 一 方面 ,由 于 积分 
j. |(f,* gX) — gC) [deC 


ME 1/# 趋 于 0 而 趋 于 0 ， 可 见 N fa kg 一 g) 趋 于 0. 我 们 有 
N.(f,* g — g) < (a + Diels 同样 有 
Nfa g — g) < (a + DlelN(fakg — g). 
现在 假定 BE S#e(G), à € LEG), MN e EGARET SR 
324. 


V. A 
Chs fa g — g) = ñ 一 EZOO 
= f, WABCO) | ECA) 
+Í BOR |, AOE) — Ea). 
然而 我 们 有 | AOGE = [OGE 


O| KOO = EDA | < NENGA), 
对 每 个 。 > 0, 由 (14.10.64) 得 到 ,在 6 内 存在 。 的 紧邻 起 ,使 
对 一 切 s€E V, ENCA 一 Y《s 1)8) < e, NZ 

||, AEC S AAEE — ECEB) < aNg). 


选取 mo 便当 ?> 时 ,|。1f(OD148(D<a1 一 作 CO48C1< 
5, 则 有 
(=f O8) ) > OU <21G, ls, 


| HOA | ECAA | < NaCN), 
BRRR H n > m bj, 
Ìha fa g — g)| < QG, gY) + Nalg )N CA) 十 aNo(g))5， 
这 表明 (jf, * g)” SKATE. 
至 于 《过 )， 问 题 在 于 证 明 、 对 每 个 函数 46 .9 c(tG), 序列 
(G, pk (fa PIT GA, px》。 然而 我 们 有 《14.10.9) 
Chs pk (fs 8)) = Cha 3, E, 
ELEFAN A x 1 8324 EG 的 一 个 固定 的 紧 子 集 态 内 ， 
KEFEJ (f. * 2) 在 及 上 一 致 收敛 于 ,所 以 所 需 的 结论 由 测度 
的 定义 《13.1.1) 与 《14.1.4) 得 到 ， 
《14.11.2) 例 . 设 (PV,) 是 6G 内 么 元 。 的 基本 邻 域 杀 .因为 的 支 
集 是 整个 6, 所 以 对 每 个 #, 存 在 函数 fa E SC (G6), 使 得 它 的 支 集 
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BRE VAH | falde) = 0(13.19.1)、 对 为 科 以 适当 的 党 


数 , 还 可 以 假定 | BE) 一 1, 从 而 序列 《4,) 满足 C14.11.1) 的 


条 件 。 于 是 我 们 看 到 ,G 上 的 每 个 测度 # 都 可 以 用 “正则 化 ”序列 
来 (在 粗 尼 拓 扩 的 意义 下 ) 允 近 ， 这 些 正则 化 是 关于 0 具有 连续 密 
度 的 测度 (14.9.3)。 

(14.11.3) 取 G =R, HRPA Lebesgue 测度 , 令 


g (e) = A x)", 5 z€ [—1,1], 


《14.11.3.1) Eo =0, 当 lx*| > 1。 


用 a= | ades fa = e'gss BUF91 Ga) WEE (14.111) 08 
条 件 ， 事实 上 ,对 一 1&x < 1, Hsr lel 因而 
s>2| 0 edm Ua 1) 


因此 对 一 切 xeE 一 1, 11, A hl) < (n -+ 1)(1 — z)", Kk Bi 
(x) 在 每 个 不 含有 0 的 紧 区 间 上 一 致 收效 于 0 。 设 “是 R Fü 


ag kienet |-t ia, 三 是 


3 
Cak fa) Ce) 一 em ji 


gala — y)du Gy), 
A ASRFTEN |- + + , 则 这 个 式 子 给 出 


2 
+ 
a GY YO), 


Cut faa) = s | 
因此 函数 eri 在 | 一 二 ， 寺 | 上 与 一 个 多 项 式 相等 。 符 别 取 “ 形 
mk. 8， 其 中 话 是 支 集 包含 在 | 一 十 ， 寺 | 内 的 连续 函数 , 则 由 


《14.11.1(i)), 我 们 就 至 次 得 到 关于 在 一 个 紧 区 间 上 通过 多 项 式 一 
臻 逼近 连续 函数 的 Weierstrass 定理 (7.4.1)。 
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问 题 


1) 试 证 着 6 EBE Et, Big uB arca) 关于 沽 识 是 交换 的 ， 则 6 
是 交换 的 {通过 正则 化 证 明 具 有 紧 支 代 的 测度 组 成 的 代数 是 交换 的 ). 

2) 设 6 是 局 名 紧 洲 ,8 是 C 上 的 左 Haar 测度, 由 为 使 代数 XCG， PA 
有 单位 元 ,必须 且 只 须 c ERKO. URZ FAR, h EPCC, 8), WE 
E = DRRR V, M |, ACABEI, WER DE e OR E R R 
满足 Cr"cP， 册 对 几乎 所 有 *ew， 有 | (puh <t, RT h RTE 
LCC, B) 的 单位 元 .) 

3) 设 O EPS EE, 了 是 6 上 的 左 Har MR. RREA WR 
RO, B) 具有 不 等 于 0 的 等 因子 ， 我 们 可 沟 千 CG， 8) 中 的 两 个 不 可 
RERS, z, 使 得 Pse 是 可 忽略 的 : 

U GURRERHS lO 的 情形 ， 到了 为 菜 个 特征 攀 数 p45 为 关 
rs 一 gas 适当 选取 其 中 的 4, R e HERE AH acle) = 1. 

2° 6 = 之 的 情形 .证明 册 时 可 取 


al 1 
f) = i 


Ge e Z), HRe = ?, 

3” 一 般 铺 形 ， 先 证 朋 在 G 内 存在 ae, 使 得 A(2) = 1. 于 是 由 “生成 
的 子 群 在 G 内 的 闭 包 互 或 者 是 紧 于 群 ， 或 者 是 网 构 于 坪 的 子 群 (12.9 问题 
10). 在 第 一 种 情形 ,利用 1 的 结果 :在 第 二 秘 情 形 ， 借 助 ?” 适当 选取 与 
序列 《as), (6.), 并 取 


KD = Š 


E apot) 2) = Š puget). 


4) g G EP, 8 是 6 上 的 左 Har ME, WAE LG, PIE 
?<+oo) J TE HHE LCG, 8) 内 具有 相对 紧 的 象 请 ,必须 且 只 须 下 列 条 件 
得 到 满足 : PAEL, 8) 内 有 界 ;2° 对 每 个 8>0, 存在 G 的 紧 于 集 K, 使 
HRR i EH, 有 N,C(foc-x)<Se; 3° 对 每 个 8>0, 在 6 内 存在 < 的 多 域 
,使 对 一 切 函 数 f€ 瑟 与 一 煞 :eY ,有 Ns(Y(s)f -DSe 《为 证 明 所 述 条 件 
是 充分 的 ,注意 着 ge AC 日 工 是 G 的 紧 子 集 , 册 属于 总 的 函数 在 二 上 的 限 
制 所 成 的 集 在 映射 rki 下 的 象 是 EG) 的 等 度 连 续 子 集 ，) 

5) W G o EE Pk. e 是 c 上 的 左 Haar 测 谨 ,上 是 G 上 的 正 测 谨 . R 
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证 , 若 4 是 6 内 的 中 可 积 集 ,B 是 6 内 的 善 遍 可 测 集 ， 则 函数 c —n( 4 0 B) 
在 C 内 是 8 可 测 钓 ,进而 , 若 丸 :还 是 和 可 积 集 , 则 “也 是 P 可 积 的 , 昌 有 

| HANDE) = KaCGB ') 
《利用 Lebesgue—Fabini 定理 与 13.9 [Jü 21). AWE AT EEA 
ESMANE) 不 连续 ; 若 呈 是 以 8 为 基 的 测度 , 且 若 4 为 上 元 积 而 BB 为 普 
WEI R WAR CAN B) # G 内 连续 . 

6) 设 G 是 局 部 紧 群 , 0" 是 拓扑 群 ,是 6 到 C 的 同 态 ， 它 关于 G 上 的 
左 Har WER ATA, WE 1 连续 . 《注意 若 令 eCe) = e), 则 存在 G 
WETEK CRE S 可 忽略 的 , 且 使 得 # 与 8 在 K 上 的 限制 是 连续 的 ;利用 
(12.3.8), 由 此 推断 f # K .天 上下 的 限制 是 连续 的 ;最 后 应 用 (14.10.8)。》 

7) 设 5 是 局 部 紧 群 ,对 ze Rt, 设 w 是 G 上 的 非 零 有 界 正 测度 ， BGE 
映射 oa 关于 拓扑 I (13.20 问 题 1 中 的 记号 ) 是 连续 的 , 且 对 Rt at :, 
t f t = iki, 

a) 试 证 存在 实数 ,使 得 jis j| = (注意 映射 lje EF EEA 
应 用 问题 6)。 

b) 试 证 当 + 趋 于 0 N, p, 关于 7, 趋 于 在 G 的 某 个 紧 子 群 上 的 名 质量 
等 于 1 的 Haar 测度 , 《利用 《12.15.9) 证 明 存在 趋 于 0 的 序列 (sw)， 使 得 
(EDRF I 具有 极限 n, 并 EE 对 一 切 :>0 甩 来 4 = p = uk p hitte 
断 上 是 上 当 * 趋 于 0 时 的 极限 ,并 且 nku = n; 借助 14.7 问题 5 得 到 所 需 
的 结论 ,》 

8) 以 4 表示 Rr 上 的 Lebesgue 测度 , 设 4 是 R" 内 的 有 界 凸 开 集 (8.5 可 
88 8), 32 D(A) = 4 一 4 是 当 *,y 取 遍 4 时 点 * y ROR M] DCA) ë R° 
内 是 是 的 , 开 的 ,对 称 的 ,并 且 是 有 界 的， 对 每 个 +e DC4),* 关 0, 令 p(x) 是 
]0,1[ 内 使 得 oCx) RT DO 的 边界 的 数 , 若 令 PC0) = 0, 则 P 是 DCA) 
上 的 连续 前 数 (12.14 问题 12》. 

a) 对 任 一 *€ DC4)， 试 证 

XANGA + DEC — pI FAA 
《注意 若 *z0 B oG) "x = b o a, iih a, b RFA, 则 有 
CEO + ps) = EOE px) + z.) 
b) 试 证 
UAY = fos Ga 8800262), 
c) H a) 5 b) iE% 


» 328. 


A fp a ~ EAE), 
试 还 此 不 等 式 右边 的 积分 等 于 
sof’ aG — ra: = EREA), 


CARRIERA a)ren 把 区 间 [0, 1] ARA m e 3, E DCA) 看 作 由 加 < 
e(e)<<%so EBER AEE ERA, ) 

RIE 

xoay (FX). 

9) ZORREK PAGERE Har BIB, v Ë: + 在 @ 内 的 对 称 村 
Sa Y Tan. 

D 设 /是 CG 上 的 连 综 本 数 ， 它 在 [0; 11 内 取信 ， 其 文集 售 在 V 内 ， 且 
Ke)>0. 令 


sa) — [IEA 


试 证 对 se G, 有 Ce 一 gerCe)f 一 用 ,其 中 “一 fK E 
ze, 则 8(z)<a(e). 《注意 在 相反 的 情形 下 ,就 会 有 7s-'Y = t, 而 这 将 所 
BIAk Ater.) 
b) ROVE PARRO-REREFEEREI EN n WIRDE 
v 内 , 且 假 定 对 每 个 2, 存在 子 集 ACV EHER ”与 任何 An E CY 
-ham WERK 
EE) = | IEAA) 
组 成 的 集 是 等 度 连 续 的 ; 同 榜 , 函数 7(:)e -e 《其 中 对 每 个 m 都 有 
z € 4.) 组 成 的 集 也 是 等 度 连 续 的 . 
10) 设 G 是 局 部 紧 娩 ,与 是 G 上 的 两 个 有 界 非 负 沪 数 . 对 每 个 *《 G, 
令 
(z) = supu (y joya), 
a) WE) = supar WO), 县 对 每 个 ‘EC, 有 
O 一 wis lje + rioa — s|. 
iab 4 55 B AEE 8 55 ç R le EREA 48 的 闭 包 内 . 
b) 假定 (z) = ole), RIEG AEN =, > 有 
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lele) — WEA S 一 ed， 人 
《注意 对 每 个 eG， 有 
Mell e IED — rx Yo Ay ey Py) de).) 
AIER o 连续 且 具 有 紧 支 集 ,出 w 也 连续 旦 兵 有 紧 支 集 . 

1) 设 6 是 局 部 紧 群 ,? EE e 的 对 称 紧邻 域 , 使 得 六 不 包含 任何 不 等 于 
LDPR. ENER i 设 U, 是 使 得 see VO RSI) 的 点 < 的 集 。 当 ， 
BREER, U 在 G 内 形成 。 的 一 个 基本 邻 域 系 (12.9 问题 55))， 设 
六 是 使 得 友 CP 的 最 大 星 数 ， 我 们 在 C 上 定义 函数 二 如 下 : 

ac) = 1; HEU =U G 1Sk<x, ale) = 1 — Š, 


m 


RAN reU, me) = 0, 
a》 试 证 对 一 切 xe U,, 有 
(Com ~— mln, 

b) 借助 问题 10 构成 非 久 连续 联 数 序列 Cw;)， 使 得 这 些 o, HREN 
含 在 下 内 ,对 一 切 i A lea RAR wi; 一致 有 界 且 等 度 连续 .而且 当 ; 
取 这 正 整数 集 且 对 每 个 i, z; BOB U, hho RA CXC#)wi 一 w) 的 集 一 致 有 
R. 

c) BM 9 构成 非 负 连 续 臣 数 序列 (a,), 使 得 这 些 z, 的 支 集 都 包含 
在 必 之 内 ,这 个 序列 一 致 有 界 有 等 麻 连 纺 , 而 卫 当 i 取 遍 正 整数 集 且 对 每 个 
i, z BON U, 时 ,函数 aC rCa e 一 8;) 的 集 一 致 有 界 且 等 度 连 续 ;最 后 ,对 任 
一 成 为 (8i) 的 某 个 子 序列 的 一 致 极限 的 函数 1 š === PLE a) < Ke). 

12) 设 G 是 没有 任意 小 子 群 的 局 部 紧 群 ,了 是 * 的 对 称 紧邻 域 ， 它 不 包 
含 5 的 任 一 蜡 于 {9 的 子 必 ,并 且 对 了 的 两 个 点 z, NRR = y: 808 z 一 
y 2.9 问题 64)), 此 到 6G 的 任 一 连续 同 态 :X(+) (12, 问题 7) 称 为 @ 的 
一 个 单 参数 子 群 ， 以 0 KONE WISE TE >e 对 每 个 rE R, UX R 
RABATE X). Rx EGNE- EERTE, c LERKAR 
1 称 为 X 可 导 的 ,如 果 当 7 ZE R ARRS F 0 而 趋 于 0 thar Kr 
用 在 G 上 一 致 收敛 于 极限 Dxf， 此 时 对 任 一 实数 +，f UET, BA 
Dexf = tDxf。 车 1 是 X 可 导 的 、 则 对 每 个 *e C, RRC) E R J 
是 可 导 的 , 且 其 导数 是 函数 r—D.J(x( re). 

如上 的 有 界 连 续 实 值 困 数 7 RAEM, METE GATE e RRV, 
使 对 一 切 s € V, 有 GY 一 州 关 9、 问 题 11e) 中 所 构造 的 作为 Ce) 的 子 序 
ARIRE RA f 是 适当 的 。 试 证 ， 若 足 适 当 的 ， 且 若 对 于 单 参数 子 群 
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X0, Daf 存在 , 则 Px/ 关 0。 反之 ,车 /不 是 适当 的 ， 则 在 在 单 参 数 子 详 x 头 
0， 使 得 Dxf = 0. (考虑 由 不 等 于 。 的 元 组 成 的 序列 《4;), 它 趋 于 。 且 使 得 
G; — #| = 0; 证 明 可 以 假定 存在 整数 序列 《mi)。 使 对 一 菩 E R, ESI 
(ayy 收敛 于 XCr》， 其 中 X0 (12.903 7). ) 

B) XF G 与 Y 的 记号 以 及 假定 都 与 问题 12) 相同 。 设 (1) 是 6 上 的 
有 有 办 连续 函数 序列 , 它 一 致 收敛 于 函数 f。 设 (21) 是 由 6 的 元 组 成 的 序列 , 它 
KET =, 并 设 Cy) 是 正 整 数 序列 ， 

a) DE ; EES RRO CCD 一 11)) 一 到 有 界 ， 则 对 e 的 每 
ABRU, EER >a, 使 得 关系 ]7| <s BR mne U, (eJ BE Dry, 
j = = sp mrCen)f 一 P|: B i RAK TURE aU, ARa ev — 
有 |CO 一 jl 这 86> HARER 
(*) [G — Hs re — #| re — t1 
证 明 , 对 于 <amyfP, 不 可 能 有 中 Ev 一 0.》 

b) BERRE (MOU 一 力 )) 一 致 有 界 且 一 致 等 度 洼 续 , 并 且 还 很 
定 对 每 个 re R, 序列 (sj'") 趋 于 XC7), 这 里 X 是 一 个 单 参数 子 群 , 试 证 Dxf 
EE BEIC Ch 一 力 ) 的 极限 (只 须 证 明 EBREA Cah 
一 n) 收敛 于 通 数 F， 则 Dxf 存在 且 等 于 F. 为 此 确定 * HRR, EX 
ZEW, A |y(2)F — F]<e/2, REMER S> 0 使 对 0 和 <6mi 有 h e W. 
证 明 对 充分 大 的 1 与 <6mj, 有 

mr fy — h) — Fes, 
出 此 推断 ,对 9 和 7<3 # PCAC — 1) — F| <s.) 

特别 是 ,着 对 一 切 re R, Beg] (apy) 趋 于 e, MEAC — hD) 
一 致 档 于 0。 

14) a) ARPE 11c) 中 所 构造 的 序列 《zi， 试 证 序列 Ga) 是 上 有 界 
的 。( 抽 反 证 法 、 假 定 存在 于 序列 COO ev, 使 得 im mw /ik) = 0。 可 以 
归结 为 序列 Ceia) 在 G 上 一 致 收 全 于 极限 z, 而 存在 上 Cim € UP 组 成 
的 序列 收 策 于 元 esse 的 情形 ;此 时 存在 元 soy U EA ““ 

Iiga — gi anw h a — a|, 
于 是 由 假定 ia sia, /K) = 0, 12.9 问题 7 与 三 的 定义 推断 ,对 每 个 "ER 
序列 Ce 就 会 鸯 于 。， 由 此 借助 问题 rab) 推出 jr(e)e — el = o, 而 
这 与 时 适当 的 相 矛 后 。)》 
WEA e E C) 的 -个 子 序 列 的 一 致 税 限 , 则 对 每 个 单 参数 子 群 
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X EL x 可 导 的 (利用 a) 与 问题 11c) 证 明 函 数 CXe 一 8;》 形成 一 致 
等 度 连 续 与 一 致 有 界 集 ,并 应 用 问题 138))、 

15) 设 G 是 么 模 局 部 紧 群 ，6 是 6 上 的 一 个 Haar WE, MA tE R 
f622CG,p) 有 几乎 处 处 等 于 一 个 关于 CC 上 的 某 个 右 不 变 距 离 为 一 致 连续 的 函 
数 ， 必 须 且 只 须 取 值 于 LCC, 8) 中 的 函数 rN 在 点 处 连续 。 (为 证 
明 记 述 条 件 是 充分 的 ， 沽 虑 属于 AC) 的 函数 的 序列 (u), E Suppa) 


CVAC4.11. 2) 的 记号 ), 并 且 | (x)aBCx) 一 1. 利 用 (13.17.1) 与 Lebesgue- 


Fubini 定理 证 明 当 1/s 趋 于 0 时 ,Nwlt 米 1 一 力也 趋 于 0.)》 
16) 对 中 上 的 尾 一 有 界 测度 “积分 
ra) = | 


r= 
对 每 个 满足 wx 天 0 的 复数 x 有 定义 ， 且 在 半 平 面 V=>0 或 半 平 面 w=<0 内 
是 的 解析 范 数 ; 它 在 每 个 不 局 于 的 支 集 的 点 x € R kB. F. 称 为 4 
的 Stieltjes 变 式 . 

a) Wao RRRA. EHE o AMR Y EERE F Y LRI Lebes- 
gue 测度 具有 连续 密度 2. RES ”通过 大 于 0 的 值 趋 于 0 kj, Ea 十 
DDAA 3582 F xa(xo) 的 极限 . 

b) WUE ARN AM F. E xz> 0 内 恒 等 于 零 , 则 中 一 0.《 若 用 正则 化 
Ps (f 8) 代替 则 可 证 明 

z. G) = (| a o; 


w 


并 利用 a) EBR n£ G + 60) AE.) 
17》 试 证 ,为 使 在 贺 盘 8:1z| <1 内 全 纯 的 函数 G # B 8 a W E 
3826G(s)>0， 必须 且 只 须 在 区 间 [0， 2z] 上 存在 正 测度 "使 得 对 于 = B 有 


_ OO ewta 
s@)= +" SE race), 


其 中 < 如 (为 证 明 所 述 条 件 是 必要 的 ,注意 对 [sj <r<1, 有 
G(z) = + YOO) + 工 F res dk 
r Je 


d; 
sa y OMe, 


Hh p,p) = 32GCre9); ERWE P, -2 (是 [0，2z] 上 的 Lebesgue 测度 》 
是 正 的 且 其 总 质量 是 %GC0), 且 利 用 (13.4.3).》 

由 此 推 上 昕 为 使 在 半 平 面 #z>0 内 全 纯 的 函数 了 在 该 半 平 面 内 满足 
#F(a)2>0, 必须 目 只 须 在 是 上 存在 有 界 正 测度 上 与 商 个 常数 a0, € R iE 


34332， 


对 wyz>0, 有 
F(z) = az + b + Gi + 22) jae, 


《 作 B 到 半 平 面 ve>0 的 变换 i E) 


18) a) it A&R ERY Lebesgue 测度 ，f 是 可 积 函数 ， 对 每 个 >0， 
令 


M= ES Ke — a. 


试 证 ， 对 几乎 一 切 *e R， 当 通过 大 于 0 的 什 趋 于 0 FP, aO BF O 
(Lebesgue 定理 )、( 令 《12.7 问 题 8)) ` 
ROX) = La 1) — Es 

注意 对 任 一 函数 ge YCR) 有 RG — z) = FG); 另 一 方面 ,采用 14.10 问题 
5 的 记号 ,有 R(D<8(J) + | 天。 利用 14.10 问题 5c), 推断 对 于 每 个 “>0， 
使 得 KC)C*)>a 的 * 的 集 是 零 测度 的 .) 

b) 设 Cer) 是 属于 光 (k) 的 非 久 函数 的 一 个 序列 ,满足 C14.11.1) 的 条 
件 aj,b) 55 c); RELE gat) = mG), ga EEO +o] LER. WUE e 
HFH olj, (za %1)(2) fE R LILPIREET IC) (Lebesgue 定理 ) 《方法 
相同 ,利用 14.11 54). ) 

<) 对 于 球面 了 工 的 Haar WAWER RHEA. 
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第 十 五 章 ” 赋 范 代 数 与 谱 论 


算 子 谱 理论 是 现代 分 析 的 主要 部 分 之 一 ， 我 们 在 第 十 一 章 中 
已 经 研究 过 它 的 初等 内 容 . 谱 论 的 主要 对 象 是 ,对 于 Hilbert 空间 
或 准 Hilbert 空间 上 满足 适当 的 连续 性 条 件 的 线性 算 子 ， 得 到 类 
似 于 代数 中 下 述 经 典 定理 的 结果 : (ED “Jordan 矩阵 ”给 出 C 
上 的 =” 阶 方 阵 (或 等 价 地 ,给 出 有 限 维 复 向 量 空间 的 自 同 态 ) 的 标 
准 形 式 ， 正 如 在 第 十 一 章 中 所 看 到 的 ,适当 加 以 修改 ,这 个 结果 可 
以 推广 到 紧 算 子 上 。 然而 Hilbert 及 其 继承 者 作 了 另外 的 推广 ,这 
种 推广 并 不 那么 显然 , 却 具有 更 大 的 意义 ,因为 它 还 可 以 应 用 到 连 
续 自 伴 算 子 (11.5) 上 (并 且 更 一 般 地 可 以 应 用 到 正规 算 子 (15.11》 
+). 如 同 在 经 典 情形 中 怒 上 的 自 伴 (或 正规 ) 矩 阵 具 有 对 角 标 准 
形 那 样 ,在 这 里 ,我 们 可 以 借助 一 个 单 狂 移 型 来 描述 连续 正规 算 子 ， 
就 是 通过 空间 L (a) 中 乘 以 本 性 有 界 函 数 “的 类 的 乘法 Mu): 
了 一 (wj)~(15.10) 来 描述 。 这 里 不 可 避免 地 谈 用 到 Lebesgue 理 
论 (即使 从 自 伴 算 子 一 一 它 来 自 具有 我 们 所 要 求 的 正则 性 的 微 
分 方程 (第 二 十 三 章 ) 一 一 出 发 , 情形 也 是 如 此 ); 而 且 可 以 之 不 夸 
张 地 说 ，Lebesgue 理论 进 人 谱 论 以 及 与 之 相关 的 理论 (诸如 调和 
分 析 或 局 部 紧 群 表示 理论 等 ), 正 是 它 在 分 析 中 具有 极 大 重要 性 的 
基本 原因 ， 

现代 阐述 谱 论 的 方式 并 不 是 按照 Hilbert 所 设计 的 途径 ,而 是 
使 用 基于 赋 范 代数 理论 的 更 为 优美 与 有 力 的 方法 这 一 理论 是 由 
Tenpqaan 及 其 学 派 开 创 的 。 在 这 一 章 中 ,我 们 主要 研究 对 合 髓 范 
代数 (15.4)， 因 为 正 是 这 种 代数 出 现在 谱 论 中 ，。 然 而 咸 范 代数 的 
一 般 理论 ,尤其 是 谱 与 Tenptbaar 变 痪 《15.3) 的 基本 概念 ,已 经 在 
现代 分 析 特 别 尾 解析 函数 论 中 得 到 另外 的 应 用 ， 我 们 以 问题 的 形 
式 指明 这 些 应 用 的 某 些 方面 ,并 请 有 兴趣 的 读 省 参考 135] 与 [291， 

eate 


本 章 的 中 心 部 分 是 研究 这 样 一 种 对 合 代数 表示 , 它 能 把 "抽象 
地 ”给 出 的 一 个 代数 “实现 ”为 Hibe 空间 上 的 算 子 代数 。 

现代 研究 对 合 代数 琢 示 理论 的 基本 概念 是 Hilbert 形式 , 它 与 
Hilbert 代数 (15.7) 密切 相关 ， 我 们 只 就 两 种 特殊 情形 深入 展开 
研究 : 一 (15.8) 是 紧 群 表示 理论 (第 二 十 一 章 ) 的 准备 , 二 (15.9) 
是 谱 论 与 调和 分 析 ( 第 二 十 二 章 ) 的 准备 ， 我 们 向 愿意 进一步 深入 
研究 (尤其 为 愿意 深入 研究 局 部 紧 群 的 表示 这 一 丰富 而 又 困难 的 
理论 ) 的 读者 热忱 推荐 J. Dmir 所 写 的 两 卷 优美 的 教 本 ([241 与 
[25]), 它 是 关于 这 一 主题 的 权 误 著 作 . 

在 本 书 中 ，Hilbert 谱 理 论 (15.10 与 15.11) 是 作为 Bochner- 
Godement 一 般 定 理 (15.9) 的 特殊 情形 出 现 的 。 我 们 可 以 从 Te- 
"basn-Haiivapk 定理 (15.4) 出 发 , 更 快 地 直接 达到 这 一 理论 ; 然 
而 我 们 觉得 ， 从 一 条 作为 调和 分 析 基 础 的 强 有 力 的 定理 导出 这 个 
理论 会 更 有 教 益 , 尽 管 这 样 做 需要 稍微 多 付出 一 些 努力 . 

谱 论 的 应 用 不 限于 上 本 所 列举 的 那些 方面 ， 在 谱 论 最 著名 的 
应 用 中 , 至 少 应 当 举 出 以 下 三 个 方面 1° 分析 中 最 优美 的 理论 之 
一 一 一 由 Stiehties 创始 的 “ 矩 间 题 ” 以 及 它 的 种 种 分 支 (解析 函数 ， 
正 交 多 项 式 ，Jacobi 矩阵 ， 连 分 式 ， 等 等 )， 它 奇妙 地 富 于 无 界 
Hermite 算 子 理论 之 中 ;2° 遍 历 理 论 与 谱 论 之 间 的 有 趣 关系 ; 3°18 
动 理论 .我 们 已 在 问题 中 提 到 这 些 理论 的 某 些 重要 结果 ， 至 于 更 
为 丰富 的 内 容 ， 请 读者 参考 书目 中 所 举 的 专著 [201, 128], [301, 
[32]. 


L R& š (Ç B 


本 章 中 所 说 的 代数 都 是 指 复数 域 C 上 的 代数 ， 代数 4 称 为 
BARE MRRP ADER e> |x|(5.1), 满 足 ， 对 4 中 任何 
ty BRER 
5.1.1) leyl < lell + Iyl. 

如 果 4 还 具有 单位 元 。 并 且 不 是 单元 素 集 {0}( 即 如 果 c% 
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0), 则 我 们 总 是 假定 4 的 范 数 满足 补充 条 件 


(15.1.2) le = 1. 
AR (15.1.1) 表明 ,4 X 4 到 4 的 到 线性 映射 (+,y) — zy 是 
连续 的 《5.5.1). 


完备 的 赋 范 代数 ( 即 它 的 基 赋 范 向 量 空间 是 Banach 空间 ) 称 
为 Banach 代数 . 

显然 , 赋 范 代数 4 的 任 一 子 代数 BC 当 4 具有 单位 元 时 ,假定 
召 含有 4 的 单位 元 ,以 x lj 在 B 上 的 限制 作为 范 数 ， 就 成 为 
一 个 同 范 代数 。 如 果 m 是 4 的 闭 双边 理想 , 则 赋予 llel 所 诱 
导 的 范 数 《12.14.10.1) 的 商 代数 4jm， 当 4 没有 单位 元 时 ， 就 是 
一 个 赋 范 代数 . ERE H t, y 是 4/m 的 两 个 元 , 则 对 每 个 s> 
0, FE z€ £ 5 y€ y, 使 得 
fel < lell + s, Hyl < sl + ç, 
由 此 leyl] < Cell + seX1?L + e); 因 zy € zp, B e EER 
就 证 明了 liesl < lel : lal. 进而 , 若 4 还 具有 单位 元 e B 32% ms 
4， 则 < 是 A/m 的 单位 元 且 不 等 于 0， 央 之 由 定义 得 到 | || < 
lel = 1; 另 一 方面 ，le| = l| < lle, 23888 Jel > 1, 从 而 
lel = 1 E 4/m 是 赋 范 代数 ， 
(15.1.3) 设 4 是 赋 范 代数 , 则 4 的 子 代数 (相应 地 ,4 的 交换 子 代 
数 ， 或 4 的 左 理想 ， 或 4 的 右 理 想 ) 在 4 内 的 闭 包 是 子 代 数 ( 相 应 
地 , 4 的 交 拘 子 代数 ,或 4 的 左 理想 ,或 4 的 右 理想 ). 

根据 (5.4.1) 与 恒等式 延 拓 原 理 , 通 过 类 似 于 (5.4.1) 的 证 明 ， 
这 个 命题 可 从 4 中 乘法 的 连续 往 得 到 。 

给 定 两 个 赋 范 代数 4, 8B ,代数 同 构 u: 4 一 B 称 为 拓扑 同 构 ， 
如 果 它 是 双方 过 续 的 ， 换 谋 之 《5.5.1)， 如 果 存 在 两 个 数 “> 0， 
b > 0, 使 对 一 切 *E A, A allel < lell < șes.) R 
为 等 距 同 构 , 如 果 对 一 切 *e 4, 有 heh = lll. 
(15.1.4)” 赋 范 代 数 的 例 。 对 任 一 非 空 煲 了 x, Xx 上 的 有 界 复 值 函 数 
HARUR Be ATAR COL) 与 通常 乘法 构成 一 个 交换 Ba- 
nach 代数 ， 不 等 式 (15.1.1) 是 显然 的 ， 而 等 于 1 的 常 值 函数 是 


“336。， 


Sc X) 的 单位 元 且 满 足 (15.1.2》， 当 X 是 拓扑 空间 时 ,有 界 连 续 
户 数 所 成 的 子 空间 @ (X) 是 多 cX) 的 闭 子 代数 。 当 久 为 可 度 
量化 、 可 分 与 局 部 紧 时 ,在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 连续 函数 所 成 的 空间 
多 ECX)(13.20.6) 与 具有 紧 支 集 的 连续 函数 所 成 的 空间 Of (X), 
是 代数 CEOD 中 的 理想 ,而 BE(X) 是 .9c(X) 的 闭 包 。 
(15.1.5) XE C 内 的 闭 圆 盘 |z] 所 1 时 ,根据 解析 函数 的 收敛 
定理 (9.12.1), 在 X 上 连续 且 在 XX 的 内 部 |z | < 1 内 解析 的 函数 所 
成 的 集 .xx(X)CZclX) 是 Fc(X) 的 闭 子 代数 。 
(15.1.6》 我 们 已 经 看 到 (11.1), 复 赋 范 空间 E 的 连续 自 同 态 组 成 
的 代数 红 (E) 是 册 范 代数 (一 般 不 是 交换 的 ), 它 以 E 的 恒 等 映 射 
le 为 单位 元 〈 在 这 里 不 等 式 (15.1.1) 就 是 (5.7.5), 而 关系 式 
《15.1.2) 是 显然 的 )。 此 外 , 当 瑟 是 Banach 空间 时 , S#(E) E: Ba- 
nach 代数 《5.7.3)。 

根据 (11.2.6) 与 (11.2.10), 在 # (E) Ñ, 由 紧 算 子 组 成 的 集 
是 闭 双 边 理想 . 
(15.17) 设 c 是 可 分 可 度量 化 的 局 部 紧 群 ,对 G 上 的 有 界 汕 度 集 
MECC) MTER p)a k pti iZ(13.20.1), CRRA Banach 
代数 ， 事 实 上 ， 这 里 不 等 式 (15.1.1) 就 是 = = 2 时 的 (14.6.2.1); 
单位 元 eCG 的 么 元 e 处 的 Dirac WENA E lel = 1; 最 后 赋 范 
空间 多 ECG) 的 对 偶 MEFCG)13.20.6) 是 完备 的 (5.7.3)。 MbG) 
中 以 G 上 的 左 Har 测 误 8 为 基 的 测度 所 构成 的 子 空间 【〈 连 同 它 
的 范 数 ) 等 同 于 Banach 空间 LECG,8), 这 是 因为 NO) = |tel 
(13 20.3)， 且 由 《14.9.2) 得 到 ， 若 G 是 么 模 的 , 则 L&CG, 8) 是 
ME(G) 的 闭 双 边 理想 ;我 们 总 是 使 Lt(G, p) 等 同 于 这 个 更 想 ( 自 
然 这 样 的 等 同 依赖 半 8 的 选取 )， 在 这 样 的 等 同 下 ,9 el 6) 等 同 
于 MECG) 的 一 个 子 代数 (14.10.5), 它 一 般 不 是 理想 (除非 当 G 为 
紧 时 《14.9.1)), 并 且 由 于 它 的 闭 包 是 LECG, 8X13.11.6), 所 以 它 
一 般 不 是 闭 的 
(15.1.8) 附注 。C 上 赋予 一 个 拓扑 的 代数 4 称 为 可 赋 范 代数 ,如 
采 它 的 拓扑 能 通过 一 个 范 数 定义 ， 而 4 关于 这 个 范 数 成 为 赋 范 代 
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数 ， 为 此 必须 且 只 须 4 的 拓扑 能 由 一 个 范 数 来 定义 ， 这 个 拓扑 与 
4 的 向 量 空间 结构 协调 , 而 且 4 X 4 到 4 的 映射 (x, y) — xy 关 
于 这 个 拓扑 是 连续 的 .事实 上 ， 这 些 条 件 显 然 是 必要 的 .为 证 明 
它们 是 充分 的 ,注意 若 lel 是 定义 4 的 若 扑 的 一 个 范 数 , 则 存在 党 
数 4 > 0, 使 对 4 中 任何 x*, y> 5 lleyll < a > Iel is.542》 如 
果 以 与 上 x 等 价 的 范 数 C5.6.1) elz = liz Fü ë jeho W 9 B, 
leyl < lll, + lylo 于 是 在 4 没有 单位 元 的 情形 下 我 们 的 断言 成 
立 ， 在 4 具有 单位 元 。 关 0 的 情形 ， 对 每 个 x* € 4 沙 忠 左 平移 
工 ::y 一 xy， 它 是 典范 空间 4 的 一 个 连续 自 同 态 ， 且 有 L, = 
L,+ L, W 4 € C # Lr = ALa ÙR Lor 一 LeoLw; 换言之 
kA z > L, 是 代数 4 到 S (A) 的 同 态 * 这 里 S (A) 是 赋 范 空间 
4 的 连续 自 同 态 组 成 的 代数 ， 此 外 ,这 个 同 态 还 是 单 射 ,因为 由 关 
A L, = 0 ÈB z — re = Le) 一 0. 现在 一 方面 注意 到 |L:i 拟 
aljixiiK5.7), 另 一 方面 注意 到 ‖zj = heel < 所 :| * Bell, 即 可 由 此 
推出 ,车 令 leh 一 ILe M leh 是 4 上 的 一 个 范 数 ， 它 等 价 于 给 
定 的 范 数 || |K5.6.1), i 4 X T |z], 是 赋 范 代数 
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问 题 
1) 设 4 是 C 上 的 由 定义 于 [0; 1] 且 在 [0, 1] 上 次 连续 可 导 的 复 值 
函数 组 成 的 代数 , 试 证 在 4 上 :函数 


ki = 222 sa pee) 


A} ogret 
是 一 个 范 数 ,而 43k SSE Baach 代数 。 
2) 设 (em) 是 正 数列 ， 满足 wo = 1, Cap Sasa, lim ej = 0, DAR 


示 具 有 复 系数 的 形式 军 级 数 * = D s (其 中 (E) WRD alil < 


十 co) 所 成 的 集 , 试 证 4 是 了 的 形式 寡 级 数 所 成 的 代数 CT 的 于 代数 ,而 
全 上 = Balil 是 4 上 的 范 数 ， 4 关于 这 个 范 数 是 具有 单位 元 的 Banach 
代数 . 
3) 设 w(X) REC WARR Xle <1 BER, 在 xX 的 内 部 |*| <t 内 
+ 338 > 


解析 的 函数 所 成 的 集 。 对 GO 的 两 个 元 *。y。 对 一 切 S EX， 令 
CC 下 < — yG); 

试 证 这 个 乘积 使 得 ACO 成 为 没有 单位 元 的 交换 代数 ， 且 关于 cx 的 范 

数 在 -x(x) 上 的 诱导 范 数 ,赋予 上 述 代数 结构 的 AX) 是 Banach 代数 . 

4) 驴 设 9 是 定义 在 只 上 的 满足 下 述 条 件 的 有 限 实 值 函数 的 集 : o 5 
FECR, 4)( 其 中 是 Lebesgue 测度 ),o( 一 = (D), ER E oao, 
包 在 [0， 十 co [上 递减 。 每 个 函数 4 & 2 是 属于 2 的 阶梯 函数 的 递增 序列 
(en 的 一 至极 限 ， 令 

KCE) = ok0) + |” oG), 
试 证 ,着 os mw 属于 o, Rl oik o, 也 属于 9, HE Moko). 
(首先 考虑 这 样 的 情形 ， 函 数 oo 之 一 是 阶梯 国 数 . ) 

5) 以 表示 尽 上 满足 下 述 条 件 的 2 TARA 所 成 的 集 ， 至 少 对 
一 个 函数 o € 2， 函数 A o 3 3 可 积 的 (约定 C+ 0)=9). 我 们 有 2G 
w. ABS Fe r, 令 

Nə (D) = Catv [AO /eG040"2, 
试 证 也 有 
NAD = 3 iot (Wo) S OOD. 
出 此 推 基 .w 是 复 向 量 空 间 , Ne 是 .x 上 的 一 个 半 范 数 、( 注 意 当 。,5,<,8 是正 
实数 时 ,有 本 ; 
4 人 < 人 + ) 
NUERA BRER LUR, DNL, 和 ) 中 ,和 且 
NENG), NOEN). 

D 设 / 是 属于 ONA 的 如 下 定义 的 函数 : 对 “一 1<*<on (= 是 正 
SE), fx) = m 在 其 余 点 处 ,f(x) = 0， 试 证 1 不 属于 上。 

q) 对 每 人 函数 16 Z, 试 证 在 4 内 存在 函数 oy, 使 得 

roD = | ias =N). 
(考虑 属于 o 的 函数 的 序列 (oo)， 使 得 Von) = MaC), 并 和 且 使 积分 
人 orey BBUSBEP|IEEP NO), ESIE in supay 并 利用 Prou 
3%.) 
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c) 1 可 忽略 函数 所 成 的 子 空间 灵 包 含 在 内 ,并 且 ws( 通 过 商 ) 在 空间 
A= /4 上 给 出 一 个 范 数 . 试 证 4 关于 这 个 范 数 ( 记 作 NI (PD R PD 成 为 
Banach ZE CE G) 是 属 于 .zx 的 函数 的 Cauchy 序列 ， 证 明 序列 Cor) 在 
£: rhtkk , LEH flon 的 类 所 成 的 序列 在 L: 中 收敛. ) 

f) WI. RIDEI] [一 * n], -| 二 是 属于 .w 旦 其 支 集 包含 在 忆 内 的 
函数 组 成 的 集 。 试 证 对 于 每 个 函数 7E .ws 函数 序列 《fp1,) 在 z 中 趋 于 1， 通 
过 Na 在 .4|!, 上 定义 的 拓 扩 与 通过 半 范 数 N. 在 .jz 上 定义 的 拓扑 是 等 价 
的 .由 此 推断 空间 SF(R) 在 .内 处 处 稠密 ,并 且 Banach 空间 4 是 可 分 的 . 

g) 若 ! 与 ?是 属于 .x 的 两 个 函数 , 试 证 

txel? < et, 

DETA  @ Og 
由 此 推断 Noke) <Ns(J)Na (a), A A FERR Banach 代数 , 称 为 Beurling 
代数 ，Beurling 代数 没有 单位 元 。 

5) 设 4 是 没有 单位 元 的 败 范 代数 ,在 集 了 一 4XxC 上 ,通过 令 
CEA) + A) = (z + ht ADANE A) = (zz + Ar + Aa AY 
与 Kazy A) = (nz, PA) 来 定义 C 上 的 一 个 代数 结构 。 试 证 (0, 1) 是 了 的 单 
位 元 ,此 zx, 人 | = Ë + 14| 是 3 上 的 一 个 范 数 ,3 关于 这 个 范 数 成 为 赋 范 
代数 ;车 4 是 Banach 代数 , 则 了 也 是 Banach 代数 


2, 赋 范 代数 的 元 的 谱 


在 本 节 中 ， 我 们 假定 4 是 具有 单位 元 。 = 0 的 赋 范 代数 。 对 
z€ 4 复数 5 称 为 * 的 正则 值 ,如 果 re 在 4 中 具有 道 元 ; 如 果 
复数 5 不 是 x 的 正则 值 , 则 称 为 * 的 谱 值 ; * 的 谱 值 所 成 的 集 称 为 
a (在 4 中 ) 的 谱 记 作 Sp (z) Spee), 4 4 E Wq == [Ri E = (0) 
的 连续 自 同 态 所 成 的 代数 (BE) 时 ， 这 些 定义 与 (111) 中 的 定 
义 相符 
(15.2.1) 例 ， 对 每 个 16 C, 由 定义 得 到 , Spale) 一 {1}， 且 对 
H z € 4, 有 Spa(x + he) = Spal) 十 1. 
《15.22) Wie Cx 一 5 是 4 中 的 ( 左 或 右 ) 零 因子 , 则 5 是 * 
的 谱 值 ,但 反之 不 然 《11.1 问题 3). 
(15.23) Ü P(X)= x + a,X 十 … + orX" 是 不 等 于 常数 的 复 
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系数 多 项 式 , 且 假 定 os 0, 对 xze4) 令 
PG) 一 ac + mr + + asr", 
对 每 个 复数 a, 可 把 P(X) 一 产 写成 
P(X) — p = al X — a) (X — h)a 
其 中 2, WEE (9.11.2?。 因 为 4 的 由 “与 * 生成 的 子 代数 是 交 
换 的 ,所 以 
P(X} — pe = tlx — de) (z — hue), 

为 使 P(s) 一 ae 在 4 中 是 可 逆 的 ， 必 须 且 只 须 所 有 + 一 he 在 4 
PETINA 因而 p& Sp4(P(x)》 等 价 于 ; 至少 对 于 一 个 b 有 
2; € Sp (a); 由 于 PXp) = U "> 4 和}，、 所 以 这 个 条 件 等 价 于 
p E PCSp4a(x)), 因 而 
(15.2.3.1) Sp (P(z2) = PCSpa C) ). 

假定 0g PC(Spx(x)), 从 而 PC) 在 4 中 可 逆 , ig 0(X) 是 另 一 
复 系数 多 项 式 , 并 令 

R(X) = Q(X JPR), 

于 是 我 们 能 作出 4 的 元 OORE = PE, WER 
ERG). 此 时 有 
{15.2.3.2) Sp.(RG2) ~ RCSpal#)). 

事实 上 ， 必 要 时 用 及 一 《其 中 p& CRE R BAHANE 
BH RC*) 可 逆 当 且 仅 当 0 六 RCSps(x)》, 或 等 价 地 ，2(x) 可 逆 当 且 
RH 08 (CSps(z))。 但 当 台 不 是 常数 时 ,这 可 从 (15.2.3.1) 得 到 ， 
而 当 Q8 是 常数 时 , 这 是 显 见 的 。 
(15.24) 设 4 是 具有 单位 元 e 去 0 的 Banach 代数 , 则 

G) 4 的 可 逆 元 所 成 的 乘法 群 G 在 4 内 是 开 的 ,包含 球 jx 一 
中 < 1, 并 且 4 的 拓扑 在 G 上 的 诱导 拓 补 与 G 的 群 结构 协 请 . 

Gi) 对 每 个 ze A, x 的 正则 值 的 集 R = C — Sp GO) #E C IÑ 
是 开 的 ,并 且 R, EARRA E — G — te) 是 解析 的 ， 

GD 8 Spx(x) 在 C 内 是 非 空 紧 集 ,并 且 包 合 在 球 |5| < lil 
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m. 

对 于 G), RARD (8.3.2) WER JER A REMES (E; 
F) A GREBED B, MERER GHAR Ika + 一 x 
是 可 导 的 ,和 同样 地 ，(ii) 和 Gü) 的 证 明 与 (11.12) 和 《11.1.37 的 
证 明 ( 除 记号 外 ) 相 同 。 
(15.25) (Tempann-Mazar 定理 ) 设 A È Banach 代数 , 若 4 是 域 ， 
则 必 有 4 = Ce, 

事实 上 ， 若 z€ 4， 则 根据 (15.2.4，《 道 )), 在 在 26 C， 使 得 
xz 一 je 是 不 可 逆 的 ;然而 因为 4 是 域 , 所 以 * 一 1e， REZ, AS 
Ce, 
(15.26) 设 4 是 具有 单位 元 = O AJ Banach 代数 ，xz 是 4 的 
可 逆 元 , 满足 |z] = l|] = 1, MU Sp,G) 包含 在 单位 圆周 也 
A. 

事实 上 ,， 若 3 是 C 内 的 球 |¿| <1, 则 由 (15.2.4《 道 )) 得 到 

Sp(z)C B 与 SPCx DC B. Sp(z 1) = (Spl) y (15.2.3.22, 我 
们 的 断言 得 证 。 
《15.27) GYA ERRE WI EA r€ 4 ,序列 (| 各 "7 ik 
伍 且 其 极限 等 于 inf e). 

GD 设 4 是 具有 单位 元 e 0 的 Banach 代数 , 则 数 p(*) 一 
lim Cher) 等 于 以 0 为 中 心 的 包含 Spa(s) 的 最 小 圆 盘 的 半径 。 

我 们 来 证 明 G). < a, 一 Jeh E x 是 宕 和 零 的 , 则 所 述 命题 显 
RRL ARER a 有 m > 0. 根据 (15.1.1), W Loa, < 
erap。 设 关 是 正 整数 , 则 每 个 正 整数 n 可 唯一 地 写 为 # 一 p(n)m 十 
aa), FER pla) 与 4(z) EER, 0 < qbw) < m, HE limp(n)/n 
= l/m, HE], af < imat, HAH s 趋 于 十 co 时 
aln) REER m ARRE TA lim, sup oy” < on”, 由 于 这 个 不 
等 式 对 一 切 整数 秋 均 成 立 , 从 而 推出 


lin, sup a" < inf aZ" < lim, inf a°, 
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这 就 证 明了 (i)(12.7.11)。 

对 于 (u), 若 El > pl*), 则 对 一 切 满足 p(x) < r < | 可 的 
r> 当 # 充 分 大 时 ,有 人 sw S CD AmA G 为 通 
项 的 级 数 收 敛 且 具有 和 《e — tay (832.1), Mam 了 Sp4(%)。 
反之 ,对 0 之 r 之 p(x)， 函 数 (e 一 全 六 不 可 能 在 13 > > 内 
有 定义 且 解 析 , 因为 医 数 一 《e — sz) 当 El 充分 小 时 解析 且 


等 于 级 数 >) (Ez) 的 和 ,于 是 根据 (9.9.1) 与 (9.92)， 该 函数 就 
会 在 |#| < rT ARTEA D Gry 的 和 各。 然而 这 是 不 可 能 的 ， 


aM o-< = < t, n ADAE A MELY > El 
r); E lE > rS a 十 oo Ri RA (Eley F+. 
P 称 为 > MER, EF (1524, Gi)) 501523.1), 对 


-PEER k, 我 们 有 
(15.2.7.1) pla) < Yells 
(145.2.1.2) PEER (oG). 


(15.2.8) G) A, BERA Bauch 代数 ,分 别 具 有 非 零 单位 元 
ec's m A — B ERE aC e) 一 的 代数 辐 态 , 则 对 一 切 xE€ 4, 有 
Spslu le) )}C Spale). 

Gi) 63039. EE 4 B WATR B i p RA F — ie i 
元 , 则 对 一 切 xe 4， 有 Spa(z)CSpi(s); 此 外 ,SpaCe) 的 任 一 边界 
点 都 属于 S). 因而 若 Spx《*) 没 有 内 点 , 则 Sp Ge) = Spa). 

对 于 G), 着 $e C, z — t EA HETER, M wx 一 $c) 一 
ula) — te 在 3 中 是 可 逆 的 ,由 此 即 得 所 述 结论 ， 

至 于 Gi) 第 一 个 论断 是 Ci) 的 特殊 情形 .为 证 明 第 二 个 论断 ， 
只 须 证 明 , $ 和 是 S040) 的 边界 点 ， 则 * 一 he 在 中 中 不 是 可 逆 
的 . REBRE, FE r (在 4 中 ) 的 正则 值 所 成 的 序列 (za)， 使 得 
(4s) 趋 于 a. 因而 对 每 个 正 整数 "， 在 4 中 存在 z 一 4e 的 道 元 
(x 一 iney, TEE B BEE r 一 jne 的 递 元 F Spl), 
如 序列 (Cx 一 ne VD 就 会 在 了 内 趋 于 x 一 je 在 B th 85 3 36 
区 15.2 4，(i))》， 然 而 由 主 4 在 互 内 是 闭 的 ， 所 以 ?《 4 并 县 y 也 
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Er hoe 在 4 中 的 逆 元 ,而 这 是 不 可 能 的 。 


间 题 


D 设 4 是 没有 单位 元 的 赋 范 代数 ,我 们 可 以 把 4 看 作 15.1 问题 5 中 定 
义 的 赋 范 代数 的 一 个 闭 汉 边 理想 。 对 每 个 4, 我 们 仍 把 * 在 了 中 的 洋 
称 为 * 在 4 中 的 涪 , 并 记 作 sp(x) BE SPAC), 同样 也 把 p(w) ( z 看 作 4 8926; 
素 ) 称 为 * 的 谱 半 径 . 

a) 设 4 是 Banach 代数 , 令 # = iof (| 人 17; 试 证 对 一 切 *c 4 有 

MOPS 
a< it g9 <. q 

b) Æ, ”是 Banach 代数 4 的 两 个 元 。 试 证 Sp(2y) 与 C 一 {0} 的 交 等 
FPSO) 与 C — (0) 的 交 ,因而 plyx》= oC) (参阅 11.1, 8822, 

2) 没 4 是 具有 单位 元 的 Banach 代数 . 

a) 若 z € 4 具有 左 (相应 地 ， 右 ) 逆 元 y, 则 满足 |=” — =||< | 的 每 
+= € 4 具有 左 (相应 地 , 右 ) 进 元 

b) W (z) 是 4 中 的 序列 , 且 每 个 xm 都 具有 左 (相应 地 ， 右 ) 逆 元 ”- E 
序列 (s) BAF = HEN (yw) AR, Ne RAZOREN ANET. 

3) BARRERA 对 每 个 *€ 4, 以 Le (相应 地 , R.) 表 示 4 到 自身 的 
连续 线性 映射 yey (相应 地 ,yyz)。* 称 为 在 (相应 地 , 右 ) 拓扑 零 因 于 > 
如 果 以 《相应 地 , R) 不 是 4 到 它 的 象 上 的 同 蚌 ， 

a) 给 出 左 拓扑 零 因 于 不 是 左 零 因 于 的 例 (参阅 11.1 问题 4). 

b) 对 每 个 x€ 4, 令 

AG) = ist ly lls ACE) = ist fe livla 
试 证 
[A — XD Ele — vl, IPE — POSI vs 
MAOA EAO), VERWOED O. 
由 此 推断 左 ( 相 上 应 地 , 右 ) 拓 扑 零 因子 所 成 的 集 在 4 内 是 闭 的 。 

O 设 4 是 具有 单位 元 的 Pamah 代数 。 若 元 x € 4 是 左 不 可 雍 的 ,但 它 
是 左 可 逆 元 序列 (sw) 的 极限 , 则 * 是 右 拓扑 零 因 子 (利用 问题 3))， 由 此 扒 
W 4 中 肢 非 可 逆 元 又 非 拓扑 雪 因 子 的 元 所 成 的 集 是 开 的 . 

由 试 证 在 代数 《XX15.1.5) RRAN 1x ARE oi, 又 不 是 
HEAT. 
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4) 设 4 是 具有 单位 元 。 的 Banach 代数 ,并 且 革 中 唯一 的 右 拓 站 零 因 于 
是 0 , 试 证 此 时 4 = Ce( 考 二 Sp(*) 的 边界 点 井 和 月 问题 3))。 

5) a) 在 具有 单位 元 的 Banach 代数 4 中 ,元 < 称 为 拓 盾 项 堆 元, 如果 序 
P| (e) 趋 于 0; 为 使 > EIEE, MAERA oC*)<1. 

b) 元 x € 4 称 为 所 堵 才 元 ,如 果 oC) = 0; 这 等 价 于 对 任意 纯 旱 *， 当 
nET + oo 时 ，(C 六 侈 于 0。 拟 灾 零 元 既是 左 拓 瓜 零 因 于， 又 是 右 拓扑 零 
m+. 

c) 设 u 是 Banach 25[3J E 的 连续 自 同 态 ， 试 证 ， 若 对 一 切 2 € E 有 
Him COPA = 0% 则 “在 Banach 代数 4 = Z(E) hEMF. 《注意 对 
AEC 一 {0}, 对 一 切 1€ EA CLE 为 通 项 的 级 数 收 敛 , 并 利用 Banach- 
Steinhaus 定理 (12.16.5).)》 

6) 设 E 是 可 分 Hilbert 空间 , (es)s>u 是 下 的 Hilbert 基 ，4 是 Banach 
RALE), 

a) 设 *《 ARRE Len) = en ERA, RE a 983805, A 
而 不 是 等 零 的 。 

b) 定义 序列 (es) 如 下 : 车 > 是 2# 与 某 个 奇数 的 乘积 ， 则 令 心 一 人 
Bo EARME Ae) = “esa WARAS AE” AA 9883809. 《注意 
| 的 让 一 sup (esesaeesaa= i) 并 计算 qes…asr_: 的 值 . ) 

°) 对 每 个 整数 《， 设 me 4 是 如 下 定义 的 自 同 态 : 着 * 是 2 与 某 个 党 
BIRR, ME Ke) = 0, 否则 令 en) = tatap WUE v4 ERRA E 
le — vd) E AAEH F 0, 因而 4 的 所 里 零 元 所 成 的 集 不 是 闭 的 。 

T) 设 4 是 其 有 单位 元 e 的 Banah 代数 .使 得 plax) = 0 对 一 切 a € 4 
成 立 的 x € 4 所 成 的 集 沉 称 为 4 的 根基 、 雍 时 对 一 切 *E 4, 也 有 ea) = 0, 
并 且 员 是 闭 双边 理想 ， 它 就 是 使 得 。 一 ae 《对 每 个 ae A) 是 可 道 的 :的 集 
QED «ETRA. ER, 则 对 每 个 waE 4, x 一 az EER). % 的 元 都 
RETIE S 是 一 个 左 理 配 并 且 它 的 所 有 元 都 是 拟 曝 零 的 , 则 Sc 咬 . 若 
R — {0}， 则 4 称 为 无 报 代数 。 代数 A/N TERR. Hr AAR Bi 
同 态 * 则 对 一 切 zE4, 有 Spa(z*) 一 SFarx(r(z))。 

8) 设 E 是 Hilbert 空间 ，4 = P(E) 是 的 连续 自 同 态 给 成 的 banach 
代数 . 

a) tuea, WEF e RERI, M r BERAT, E E) E E NRA 
ROM o RAFAT. 3⁄8 OBB E) # E RNS E AT E, z 是 左 在 
TGE2l8 +, AREA TOERNE E 的 元 的 序列 (x), 使 对 一 切 # 有 
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jen] = 1 并且 Jpn a(x) = 0), FERAM, 


b) 试 定 ， 若 “是 满 射 而 非 单 对 ,或 #* ERAH CE) 在 E 内 是 闭 的 并 且 
不 等 于 BE, 则 ”是 4 的 非 可 复元 组 成 的 集 的 内 点 (利用 问题 37) 

°) 试 正 4 是 无 根 的 (证 明基 4 的 根基 不 等 于 {o}， 则 它 含 有 一 个 秩 为 1 
的 正 交 投 影 算计 ). 

9) 设 4 是 具有 单位 元 e 的 Banach 代数 。 对 每 个 >E 4 级 数 <+(z/11) 
+ (21) + e + jal) + 收敛; FE exp(z) 表示 此 级 数 的 和 ， 册 
对 4 中 两 个 可 交换 的 元 *,y， 有 exp(x + y) 一 exp《x)exsp《y); 特别 ，C 在 映 
射 6exp( 码 ) 下 的 象 是 包含 在 4 的 可 逆 元 所 成 的 群 G 之 内 的 连通 于 群 . 

对 每 个 满足 |e 一 =||< RG z€ 4, 通 项 为 一 (< 一 zY'/n(n2>1) 的 级 数 收 
伊 ; 如 果 以 loge 沁 此 级 数 的 和 , 则 exp(1ogz) = x, 

试 证 G 的 由 ssp(47 生成 的 子 群 是 6 的 么 元 的 连通 分 文 ; 考虑 4 为 交换 
的 情形 。 为 使 元 x € 4 具有 expCy) 的 形式 (其 中 y 是 4 的 某 个 元 ), 必 须 且 只 
须 * 属 于 G 的 菜 个 交换 连通 子 群 (为 证 明 所 述 条 件 是 充分 的 ， 归 结 为 4 是 交 
换 的 情形 》. 

10) 设 4 是 具有 单位 元 。 的 Banach R, CAMT ATAR R E 
G, 是 G 的 么 元 的 连通 分 支 . 

a) 试 证 ; 若 >《 4 满足 : 对 某 个 正 整数 *。 S m e, 则 x& G. 《注意 
zx 的 谱 是 有 限 的 。 由 此 推断 使 得 z + (1 一 2) 为 可 逆 的 &E C 的 集 是 连通 
By.) 

b) 假定 4 是 交换 的 , 试 证 G/G, 的 每 个 吴 于 么 元 汐 元 都 是 无 限 阶 的 .( 注 
意 若 >E GB >€ G,, WARAY € 44 =" = exp(y), 由 此 (xexpC 一 (1f 
n)" = e, HRIH a).) 

11) 设 4 是 具有 单位 元 z 的 交换 Banach 代数 , x 是 4 的 元 ,K = Spa(z). 
假定 玉 具有 下 述 性 质 : 存在 天 的 基本 邻 域 系 U), 使 得 每 个 0, 的 边界 是 某 
些 不 相交 的 简单 闭 虹 线 的 并 ,这 些 闭 邮 线 是 回路 7w(1 <《<p,) 的 象 ; De 的 
边界 包含 在 U, 内 , 且 若 函数 车 一 个 复 Banach 空间 中 取 值 县 在 5, 一 Ui 
的 一 个 邻 域内 解析 , 见 有 


Pr Paja 


最 后 ;车 在 Vr RRIT WA 
3460 


> frn F(E)ds = a, 
并 且 对 一 切 <e U,, 有 


Pr 
= 21, 08 


Y Ez 


《利用 第 九 章 附 录 的 问题 4b) 能 证 明 这 些 性 质 ; 关 于 狮 的 证 明 ， 参 看 第 二 十 站 
W.) 

a) 设 了 是 上 的 一 个 邻 域 , f 是 了 内 的 (在 C PRERA RR AIER 
满足 Zec7 的 一 切 ”,4 的 元 


1 < _ 
= 2 |, G — ayat 


Af a, EBLEG). wEB- ER 2 Ew ARE C hk 
BRIER B fE x ftJ) 3 S:fE v NW 内 的 某 个 邻 域 上 有 (8) = 2(8), M 
Ie) = gx). 

b) WEEE) = 1, WG) = 6 #1) = 5, WO = =. 《利用 
Cauchy EM (9.6.3) 归结 为 沿 以 0 为 中 心 且 半径 大 于 o) 的 一 个 圆周 上 
的 积分 ,使 得 能 把 《se 一 x)” EFA T WARR.) 

<) BRIE, # k = f + g (相应 地 3 5 二 fg), HER # 55 g 在 天 的 一 个 邻 域 
内 解析 , 则 ACE) = JG) + eC*) OBN, AC) = Keele). 《证 明 第 二 个 
论断 时 ， 借 助 邻 域 0 表示 藉 *)。 并 借助 令 域 Uo 表示 EC), 注意 


ee ee 


并 利用 Lebesgue-Fubini 定理 .》 

4) 车 f 在 C 中 取 值 并 在 K 的 一 个 分 咸 内 解析 , 则 SpCACx)) = HspCx))。 
(注意 若 4e SPC*)， 则 对 适当 选取 的 函数 ge， 有 Ae — JG) = Qz 一 *)x 
EE) RE, A E GE 4 中 可 道 ,必须 旦 只 须 在 SP(x) 内 有 忒 的 天 0， 

°) 设 /是 在 Sp(z) 的 一 个 邻 域内 解析 的 函数 ，8 是 在 SUC) 的 一 个 
邻 域内 解析 的 函数 , 试 证 , 必要 时 限制 在 了 有 定义 的 开 集 上 ,4 一 gef 有 定义 
并 且 (a) = E, 

f) 特别 是 ,车 Sp(z) fB S #ER8 [8] <t 内 , 则 对 每 个 实数 4, 级 数 

‘+ 2; ( M ) = 
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在 4 中 收 伍 于 一 个 元 y， 它 与 > 可 交换 :并且 使 得 Sp(y) Æ 5p(*) 在 函数 5 
Qiy (R 一 0 时 其 值 等 于 1 的 分 支 下 的 象 ， 往 别 是 , 若 « = 1m, 其 
Hm EER, A y” 一 “一 z, 因而 我 们 令 ， — (z — z)”, 

12) a) 在 问题 11 的 很 定 下 ,并 设 (Kieran 是 Sp(z) 分 解 为 紧 集 的 一 个 
划分 ;对 每 个 i, 设 U, 是 K, 的 邻 域 , 并 且 U, 两 两 不 相交 . uk; EEUE 
ksn) 的 并 内 解析 的 函数 , 它 在 U, 上 等 于 1, 而 在 URAN LEF RE 


< 一 (x) E: ARRET B i PPE eea = 0, 并且 = 22 e 


Jai 


b) 设 4 是 Ssp(z) 的 狐 立 点 、 


Ge- De — Ay (Ge D 


E (= 一 ”站 "在 和 的 一 个 邻 域内 的 Laurent 级 数 展开 式 。 试 证 如 果 在 sp(z) 
的 由 (A) 与 Sp(*) 一 (AJ 所 构成 的 划分 中 ,ex 对 应 于 { 对 是 景 等 的 , 则 对 k> 
5 
aAe — #) = (I) 
<) 设 ?是 4 的 由 “与 = 生成 的 予 代数 , 则 为 使 5p(*) 只 有 有 限 个 点 ( 它 
TBE Ge 一 zy 的 极点 ), 必 须 昌 只 须 了 是 有 限 维 的 .( 若 《6e -sy = 


之 FX$)ajs 其 中 F; RARASAN W a 是 这 些 a, 的 线性 组 合 ， 有 反之 ,车 
5 是 有 限 维 的 , 则 知 在 不 恒 等 下 零 的 多 项 式 1, 使 得 KC) = 0。 此 时 sp(z) 包 
含 在 /的 零点 集 内 ;车 和 是 1 的 P 阶 零点 ,证 明 还 有 (Qe 一 spa, = 0, ) 

4) Ru sp(z) 的 开 邻 域 , 它 只 有 有 限 个 连通 分 支 py， NORE U ARE 
机 的 函数 7 WE (z) 一 0， 必须 且 只 须 下 列 条 件 得 到 满足 : 

1” 对 于 使 得 Sp(z) nv 或 为 无 限 或 合 有 (se 一 z) 的 一 个 本 性 奇 点 的 
SAU AIU 一 9; 

2° Che 一 +) 的 每 个 # 阶 极点 是 F OMERE r RRA. (证明 条 
件 2° 的 必要 性 时 , 作 如 同 c) 中 的 推理 .) 

13) 设 4 是 具有 单位 元 的 Banach 代数 ， 口 是 C 内 的 开 集 ， 试 证 使 得 
Spa(z2)CU W z € 4 的 集 9 在 4 内 是 开 的 。 车 f 在 U0 内 解析 , WJ o PL 4 8k 
Ñ ala) 是 任意 次 可 导 的 ， 

14) 设 4 是 具有 单位 元 ( 记 作 1) 的 Banach 代数 ， 

a) WER 4 的 每 对 元 +,y 588456 € C, A oley) = ply)。 
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b) RE, # z. y 满足 : 对 一 切 & tC, 有 
eye 
(是 正常 数 ), Mey = ye, (FIM Liouville 定理 与 函数 65>etyeTt* 在 = 
0 的 分 域内 的 Taylor RFA.) 

c) 设 对 一 切 * € 4 有 lz? = 上 上， 试 证 4 是 交换 的 《注意 此 时 对 一 
Me € AB oE) = lell, 并 把 这 个 关系 式 应 用 到 ayat" 上 ;然后 利用 3) 与 
b).) 

d) 试 证 ,着 存 在 正常 数 人 ,使 对 4 的 任何 一 对 元 z, y, 有 loal Ekle 
则 4 是 交换 的 (以 “zy 代替 y, 以 ct" RE x, 应 用 所 述 的 不 等 式 并 到 用 8))。 

c) ka € ARE: 对 一 切 5EC eed, 有 

|C + 8 + 1)z|| < eCa + E + 200, 
试 证 此 时 2 属于 《的 中 心 ，( 证 明 对 一 切 #eC 55—BJ8ç Ë e>, (Sh > iË 
赖 于 $5), 对 一 切 yE 4, 有 
Metty 0 Í PY <ph 
然后 令 = 趋 于 + oo 并 利用 52.) 

15) 设 4 是 具有 单位 元 “ 的 Banh 代数 ，C 是 4 的 含有 。 的 交换 Ba- 
mach 子 代 数 , 试 证 存在 4 的 交换 Banach 子 代数 8, 使 得 B 包 含 C 且 对 一 切 
z€ C, 有 Spa(x) 一 SpA) 


3. 交换 Banach 代数 的 特征 标 与 谱 。 
Terpdhaaz 变换 


l 


设 4 是 (C 上 的 ) 交换 代数 ， 代 数 4 到 C 的 任 一 不 恒 等 于 零 
HAS Z, 称 为 4 的 一 个 特征 标 ， 因 为 对 一 切 纯 量 2 有 Xar) = 
1X(x)， 所 以 xX 不 恒 等 于 零 这 一 条 件 等 价 于 X4) =C. FAR 
有 单位 元 e = 0, 则 应 有 z(2) 关 0《〈 否 则 就 会 对 一 男 *《 4 都 有 
Xe)— Kex) = XXE) = 0); N% eP = Ke) ~ X(e), 
由 此 推出 Xe》 = 1, 

《4 的 理想 m = 4 称 为 标 大 理想 ,如 果 不 存在 满足 下 述 条 件 的 
BE nm nn 4 且 mCn。 篆 4 具 有 单位 元 , 则 m 是 极 大 理想 
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等 价 于 4/m ERR. 
(15.4.1) 设 4 是 具有 单位 元 。 关 0 的 交换 Banach 代数 , 则 

G) 对 每 个 x € 4 与 4 的 每 个 特征 标 X, 有 Xa) € Sp). 

GD 4 的 每 个 特征 标 X 是 范 数 为 1 的 连续 线性 形式 

Gi) Bk34 z — x-'(0) 是 4 的 特征 标的 集 到 4 的 极 大 理想 的 
集 上 的 双 射 (因而 4 的 极 大 理想 都 是 闭 的 )。 

论断 G) 是 《15.2.8,Ci)) 的 特殊 情形 ,由 此 并 由 《15.2.4,Ci3)) 
推出 |XCx)| < | 中 ,这 表明 (5.5.1) z 是 范 数 不 大 于 1 的 连续 线性 
形式 ; 又 由 于 XCe) = 1 5 lel = 1, FA |z] = 1。 最 后 ， 由 于 
X(4) 一 C, 故 商 代数 4/m 是 同 构 于 人 的 域 ,从 而 m 是 极 大 的 . 反 
之 ,考虑 4 的 极 大 理想 u， 我 们 首先 证 明 它 是 闭 的 , 而 这 是 下 述 命 
题 的 推论 : 
《15.3.1.1) aam, aAA, Mapa a 是 一 个 不 
等 于 4 的 理想 . 

事实 上 , 余 集 Ca 包含 4 的 可 逆 元 所 成 的 沁 G, (fü G # 4 内 是 
开 的 《152.4,( 让 ), 因 而 G 包 合 在 i 的 余 集 内 ， 

把 这 条 引 理 应 用 于 极 大 理想 n, 因为 RD H ñ= 4， 这 表 
明 ñ= n, 于 是 商 赋 范 代数 (15.1) 4 fn 是 Banach 代数 (12.14.9); 
由 于 mr 是 裤 大 的 ， 故 AJ 是 域 。 于 是 由 Tene 中 sa-Mazur 定理 
(15.2.5), Af 同 构 于 C, 热 言 之 , 存在 唯一 的 同 态 z: 4 — C, 使 
Xe) 一 1， HH XO) 一 n， 从 而 ( 道 ) 得 证 ， 
(15.3.2) 设 4 是 具有 单位 元 e 关 0 的 Banach 代数 , 则 4 的 特征 
标的 集 尖 (4) 是 4' 的 单位 球 |x” | < 1 的 子 集 , 这 里 4 是 Banach 
RH ABREN, ME XCO 在 4 内 关于 弱 拓 扑 《12.15) 是 闭 
的 . 若 4 是 可 分 的 , 则 XCO 关于 弱 拓 扑 是 可 度量 化 的 并 且 是 紧 
的 。 

根据 (12.15.9), 问题 归结 为 证 明 XC A) 是 4' 的 闭 子 集 , 或 等 
价 地 ,证 明 车 * 属 于 多 4) 在 4 ARTAR, M aH 
PI z, yo E Ceyo up = (z, ey, ups MTI Ces u) = 1; 这 一 点 可 
HA B CRRI u (z, (845 4 z € A) 的 连续 性 与 恒等式 
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延 拓 原理 得 到 。 

RPA 4 的 绊 折 扑 诱导 的 十 扑 的 集 XCA), RA A 0938. 对 
于 每 个 *& A, RIE XCA) 到 人 的 映射 x*~> XG) 记 作 多 x 或 
€ x; ROA X BJ Tempar WA, i A E CIO 的 映射 + 一 Zx 
RRA Tempa 变换 .于 是 按 定义 ,对 一 切 *《 4 与 一 切 X& X(A), 
有 ` 
(15.3.3) CFAA) = Xle). 
(15.34) 设 4 是 具有 单位 元 。 = 0 的 可 分 交换 Banach 代数 , 则 

G) Tenpqasn 变换 r—> x 是 Banach 代数 4 到 Banach 代 
数 多 c(X(4)) 的 连续 同 态 , 它 满足 上 多 x = p(x) < el BSc 
是 等 于 1 的 常 值 函 数 . 

Gü) XCA) 上 连续 函数 多 x 的 值 的 集 等 于 Spx(x)， 特 别 , 为 
使 是 可 逆 的 ,必须 且 只 须 多 x EXCA) 上 不 取 零 值 . 

由 弱 拓 扑 的 定义 ， 对 每 个 *E A, Bi X — FrN) = XG) 
在 处 4) 内 是 连续 的 ;进而 还 有 
(GyINK) 一 X(zy) = LOLO) = CFAO O, 
故 多 (zy) = (#xXX%y). 关系 式 多 ce 一 1 是 显然 的 。 等 式 
larl = p(w) EH Gi) 与 plx) 的 定义 (15.2.7) 得 到 .现在 证 明 (8) 
的 第 一 个 论断 .我 们 已 知 ,对 于 ze 4 与 XE 及 (4), 有 XCx) € Spl) 
《15.3.1)》。 反 之 我 们 证 明 ， 对 每 个 2e Sp(z) ,存在 特征 标 xX。 使 得 
X(x) = 2, 或 等 价 地 使 得 XCx 一 le) = 0, HT z 一 4e 不 是 可 逆 
的 ， 所 以 由 元 x 一 te 生成 的 理想 AC 一 he) ASTA, 考虑 到 
(15.3.1,Giü2), 即 见 问题 归结 为 证 明 下 述 绰 理 ; 
《15.3.4.1) 在 具有 单位 元 e =: 0 的 可 分 交换 Banach 代数 4 内 ， 
每 个 理想 a = 4 包含 在 一 个 级 大 理想 内 

i£ Cen) 是 4 内 的 处 处 筒 密 序列 , 用 归纳 法 定义 异 于 4 的 闭 理 
想 的 递增 序列 Caa 如 下 : 取 a 一 站 (由 于 (15.3.L1), wm 不 等 
FA); 在 商 Banach 代数 4jas-! 的 ， 考虑 x, AIR Z, 5 z, BD 8 
《由 于 (15.2.4)， 它 是 非 空 的 ) 中 的 一 个 元 ja， 内 而 g, 一 2 在 
Ala, 中 不 是 可 道 的 ,其 中 = 是 “在 Alo, 内 的 哄 则 象 .由 此 推出 
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AIRE Onai 与 mm 一 lxe 生成 的 理想 % 不 等 于 4 因而 (145.3.1.1) 
“w= a 也 不 等 于 4。 于 是 on 之 0) 的 并 mr 也 是 不 等 于 4 的 
理想 ,从 而 严 一 w 也 是 如 此 .我 们 证 明 m 是 极 大 的 从 而 使 所 述 合 
题 得 证 。 现 在 , 若 。” 是 A/m 的 单位 元 , zç 是 x 在 41m 内 的 象 ， 
则 得 据 构造 这 些 元 的 方法 得 知 x = kae” MI ea ET a” — A/m 
的 团子 代数 《5.9.2)Ce”， 由 于 这 些 xs 梅 成 4” 的 处 处 稍 密 子 集 
(3.11.4), 训 以 A" = Ce”, 从 而 m 是 极 大 的 。 
《15.3.5) 附注 。 注 意 rempan 变换 x 一 59x 不 一 定 是 单 射 , 例 
如 ,若是 薯 零 的 且 不 等 于 零 , 设 zt = 0, W| Sp(z) 在 一 如 下 的 
象 是 {01((15.2.3.1) 5 (15.2.1)), 因而 S = {0}, 于 是 对 一 切 
转 征 标 X* 有 XCx) 一 0， 然 而 * > KAATER, Fl 一 
ll 不 一 定 成 立 .甚至 若 多 是 等 距 ( 此 时 象 多 (4) 在 #c(X(A)) 
内 是 闭 的 (3.14.4))， 史 (4) 也 可 能 不 等 于 Sc(X(A))G(15.3.8)., 
(15.3.6) 假定 存在 元 me 4，, CEH e 生成 4 的 一 个 处 处 筒 密 子 
代数 (换言之 , 当 了 取 沪 复 系数 多 项 式 集 CIX] 时 ,pCx。) 所 成 的 子 
代数 在 和 内 称 密 ), URH X — Xlr) E XCA) El Spale) 上 的 一 
+E, 

注意 当 P 的 系数 形 如 c + Bi, JErh a 15 B AAA AEH 
F(xo) EA RREA hab Ri Ni A E. T 
Ai X — Kro) 是 连续 的 旦 是 满 射 (15.3.4), 并 且 X( 4) 是 紧 可 度量 
化 的 《15.3.2), 所 以 局 题 归结 为 证 明 这 个 映射 也 是 单 犁 (3.17.12)， 
然而 车 对 两 个 畦 征 标 义 ,% 有 XK《xo) 一 《xo), 则 对 一 切 多 项 式 P 
A XPC) 一 X,(P(z.)), 由 于 为, G EA LER, A A = 
〈3.15.2)(15.3.6) 得 证 。 
(15.3.7) W5 Tempas 变换 的 例 。 设 筷 是 可 度 最 化 紧 空间 ， 
4 = 多 c(X) 是 世上 的 连续 复 值 函数 盾 成 的 Banach 代数 ， 此 时 
4 的 特征 标 是 Dirac 测度 e,(z € X)(13.1.3), TEIA z — s, Ë 
X 到 谱 X( A) FEDIIE. 注意 ,事实 上 我 们 有 4' — MX) 这 是 
因为 X 上 的 每 个 测度 有 办 (13.20); 寺 由 定义 , 4" 上 的 弱 拓 扑 就 是 
组 芯 拓 扑 《13.4)。 于是， 一 个 特征 标 就 是 一 个 测度 = = 0 A 
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1 我 们 证 喇 它 的 支 集 (13.19) ERAR REE, 如 果 它 
的 支 集 含有 两 个 点 a > 5， 就 会 在 在 “ 的 邻 域 1 H b BJ 3658 V , E 
得 吕 与 了 没有 公共 点 ,于 是 存在 属于 4 的 函数 了 与 8， 其 支 集 分 别 
包含 在 UU 与 内 ,并 且 使 等 K) 2 0, a(g)se 0. 然而 此 时 有 


- fg= 0, 从 而 ee) = 0, 而 这 与 假定 Ke) = ele) FAL 


Supple) = {x}, 则 关系 式 e, (D = 0 MW aG) 一 0， 因 而 《附录 
4.15 ) 站 在 纯 量 o, 使 得 = = ases A (1) 一 1, 故 必 有 cw 一 1, 易 
于 看 出 映射 z — gx 的 连续 性 ， 对 每 个 函数 fe 4, 有 
(f, Er — Ex) = fC) — f) 

由 于 了 连续 ,所 以 对 每 个 4 > 0, 存在 x 在 XX 内 的 邻 域 六 ,使 对 一 
Wre, EIO l STAR >e 是 同 胚 的 证 
明 , 只 须 证明 这 个 映射 是 单身 (12.3.6), 而 这 是 显然 的 .车 nn 2 r 
则 su 与 er 具有 不 周 的 支 系 .因为 对 * € X 与 1€ A, 有 (多 1)(e.) 
一 s,(f) = fs) ,所 以 当 我 们 通过 映射 > — e, 使 玉 与 大 4) 等 同 
Ut, Tempa 变换 就 成 为 恒 等 映 射 。 

(15.3.8) ¿DE C 内 的 单位 闭 圆 盘 15| < 1， 考虑 多 cKD) 的 闭 
子 代数 4 一 .ex(D)》 它 由 在 口上 连续 , 在 了 的 内 部 解析 的 函数 所 
组 成 (15.1.5)。 我们 证 明 4 的 特征 标 也 是 Dirac 测度 elx € D) 在 
4 上 的 限制 ,由 此 就 得 到 (15.3.7),* — e, DEDINY XCA) 上 的 
HE. 设 和 是 D 到 CC 的 典 则 单 射 8 — L, 则 只 须 证 明 为 与 4 的 单 
位 元 1 生成 4 的 一 个 处 处 稠密 子 代数 ， 事 实 上 ,显然 Sp (i) 等 于 
D, 因而 由 (15.3.6) 即 得 沂 需 的 结论 ， 现 在 ， 以 do 表示 4 的 下 述 
函数 所 组 成 的 子 代数 , 这 些 函 数 是 在 已 (在 尼 内 ) 的 一 个 邻 域内 解 
和 的 函数 在 上 的 限制 。 这 个 子 代数 在 4 内 是 处 处 稠密 的 ， 因 为 
对 每 个 正 整数 > 与 每 个 函数 fe 4，((z + 1)/n)D 到 C 的 映射 
E> CCa Cn t 1E) 在 已 上 的 限制 加 显然 属于 4, B 3 z 8 + 
十 co Rf, f EDA- HEAF 365). 另 一 方面 ， 每 个 函数 
J € 4 是 由 多 项 式 P, 《例如 它 在 点 0 处 的 Taylor 级 数 的 前 = 项 的 
和 ) 组 成 的 序列 在 DP 内 的 一 致 极限 (9.9.1 15 9.9.2), IN E ñg# YE 
式 所 成 的 集 在 4 内 处 处 稠密 ,从 而 所 述 论断 得 证 ,注意 ,在 这 种 情 
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EF, Tempar 变换 是 等 距 , 然而 多 (4) 不 等 于 @c(XCA)). 

(15.3.9) 设 B 是 由 属于 《15.3.8) 中 所 券 虑 的 代数 4 的 函数 在 单 

MERU: |g) 一 1 上 的 限制 所 成 的 Banach 代数 .车 对 fe 4， s 

是 它 在 VU 上 的 限制 ， 则 映射 1 一 站 UD E AS] 5 LASER 5. 

可 由 最 大 模 原 理 《9.5.9) 立即 得 到 ， 因 为 由 最 大 模 原理 推出 me 

- MIUI RUE] X(B) 的 映射 + 一 s, 仍然 是 连续 的 并 且 是 单 射 ， 
然而 它 不 再 是 同 胚 , 因 为 4 的 所 有 特征 标 都 等 同 于 召 的 特征 标 ,从 
T X(B) = X(4) = D 


m 


t = 


1) 设 X 是 可 度量 化 紧 空间 ，B 是 ekX) 的 含有 单位 元 的 子 代 数 ， 候 定 
赋予 B 范 数 llls MERA Banach 代数 ， 

3) 注意 对 每 个 !c X, pOl) 是 B 的 一 个 符 征 标 ,由 此 证 明 人 la 源 
EIKEN EE 上 的 范 数 )， 并 推断 " 是 了 的 唯一 的 拟 窜 零 元 . 

D) 试 证 ?是 * 色 效 8) 的 连续 映射 ; 当 B 区 分 * 的 点 (7,3) 时 ，9 是 工 
到 XC8) 的 一 个 闭 子 集 上 的 同 眶 - 

°) 假定 对 每 个 函数 x 8, KEAR? 也 属于 B; 还 假定 若 * & 8 满足 : 
对 一 切 *€X, A xG2)=0, H| E FCX 中 的 逆 元 x 也 属于 B, 试 证 在 这 
BRTK? ERA. GEM È BARAER, Z 是 使 得 GO) = 0 对 一 
切 z € mp Ari z € x 所 成 的 集 , 用 反 证 法 证 明 不 可 能 有 Z = 9$: 答 则 就 会 
FEX DARRER), BERA i FERN A Em, AER EV iz (r) = 
0; 于 是 考虑 函数 之 sm em.) 

d) b) 4e) PA 15.1 88 1 中 的 代数 的 谱 XC4) 典范 地 等 问 于 区 
BJ [0:I]. 

2) 试 证 15,1 问题 2 中 的 代数 4 的 谱 是 单 点 集 , 而 且 <4 的 唯一 的 极 大 理 
息 是 它 的 根基 (15.2 向 题 7)， 

3) 在 15.1 问题 3 的 代数 x(x) 站 WE 


Ielts 
= 
并 由 此 推断 CO 等 于 它 的 根基 ， Cn AX) 没有 特征 标 ( 利 用 15.1 ma 
5). 


ie Isaa 


4) UB Æ ED) GEA (5.3.8) 的 记号 ) 的 由 -ex(D) 与 函数 | 如 | :5 一 
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IEL 所 生成 的 Ranach 子 代 数 , 试 证 XG) 同 是 于 使 待 a + eaa Aogas 
1 的 (x, 3) & R' 所 成 的 集 ，《- -方面 注意 8 含有 一 切 函 数 tli] 
Hh e 在 [0,1] 上 连续 , 另 一 方面 注意 也 包含 (15.3,8) 中 引进 的 -w(2) 的 
PRA 4. 为 证 明 对 3 的 一 切 特征 标 X 都 有 OEA FBAR 
KE — CIE + st, 对 等 个 e>0， 这 个 函数 属于 B.) 

5) 关于 乘法 (8.DG) = (Exa) 而 言 ， 空 间 LK6.5) 成 为 没有 单位 元 
的 Benach 代数 。 设 4 是 在 Le Lj 而 得 到 的 Banach 代数 (15.1 
问题 5)， 试 证 XC) 等 同 于 大 的 由 + oo 与 不 小 于 1 的 整数 所 成 的 紧 子 集 
《利用 Lk 典 则 等 同 于 它 的 对 偶 空 间 这 一 事实 )， 此 时 rempan 变换 94 成 
XETRA M # CA) E: ELX) 的 一 个 处 处 初 密 且 非 闭 的 子 代数 . 

a) a) 试 证 看 作 Banach 空间 的 Beurling 代数 4(15.1 问题 4) 的 对 偶 空 
间 等 同 于 满足 下 述 条 件 的 4 TMR ARR e 的 美 组 成 的 空间 : 数 


ëj = sup 


x5 É COOLER 


ZELAA EY o PAR T 9 且 使 得 Vw)>0 的 函数 集 来 取 的 .于 是 数 lel 
是 4 的 对 偶 空间 4 的 范 数 . asi 
We = sup 


REJ aril lG), 


此 时 对 于 Fe 4, ë € 2, 典 则 双 线 性 形式 G, 8》 是 
É OLOLA 
b) 由 a) 推断 ,在 4 上 深 加 单位 元 后 所 得 到 的 Banach A51 问题 
5) 的 特征 标 以 线性 形式 
r -, 
j >] KO: 
《其 中 二 是 实数 ) 作 为 它们 在 4 上 的 限制 . 《一 个 特征 标 对 应 于 一 个 满足 下 六 
RERI A TAWAR e 的 类 : 对 于 R* 上 的 Lebesgue 测度 4@84， 几 乎 处 处 有 
st D=O EEEN ER, ALERE s, = pko E e A 
个 正则 化 , 则 有 LC + D = (Ou). E C) — et, rh 8 &C, 并 征明 
5 SAWEK.) 
7) 设 w 是 [0, + co[ 上 满足 下 述 条 件 的 1 可 测 函 数 < ARAE 
H: 
l= y [aÇ] Sh2rd +00, 
a) 试 证 ;对 .中 的 z, y, 函数 


3 


ao gets 
GOND = [” a f OOt 
还 属于 (利用 Lebesgue-tubini EE). M Ce, O 在 上 定义 了 一 
个 交换 代数 结构 ;通过 .对 4 可 忽 咯 函数 所 成 的 空间 .的 商 , 就 在 4 一 A 
上 得 到 一 个 没有 单位 元 的 交换 Banach 代数 的 结构 。 
b) .上 的 每 个 韦 续 线性 形式 属于 
= F FOON 


的 类 型 :其 中 心 是 和 可 测 的 ,县 对 于 某 个 适当 的 常数 MK, 几 乎 处 处 有 |e( 纺 | < 
Mshat。 由 此 推断 ,在 对 4 添加 单位 元 所 得 到 的 代数 34 上 ,每 个 在 4 上 的 限制 
不 恒 等 于 零 的 特征 标 对 应 于 一 个 函数 %, 使 得 对 于 [0,+ co[x [0,+co[ 上 的 
Lebesgue 测度 ,几乎 处 处 方 


lejals) = INA So 
试 证 ,用 与 之 等 价 的 哨 数 代 蔡 o, 可 以 假定 是 连续 的 且 是 任意 次 可 短 的 ,并 


对 < :满足 方程 
oC) = w (£ + s) + ol — t) 


以 及 关系 式 0) 一 9。 由 此 推断 oC) = a(sino)/o, rh e 是 一 个 复数 ,并 
且 条 件 | e(2)| SMshar 规定 了 限制 | Yo 么 <。 在 4 上 为 零 的 特征 标 在 XA) 
内 的 余 集 等 同 于 这 样 一 个 群 的 轨道 空间 ， 这 个 群 由 作用 于 中 满足 rols 
< 的 所 成 的 局 部 紧 子 空间 上 的 便 等 也 射 与 对 称 上 映射 5 一 一 & 所 组 成 . 

8) 设 X 是 紧 空间 ， B 是 FoX) 的 (关于 诱 学 范 数 的 》 Banach 子 代数 , 它 
含有 单位 元 且 区 分 X 的 点 ,于 是 紧 空 间 X 典 则 地 等 同 于 X(B) 的 一 个 闭 子 集 
《问题 1)- 

HENEM EB Aaf 是 EIE 出 | = =p |C9a1DC*)| ,换言之 
Fs 是 8 到 Gec(XCB)) 的 一 个 Banach FARR E RETA SAR 1). 
证 着 8720, R| RCI) S0 (ERAR <! B), 

9) REHMA 8 HAREE, XERENR # 称 为 属于 中 的 特征 标 X 


的 表示 测度 ,如 果 对 一 切 函数 1e n, WA) = | n. 上 必定 具有 总 质量 
1，x 上 的 复 测度 9 FK% x 的 拟 表示 测度 ,如 果 对 一 切 函 数 1e 2 有 | 126 一 
(77， 其 中 “是 一 个 常数 ;这 等 价 于 对 一 切 函 数 1e kerCX) 有 | 8 — o. 


A e RRR RME MAHE v E 8, > + z 也 是 拟 表示 测度 
到 上 的 正 测度 上 称 为 X 的 Jensen WE RR DRE B, 有 
356， 


tal ZDI < Í tortila 
(由 于 1og|#| 在 X 上 为 上 可 测 且 上 有 界 , 所 以 上 式 右边 只 能 为 有 限 ( 当 log] 
为 上 可 积 时 或 一 oo; 我 们 约定 ,车 XG) = 0, 则 取 be] ZG) = — co.) 
*) 对 每 个 函数 fe g. (X), $ 

M( = sup (log |X), 

其 中 上 确 界 是 对 * 属 于 8B 且 满 足 |a| <=! 的 函数 “组 成 的 集 取 的 .我 们 有 
int Ks) < MO sp (e); 

对 一 切 常数 oe RR, 有 MCa) = a; HMO) + M(a)<MG +e) WA R 
BERATER", H M(log|*| 》 = logjX(x)| ; HARTAR EE, 有 
MCR) = RX(w)。 对 每 个 函数 16 # (X), 极限 O(P) 一 bm CHUDMCD 存 在 
且 为 有 限 (12.7 问题 19), 并 且 其 有 下 列 性 质 : 

inf (a) SO < sup f(z)5 

wes zex 
AiE 120, H 8(#) = G ROG + SG) + e) 为 使 FP 是 % 的 
Jensen 测度 , 必须 是 只 须 对 一 切 函 数 fe ERX), AU) < Í fdk、 由 此 推 


断 对 于 % 至 少 存在 一 个 Jean 测度 (13.3 问题 2) 

b) 特征 标 X 的 每 个 Jeosen 测度 也 是 X 的 表示 测度 (注意 若 FE 8 在 B 
PETH, M lelt) = |, tos|/| es E A R e REN. 

x 的 表示 测度 的 集 Si》 5x 的 Jensen BREIE SCX) 是 MaC) HIH 
MENFE. 

°) 当 属于 的 函数 的 实 部 在 Ga(x) 内 形成 一 个 处 处 条 密 子 集 时 ， 对 于 
x 只 存在 唯一 的 一 个 表示 测度 (因而 它 是 对 于 X 的 唯一 的 Jensen 调度 ); 此 
时 B 称 为 Diriehlet R. 

d) (15.3.9) 中 定义 的 代数 8B 是 Dirichlet 代数 《利用 (7.4.2))， 对 于 
特征 标 C0), 上 的 规范 化 Haar 测度 是 唯一 的 表示 测度 

10) 采 用 问题 5 中 的 假定 与 记号 ， 对 xX 上 的 每 个 正 测度 bs 对 0 < 2 < 
+0, $ 

Du) = ša ( | (upaa) 

其 中 下 确 界 是 对 属于 了 且 满 足 x(w) = 1 的 函数 4 所 成 的 集 取 的 。 

a) OKP < +eoo, BJ 

DEO 
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《利用 Halder KER) HLEN AH —D,(u) 在 10, +o 内 右 连 续 ( 利 
用 该 函数 为 上 半 连 续 这 一 事实 ) Au) 一 1， 则 对 0<p< +o, # U< 
DSL 

# p> 1 B.f€ #>(u), g € #s(u)(a WE (1f1p) + Ala) = 1) 是 非 负 
函数 : 则 

D.((#e) ED < PYD + py), 
ECO = 1, WA SNIAR f e L, E 
DCE * DLD + n), 

b) 试 证 ， 落 对 某 个 > 0 有 De) = 1, 则 上 是 % 的 表示 测度 , 《注意 
Boe € 8 满足 Xv) 一 0、 则 对 一 切 : > 0 有 X(exp(r/p)) = 1， 令 + 趋 于 0 
以 证 明 | Rap>0， 由 此 推出 | Redu — 0.) 


(0) 反之 ， 落 上 是 % 的 表示 测度 。 则 对 一 切 ” 演 1 有 D(u) = 1, 为 使 
Du) 一 1 对 一 切 ?> 0 成 立 , 必 须 且 只 须 上 是 % 的 Jensen 测度 (利用 13.11 
问题 12c)), 

d) 设 ? 满 足 1sp< + co, B DKK)>0, 试 证 存在 函数 4< SC 这 里 
(C119) + G/4) = 1ER NA) = 1 并且 对 一 切 #*€ 8B, 有 

CD YX) = | wap: 
《利用 Habn-Banach 定理 以 及 (13.17.1) 235 13.17 问题 1); # p> 1, 则 测度 
[jee p 是 x 的 表示 测度 。 

11) 采用 问题 8 中 的 假定 与 记号 , 对 属于 AU) 的 每 个 非 负 函 数 1， 令 
Ia) = cp 人 (| tosl idu) (的 定 exp( —0) = 02. % 的 表示 测度 上 称 为 超 端 
测度 ， 如 果 % 的 任 一 以 上 为 基 的 表示 测度 必定 等 于 #; 此 时 它 是 凸 亿 a(x) 
《问题 9) 的 一 个 端点 . 

2) 设 ? 是 不 小 于 1 的 数 ， 则 为 使 * 上 质量 为 ! 的 正 测度 上 是 对 于 % 的 
Jensen 测度 ， 必 须 且 只 须 对 属于 S (u) WDE, 有 DK :内 之 
JaCD)。《〈 为 证 明 所 述 条 件 是 充分 的 ， 对 ”< 了 与 > 0 考虑 函数 [sj + 
s>.) 

b) 设 ? 是 不 小 上 1 的 数 ,站 是 X 上 质量 为 r ENE, B| F| F 35 
价 的 : 

a) 4 是 X% 的 超 端 表 云 测度 . 

8) 上 是 % 的 表 冯 测度 ,并 且 对 属于 《1) 的 一 急 间 贷 消 数 1, 有 D 

. 3589 


<). 
Y) # Ex 的 表示 测度 ,并 且 对 属于 S: Cu) 的 使 得 + a E: x 5052881 


度 的 一 切 函数 六 有 || a| iD. 


此 外 ， 当 这 些 条 件 得 到 满 是 时 ,上 是 x 的 Jesa 测度 ,并 对 -- 切 p>> 1 
与 一 切 属于 AO) EAR i 有 Ds + H) = (D. 

(为 征明 =) 3838 8), 811388 104) 证 明 , 若 上 是 起 站 的 ， 且 若 p>1, 1! 
EER S LU), 则 有 (OKP ` 1)》 es DG + u); 又 利用 问题 05), 
AEREN, 357, e RFARLRF A, DCE HYL + n)x 
Di 推出 对 一 急 属于 A) MERAN 1。 对 任意 的 正 整 数 ， 有 
D )< (| 26)”, ERAB 43，11 问题 12e)。 利 用 所 举 的 同一 问题 来 
U r) 8823.) 

E) 设 p>1, 是 * 上 的 正 测度 。 对 X 上 的 每 个 测度 0, D), (26/49) 表示 
出 现 于 Lebesgue 分 解 (13.18.4》9 = h, u + s (h [5] 与 上 互相 奇异 ) 中 
BRA REMI A 是 有 定义 的 )， 试 证 ， 为 使 x 的 每 个 表示 测度 者 以 
为 大, 必须 目 只 须 对 x 上 每 个 正 测度 ,有 

d 


p) = (Zn) 


《证明 所 述 条 件 为 必要 时 ,归结 为 > 1 的 情形 ;并 可 假定 D>, IRE 
问题 104) 应 用 到 口上 并 利用 Halder KER.) 
d) 设 k 是 X 上 质量 为 1 的 正 测 度 卫 p> 1,， 则 下 烈 陈述 十 等 价 的 : 
a) B E X 的 唯一 的 表示 测度， 
8) 对 区 上 每 个 正 测度 。 有 
dy 
5 =, (2)- 
Y) 对 X 上 每 个 正 测度 ”* 有 
pi dy 
Dr) ST, (g). 
8) 对 X 的 每 个 拟 表示 测度 9, 有 
49 
EZES 
(Szegë-Komuoropas-Krein 定理 )，( 为 证 明 r) AE a), ERNE AT 
知 是 超 端 的 ,并 利用 2).) 
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12) 采用 问题 8 中 的 但 定 与 记号 , 设 是 X 的 表示 测度 ， 以 K(u) R 
消 足 下 述 条 件 的 函数 1e (bn) 的 保 ; /4 是 的 一 个 所 表示 测 谋 ，, 换 害 之 ， 
RIAR s € P, 有 vip = (| pan (fren). Pæ [f iae) <a 
= 1). ROB EEK). 

2) 对 每 个 属于 LOD KEARN e ERER I EKORN < 
二 并且 jek = DH +) = De .由 (各 用 问题 nd)). 

b) f e KCH) 称 为 外 部 函数 ,如 果 


II fad 


f e KG) 称 为 内 部 函数 ,如 果 关 于 几乎 处 处 有 |] = 1， 以 EC) (相应 
地 , KAD) 表示 外 部 (相应 地 ， 庆 部 ) 函 数 的 集 。 集 RD np) 由 等 价 于 常数 
《这 里 |:| = D 的 函数 所 组 县. 

°) 设 ? 是 属于 U IERE TE De + p) = 《8)>0, 试 证 存 
ERRI EEU), ERMI — z. CS = AARM a), Bh Aese) H 
J AÀ) = 1; 借助 13.11 问题 12e) 来 作出 论断 .》 

13) 采用 问题 8 中 的 假定 与 记号 , 设 + 是 x 的 起 洋 表 示 测度 ， 此 时 对 一 
切 属于 LO 的 非 负 函 数 1， 有 Df ` p) = 1) (EI 11522, 

a) 设 EKC), 则 为 使 /是 外 部 函数 (问题 122), 必须 有 只 须 

mtf |E — san = 0, 

(为 证 明 所 述 条 件 是 充分 的 ,证 明 由 这 个 条 件 可 以 推出 ,存在 属于 的 函 

BOFA (s), 使 对 一 切 * 有 Ke) 一 1 B. | aslda |f ar | .为 证 明 


= D(H * 加 >0。 


所 这 条 件 是 必要 的 ,可 以 限于 || f| =1 的 博 灌 , 此 时 存在 具有 上 述 性质 的 


序列 Cs). 利 用 关系 式 Dm] > 加 = JaC let], 由 此 推断 积分 Í [mfl ža 


组 成 的 序列 趋 于 1, 并 借助 13.12 问题 4 作出 结论 . 
b) 设 f€ E(u),z € LOCH) 满足 fg EKCp), 试 证 gE KCO)N LNH) R. 


f tedn 一 (Jin feu). Cham stomunnresl Cao), 688291 Ca) 
THEFT 1, HUBNER” €B, BERA | srjap.》 
°) E, 387, z 是 属于 EC) 的 两 个 函数 ， 并 且 几 乎 处 处 有 I= 


+ 360 + 


teCe 中 ， 则 几乎 处 处 有 rz) = cg(*)、 其 中 < 是 一 个 常数 (借助 h) EDIS 
PK Je 同时 属于 E SS (u).) 

D HENE LOD 0 的 函数 1e KC4), 试 证 f 一 gh, 其 中 8 € EU), 
A € IG), AE: 53 除 绝对 值 等 于 1 的 常数 因 于 外 是 完全 确定 的 (利用 问题 
120) 以 及 上 面 的 b) 与 c)7. 

D WEE f 与 # BET KOONS, WI 


Jisan = (Í 228 Yf ean). 
CHERE A EKON LYH) B. Í jan 一 0, 风 此 时 也 有 ade = 0, 为 
证 明 这 一 点 ,利用 这 样 的 事实 HEC, 有 


1 JG + aba KDC + s * JA + t|), 


并 由 此 推出 1< | 11 一 =a; 于 是 利用 13.12 问题 7. 为 得 到 一 般 情形 下 
MANXAR ABEN 

hm f+ ze — |C + zeip 
其 中 = 是 复数 .) 

D 试 证 着 f， < 属于 KC1) H fe Gu, Mlze KG B | tas = 
(fre (feae). QA ee EGO 的 情形 开始 ， 先 证 明 对 满足 me € CDE 
总 zeKCP)， 有 Pig| ,内 sapl <| lse12p; 并 由 此 如 同 由 题 104) BE 
桩 推出 ,存在 区 数 re Su), EE ol <1 并 对 满足 me ELC 的 一 切 x € 
KG, 有 DC 四、 四 ar = | sevdp， 利 用 b) 推 出 。 是 绝对 值 等 于 1 的 党 
数 、 为 达到 一 般 情 形 ， 先 通过 对 t e 加 上 适当 的 常数 ， 证 明 可 以 限于 
[ineo 与 | stuz0 的 清 形 ， 此 时 利用 9) 中 的 典 则 分 解 。 并 借助 <) IEA, 


车 f 与 # BT Ia), 则 站 也 属于 C1).) 
g) HUD EMC E f, z WT EH) B. # € (a), W tg € EC), 
h) WE, Y g € ECA), fe LCa) B. fe € KC), M)fe KÇa), (fE 


某 个 常数 以 归结 为 Í edn 0 BB E eie 
ILA) = PA + >o 
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证 明代 助 于 上 述 性 项 ,可 写 ) = tw 其 中 ve BCP)。 闪 且 几 平 处 处 有 |a(o = 
1, 因 而 we K), 并 借助 {得 到 记 需 的 结论 .》 


D BIERO Ws EE | davo 的 函数 eX), 有 p= 


0。 试 证 1 是 上 可 忽略 的 . (E 3) 中 的 典 出 分 解 应 用 于 函数 t, RY a 
是 复 常数 ,并 应 用 13.12 问题 6 来 证 明 1 + sf e EG); 4885 13.21 问题 17 fE 
出 论断 .》 


D 试 证 性 一 有 限 实 值 消 数 1E KCp) 等 价 于 一 个 常数 (归结 为 j fd = 0 
HAEHAE D). 

k) 由 门 椎 断 , 若 再 表示 对 于 w€ 8, 函 数 # 所 成 的 集 , 见 对 S<, 
Bt EES 内 玫 密 ,《 若 (1/p》 + 《119) = 1,54 e20) 满足 : 对 一 


Duen A pas = 0 与 | jada = 0 出 有 | Cf)vep = 0, BB D.) 


14》 采 用 问题 8 中 的 假定 与 记号 ,还 假定 存在 的 唯一 的 表示 测度 +. 设 
是 x* 的 一 个 拟 表 示 测 度 ， 并 令 » w +u”, 其 由 v 以 为 基 而 vw 奇异 


Tn, W 革 六 都 是 世 的 拟 才 示 测度 ， 并 且 还 有 |2 = 0 (F. Rien 55 
M. Riez 定理 )。( 必 要 时 以 + RE v, ABE [o0 着 一 l= 


l| + [7], 则 有 Ke)>0， 因 而 根据 问题 d) 有 DC) = ICa 其 
中 v = A: p. FASE EB T p 的 函数 的 序列 《o)， 使 对 一 切 2 有 a 


1 而 且 f Leleo CA: EFIA | font ds 所 以 积分 | atla 


也 趋 于 JeC1) EE | oa” | 趋 于 0、 写 一 起 ， 其 中 7 ER) 且 || = 
14| * 由 此 得 到 ge wx(p) 且 |z | = 1; 作 灶 做 于 问题 13a) 中 的 推理 ,证 明 fen 


(关于 内 PIAFS ta, tb BURAM z e1), 并 应 用 问 
题 136.) 


15) 采用 问题 5 中 的 假定 与 记号 假定 上 是 X 的 一 个 退 端 表示 测度 .对 
1<s< +o, HG RRE FERRAR f E LC) 所 成 的 集 : 对 一 


DER e EKN EGAR (1P) + (1/0) = 1), [san = (| jap )x 
(|en). RETE EDEK 由 于 问题 rap), 这 时 下 
gu) = KDN (u) 
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p+00)， 以 HAH) (Hardy g) 发 示 AGO 在 L9H) ARME. 

a) 试 证 :对 1&P<4%m, 包 Xp) 是 8 在 XH) 内 的 闭 包 ;对 p= +%， 
U) 是 5 在 4) 内 关于 绚 拓 盾 的 团 包 . (在 所 述 两 种 情形 下 ， 证 明基 
gE "GD 满足: DRR eB, 有 | wede = 0, Bj ç € #<CGu) nKG0) B. 
jean = n, 因而 对 一 切 函 数 1e &p), 有 fear = 0.) 


b) 设 ”满足 Ts2< +oe 、 则 为 使 Fe 2) 使 得 18 在 部?(p) 内 处 处 
MEMALA 是 E 的 外 部 函数 .〈 所 述 条 件 的 必要 性 由 问题 13a) 
得 到 。 为 证 明 它 是 充分 的 ,注意 若 ze <p) 清 足 对 一 切 函 数 xea, 有 
[zn = 0, Wl gt e KGuy;, FERRE 135) EH g EXCH) E. | gaa = 0; 通 
过 问题 15) ib [| ea =, MRD c BA fena 一 0.) 

9 空间 A E L) 内 的 一 个 闭 B 子 模 , 设 Bo 是 8 的 闭 理想 Ker 
G), BIFE C) 的 闭 ? 子 模 邮 为 正常 的 ， 如果 BoM 在 3 PUNIS. 2) 
是 正常 8 异 . WEZ BENERA s TERRE 1e) 的 形式 ,其 中 
la = 1。( 先 注意 在 M 中 存在 不 可 怨 略 函数 9， 它 关于 Hemite MEB (用 
>| an TEE ERF BM; 把 4 表达 为 正 交 于 45。, 由 此 淮 断 除 一 个 常数 因 
子 外 ,可 以 假定 |a] = 1( 利 用 问题 13j))。 于 是 100) 是 包含 在 对 内 的 闭 
BH, 注意 到 若 s € M 正 交 于 4 部 (4), Mea EZF BH? 正 交 于 gB， 因 
而 89 ERF 和 ,由 此 证 明 必 有 eC) = M。 模 助 问题 138) 作出 论断 . NE 
明 z 的 类 除 一 个 常数 因子 外 是 完全 确定 的 (利用 b)). 

d) 由 <) RE Hiber 空间 LCa) E MCa) 5 RIK) 的 Hilbert 和 ,其 
中 天 (|) # T KOLTE E OE ORE 一 0 的/ 
所 成 的 闭 子 空间 FCO DRMR. CHEL 中 正 交 于 FI) HAR 
组 成 的 子 空间 4, 证 明 它 是 正常 闭 5 于 模 ,因而 具有 100) 的 形式 ,其 中 函 
数 4 满足 14| = 1， 此 外 ,注意 六 含有 常数 ,因而 #6 2&1)， 由 此 推断 & 等 
价 于 一 个 常数 ,) 

°) REEL), /不 属于 15 在 PG) 内 的 闭 包 ， 试 证 f = 站 ， 其 中 
he g) 是 满足 A = [A NBATI ge LC) 属于 正在 (内 
的 闭 包 ( 把 问题 12c) 应 用 公 旷 数 AE). BSET E WIS 
f= =, 其 中 a 与 4 属于 E) R. lel = ll. 

反之 ; 若 fe L'H) R tp at 的 形式 ;其 中 Jal = 1 B 38 G 是 一 个 


DELEK 


ANBAR MU f AJF P, 在 %'(u) 内 的 用 包 (注意 1 EEC), 并 利用 问题 
13a))。 所 达 结 论 等 从 于 JeC1 天 ?>9. 

f) RME ta) 的 正常 团 B 子 横 。 试 证 只 有 ?eg'(r 的 形式 , 其 中 
lal = 1, GEN = MD Su) EE S° (nu) ARA TR, EF EMRET 
BM 在 S: (u) ARIE, With =) 推出 了 一 eA, uh 2 € N B. Aegu 此 
外 ,8 不 属于 BN 在 SORE, AA ER N = e Hp [a| = 
1; 并 由 此 推断 Seea (u), ERARAS + f Eo Hp !, RF BM 
在 多 Kk) RORE, BEE f Eau), RME (uy) 

16) 把 可 题 10 到 15 的 结果 应 用 到 《15.3.9) 中 的 Dirichlet 代数 B 上 ， 
其 中 上 是 单位 图 局 如 上 的 规范 化 Haar 测度 zh(9) 一 (172r)a8 而 % 是 特征 
FISO), RT P Æ X 的 唯一 表示 测度 (问题 94))。 


a) BEHRA k > 0 的 三 角 多 项 式 > caet 所 成 的 代数 在 cl) 内 的 


ma SAG e g) 对 应 到 国航 |z| <1 内 由 
Ta 的 
ED = e pS 
所 给 出 的 解析 函数 ; 对 于 1<p< +o (MN r= +o), 是 函数 6 
Cre) 当 y 站 于 1 时 在 SPC) 内 的 极限 (相应 地 , 世 极 限 ), 因 而 rp) S 
FARNE F E 25x(p) 的 解 折 函 数组 成 的 空间 (利用 W) 是 B 在 LODA 
MOGRA RAOIR). AE (o) 等 周 于 满足 下 述 条 件 的 函 


数 所 成 的 空间 ， 帮 az] = cr 在 jz| <1 RRR RRE 
> ||: < +o 
(参阅 5.13 的 问题 ). 

b) 设 " 是 大 于 YX 的 报 开 示 测度 且 它 与 = 互相 奇 噶 , 试 证 <- . "也 是 关 
x 的 拟 表 示 测度 ,由 此 用 归纳 法 推断 ,对 年 个 正 整数 o e. ， 也 是 关于 
x 的 拟 表 示 测度 ; 由 北 推出 » 一 0, 因而» 关于 % 的 每 个 所 表示 测度 以 上 为 
ROTE 14). 

EDIE p TABER IEH, 函数 oeli] 是 # 可 积 的 ， 即 


LODS 9 因而 # 是 一 个 外 部 画 数 与 一 个 内 部 函数 的 乘积 .( 当 | 200 时 ， 
这 是 问题 340 的 推 沦 . 在 | /44 = 0 的 情形 , 注意 / 恒 等 于 一 个 在 |z| <1 内 
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WDR KT BIH Ce) = gl), EH a>, e(0)20, B g ER) E 
U EH tog /| = log lel OERI RF RC) RZE U RAE p TRAE E 
HOB 262260 8 8c TERI. 每 个 属于 A) JIR PO) KA 
个 函数 的 乘积 ,反之 亦 然 ( 问 题 15c)。 为 使 属于 A EARR SATF 
Wm? = lel (其 中 ge ze) 的 一 个 函数 ， 必 须 且 只 须 IA (或 等 价 
地 1og | /1 28 P TJ 8)CE8] 22.19 问题 19》 
17) 设 5 是 问题 16 中 所 考虑 的 Bansch 代数 、B, 是 8 的 Banach 于 代 
数 ， 它 由 在 [el <1 ARP 在 |s|<t 上 连续 且 有 1《0) = 0 的 函数 / 所 组 
成 对 每 个 满足 [<| <1 的 复数 设 是 测度 FE。， 1; 其 中 
F(#) = 1 — RCE), 
试 证 测度 u, 是 特征 标 X; 4/0) 的 表示 测度 ; pR ACO 的 端点 的 表示 测 响 
RE e Gk |c| = 1); 测 度 m = 4 是 % 的 唯一 的 jensen 测度 ; 因而 对 
于 不 存在 超 端 表示 测度 
18) 设 4 是 其 有 单位 苑 的 交换 Banach 代数 . 
a) 设 w* € 4 满足 olw)<1, 则 对 4 的 每 个 特征 标 %, 元 素 1 一 Kau 是 可 
R AH v = G€) 一 (1 — XG) , 则 和 Co <1. 
B) 对 4 的 下 个 特征 标 各， 入， 以 OCH, X.) RTB FOR A 中 满足 oo 和 
1 与 %Cw) = 0 的 = 组 成 的 集 时 数 1X:(2)| 的 上 确 界 。 证 明 对 oC Si, 
PG) = D| oC A) — CC 
《利用 a)). BIEB OC, Ka) = OCs x), 并 且 
GO res misa. 
由 这 个 不 等 式 推出 ,对 4 的 三 个 特征 标 Xi,， x,. X, 有 
ok) Ona) + 060%) 
1 + 0(Z,,X,)0(X,,X,) 
因而 4 的 特征 标 之 问 的 关系 5(X% , 2” )<1 是 XC) 上 的 一 个 等 价 关系 ,关于 
这 个 等 价 关系 的 等 价 类 称 为 XC4) 的 Gleason FA. 
s) W € ARENS, ÌE x,, x, 是 4 的 两 个 特征 标 , 且 KC) = 
0， 试 证 存在 复数 4。 使 得 | 刘 <1, LES > = (4 一 (1 — u) eA, MJ 
XC) = 2, X) = 一 和 由 此 扒 断 
4|X, C9) — Xn) 
aoas 二 RO ~ eA 
a) 对 ARPIDE Zis X,, 令 zGZ,, Xa) = sup|1,(8) — X,G0)] ,这 里 
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+ Ex 4 中 满足 COSI 的 元 * 所 成 的 集 取 的 ， 试 证 


= 4a a) 
t) = EG KOF 


《利用 c). AN b) 中 所 定义 的 等 价 关 系 等 价 于 (x. <2。 
°) iku e 4 满足 对 一 声 特 征 标 Xe X(4), 有 AXUS, kirawta 
两 个 特征 标 Xs Xas 有 
o, x, 


P 1 2%) 
RNS TT POCO 


{把 (*) 应 用 于 元 素 G> 0) JHE BF 0). 

19) 在 问题 8 的 假定 下 , 设 x,, x, 是 的 两 个 特征 标 . 

a) H n 5 分别 是 为 为 的 表示 测度 (问题 9)。 试 证 着 0C%， X) = 1 
(问题 18), AUUE p, 与 和 是 互相 者 异 的 (13.18).《 写 二， pu + 95 3 
中 与 内 互相 青 办 ,对 于 ”e 3 与 岂 | sl 估计 AU) -AGO 的 上 办 ,以 
此 证 明 : 由 候 定 可 推出 | O + z< [12 — 12.) 

b) WE PCa, X.) <1, BNF x, 的 表示 测 旗 wx 与 X, RRR 7o 
使 得 
Loo, X,) 
1 + o(Z,, X,) 


1 — 9(X,, X.) 
IT (X, 1) 


B> Hs M> 


CReSA OC, X,))(1 + OX X), 利用 问题 t8e) 与 Haha-Banach 
定理 证 明 ,存在 x* 上 的 两 个 正 测度 e, 6, 使 得 
XC) — ex Ga) = Í uda, Kuy — K) = faas.) 

出 此 推断 ,对 于 8 的 特征 标 X、% 的 Gleason 子 集 (问题 18b)) 是 这 样 的 特征 
标 所 成 的 集 : 至 少 对 于 % 的 一 个 表示 测度 p, 这些 特 征 标的 表示 测度 闵 上 为 
基 . 

c) 假定 x* 是 特征 标 , 对 于 它 只 存在 唯一 的 表示 测度 x， 试 证 对 属于 % 的 
Gleason 子 集 的 每 个 特征 标 * ,只 存在 唯一 的 表 东 测度 上、 且 有 


1— G, Z roe LOX, X 
L GFRP gitn 2 
To I E TETES P” 


3) 假定 存在 x 的 起 端 表示 测度 #《 问 题 11)。 WEARER? 具有 以 
中 为 基 的 表示 测度 睛 ， 则 睛 是 的 唯一 的 以 上 为 基 的 表示 测度 ，( 若 疡 一 
Ter B” 一 8g，p 是 光 的 两 个 表 杀 测度 ,利用 问题 BINEI i 一 AF p JL 
平 处 处 为 零 .》 
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20) 设 4 与 8 是 两 个 具有 单位 元 的 交 移 Banach 代数 ,hiA3B 是 4 到 
的 同 态 , 它 把 单位 元 变 为 单位 元 ， 

a) 设 了 是 h É A x B 内 的 图 象 ， 对 8 的 每 个 特征 标 *, 试 证 映射 (x,y) 
KAG) XO) EA x ?内 是 连续 的 .由 此 推断 若 (a, DRT T OAE, 
则 X(4(o)) = XEY. 

b) Ha) 推断, 若 ?是 元 根 的 (15.2 问题 7), 列 二 是 连续 的 (利用 泌 图 象 
定理 )。 特别; 在 C 上 的 满足 下 述 条 件 的 交换 代数 上 ， 两 个 定义 Banach 代数 
结构 的 范 数 必定 等 价 ;这 个 条 件 吓 ， 它 具有 单位 元 ， 并 且 其 内 任何 两 个 极 大 
理想 的 交 都 仅 由 0 组 成 . 

21) 设 乡 是 在 [0, 1] 上 任意 次 可 导 的 复 什 函 数组 成 的 代数 . 

a) 设 4 是 乡 的 含有 单位 元 的 子 代数 ,并 贱 予 4 一 个 范 数 使 之 成 为 banach 

. 代数 ， 试 证 存在 有 限 非 负 实 数 序列 《mw)*>。， 使 对 一 切 员 数 :6 4， 当 = 无 限 
WAKA w KOC = OC). (S 2, 8 15.1 问题 ! 中 的 Banach R 
数 , 则 4 到 2, 的 典 则 单 射 是 连续 的 (问题 20).) 

b》 试 证 在 多 上 不 存在 使 多 成 为 Banach 代数 的 范 数 ( 利 用 55 8.14 Pl 
m14), 

22) 设 4 是 具有 单位 元 的 可 分 Banach 代数 , 试 证 着 Q 是 4 的 真 左 理想 ， 
则 存在 包含 a 的 极 大 左 理想 .〔 注 意 若 n EAER, Ca) 是 在 4 内 处 处 铀 
密 的 序列 ,使 对 一 切 m 有 xm € n EE n + Are = A, 则 是 极 大 的 .) 试 证 4 的 
根基 (15.2 问题 7) 是 4 内 所 有 极 大 左 理想 的 交 ， 也 是 4 内 所 有 极 大 右 理 想 
BZ. 


4 对 合 Banach 代数 与 星 代数 


设 4 是 复数 域 C 上 的 代数 ， 4 到 自身 的 双 射 +~>x* 称 为 4 
上 的 一 个 对 合 , 如 果 对 4 中 任何 x*，? 与 任何 Xe C, 满足 : 
(15.4.1) (z*)*—=<x, (x + y)*=x* 十 y*, 

(ar)* = Irt ,(xy)*—y*tz*. Sk x* 为 x 的 伴随 元 ,而 4 的 在 
对 合 下 为 稳定 的 子 集 称 为 自 伴 子 集 。 

车 4 具有 单位 元 。， 则 根据 (15.4.1), 对 一 切 x€ 4, 有 ** t= 
Çe at)" = tt m r, ARRE eto r = x, 
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《15.4.2) e* == c, 

# x 在 4 中 是 可 道 的 , 则 南 (15.4.1》 5 543,8 Gott 
一 《x — e* = e ARE GO = <， BITT a BET 
并 有 
(15.4.3) C2)* = (yx, 

赋予 一 个 对 合 的 代数 称 为 对 合 代数 . 

UB IOS 4 称 为 对 合 匡 范 代数 ,如 果 赋 予 4 对 合 >r" B 
对 任何 ve 4 有 


(15.4.4) xh = fet. 

Banach 代数 4 OSC, aR A 816 z— x", BIE 
fz € 4 有 
(15.4.5) lel? = je*e. 


星 代数 必 满足 (15.4.4), 因 为 由 《15.4.5) 5 (15.1.1) 推出 , 对 
一 切 *e A, # |=] < kelleti, RÈ [ll < e*l, TA z" f z, 
邯 得 (15.4.4)， 

对 合 Banach 代数 与 星 代数 的 鲍 . 

(15.4.6) 若是 可 度量 化 紧 空 间 , 则 Banach 代数 Ee) 关于 对 
合 1 一 了 (f 的 共 二 e 复 值 函数 ) 是 星 代数 ; 若 X 为 单 点 集 , 则 E(X) 
AATRE. 

(15.4.7) 设 E 是 复 Hilbert 空间 , 则 Banach 代数 4 二 Z(E) 
(15.1.6) 关于 对 合 x -> w*(11.5) 是 星 代数 . 

《15.4.8) ”Hilbert-Schmidt 算 子 ， 设 也 是 无 穷 维 可 分 复 Hiibert 空 
E. ue Z(E) 称 为 Hilbert-Sechmidt WF, 如 果 对 某 个 Hilbert 
基 (eo), 以 lw(e) 提 为 通 项 的 级 数 收敛 。 若 Cba) 是 另 一 Hilbert 基 ， 
则 根据 Parseval 恒等式 (6.5.2), 有 le(oo 症 一 2 1C Con) lbn) l> 


因而 以 je(oo 冰 为 通 项 的 级 数 收 敏 等 价 于 二 重 族 (la(a,)15,1) 
是 可 和 的 (5.3.4)。 ARTIE Cu (a,)|5,) = Canl u*Cm))> H. 
Parseval 恒等式 ,有 

D, aah EnD = MCs 
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所 以 与 上 述 条 件 等 价 的 一 个 条 件 是 以 jx*C5。) 妨 为 通 项 的 级 数 收 
k. 由 此 得 到 ,若是 Hibert-Schmidt 算 子 , 则 对 任 一 Hilbert 基 
(en)s 以 Im 站 为 通 项 的 级 数 收 化 a* 是 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 
并 且 数 


(548D) ih (F a) = orlh 


不 依赖 于 所 取 的 Hilbert 3£ (as), 我 们 将 证 明 Hilbert-Schmidt 算 
+u e (E) EARE lelh 是 ZE) 上 的 一 个 范 数 ， 
并 县 赋予 这 个 范 数 与 对 合 x — at ki, ZLE) 是 一 个 没有 单位 元 
的 对 合 Banach 代数 。 

u 是 Hilbert-Schmidt 算 子 还 意味 着 , 对 一 个 Hilbert 基 (an), 
EA eCa lE RN 属于 Hilbert 空间 LRC6,5)， 并 且 这 个 序列 
在 Lk WIRBT lel Eu ”属于 ZAE), WEER 
e)(a,)|| < haC) + 和 (os 与 上 面 的 附注 表明 w+ ve XE) 
且 let oh < lal, + lele WREN 26 C ,有 ue S#X(E)R 
las] = |21 + feda 

对 任 一 连续 算 子 we Z(E), 根据 不 等 式 Hu(s(a,))| < 
jl + laCaa)li (5.5.1)s wou 还 是 Hilbert-Schmidt 算 子 , 且 有 
(15.4.8.2) lesa]; < lel + lella. 

由 于 w*€ XE) B (wow)* = w*ou*E ÈE), 所 以 也 有 
uow€ Z(E), 并 且 根 据 (11.5.2) 5 (1548.1), E 
(15.4.8.3) leew < lell + lel 

TERMES, ÈE) 是 对 台 Banach 代数 Z(E) 内 的 一 个 
自 伴 双 边 理想 ;一 般 来 说 , 它 在 S (E) 内 不 是 闭 的 (问题 12)， 


对 每 个 ze E, 我 们 可 写 + 一 D) hap LE let = > | 各 人 


EB BD F Lr 对 Hilbert-Schmidt 算 子 所 作 的 解释 表明 ,以 [5,1 ° 
le(eo 儿 为 通 项 的 级 数 收敛 , 旦 有 

(15.4.8.4) bac) < lz ads, 

出 此 得 到 
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(15.4.8.5) fell < lala» 


它 连同 (15.4.8.2) 表明 ， 代 数 Se (E) 上 的 范 数 ll 满足 不 等 式 
(15.1.1)。 另 一 方面 ,XE) 含有 所 有 秩 为 有 限 的 连续 自 同 态 . 事 
实 上 , 若 “ 是 这样 的 自 同 态 , 则 它 的 核 N =u RARE E 
内 是 有 限 余 维 的 ， 因 而 在 互 内 具有 《有 限 维 的 ) 正 交 着 空间 
M(6.3.1), H Hilbert 基 (as) 为 NN 的 一 个 Hilbert 基 与 M 的 一 个 
Hilbert 基 的 并 ， 则 除 有 限 仿 指 标 外 都 有 we) 一 0， 由 此 得 知 
S” (E) 不 能 有 单位 元 , 因为 如 果 有 单位 元 ， 它 只 能 是 互 的 恒 等 呐 
射 , 但 因 E 是 无 穷 维 的 ,所 以 的 恒 等 卫 射 不 可 能 是 Hilbert-Schmidt 
HF. 

此 外 , 若 4€ Z(E), (as) E: Hilbsrt 基 , s, 是 的 连续 自 同 
R MEN A < a H uala) 一 ular), IR k > nH ular) 一 0, 则 
显然 有 imle 一 us| = 0, 基于 (15.4.8.5), 我 们 证 明了 x 是 紧 算 


+ 《11.2.10); 然而 存在 不 是 Hilbert-Schmydt 算 子 的 紧 算 子 (问题 
122. 

剩 下 要 证 明 Z(E) 关于 范 数 ll 是 完备 的 . 设 C) 是 关于 
这 个 范 数 的 Cauchy 序列 ,于 是 由 《15.4.8.5), (a) 也 是 关于 约 (8》 
的 范 数 lall 的 Cauchy 序列 ,因而 关于 这 个 范 数 收敛 于 >e Z(E). 


另 一 方面 ,存在 数 8 > 0, EA n hl = D lata < 
B 
B (KGa,) EER Hiber 基 )。 因 而 对 每 个 整数 N, > lala < 


8 对 一 切 # 成 立 ,由 此 令 # 趋 于 +oo, 得 到 > |eta OE < 8 对 任 
£ 
HNR FE vé Se (E) 且 有 Il? < 8 (5.3.1)。 最 后 ,对 每 个 
8 > 0, 存在 no 使 当 m > non 22 mA lu, — ual < s, 用 同 
祥 的 推理 可 得 ， 当 = 之 so。 时， 有 | 一 | < s， 这 就 证 明了 在 
S(E) W z = im us. 
易于 验证 Banach 代数 SZ (E) 不 是 星 代数 (问题 13). 
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(15.4.8.6) 附注 ， 设 (os) 是 五 的 llet 3. 对 每 个 连续 算 子 
s€ 5( 忆 ), 可 使 二 重 序列 Cem) 一 《《w《as)|em)) 与 之 对 应 ; 这 个 
二 重 序 列 称 为 * 关 于 (a) HERE, 上 面 已 经 看 到 ， 落 E 


Hilbert-Sehmidt 算 子 , 则 leli = 》) lc， 反之 ,车 (cm) 是 复数 


二 重 序列 ,使 得 二 重 族 (|cml") 是 可 和 的 , 则 对 每 个 4, 向 量 如 一 
D cman 有 定义 且 ll? — > 1cma1*6.5.2)。 再 者 ， 对 每 个 向 
8 一 D gaf lel = 271812, 向量 aG 一 D 525 有 定 


XE GO < (> les!) <le. EXE, H Cauchy-Schwarz 
KERTIER A < k, 有 


PH <È lat Y < ($ P(S a) 
< È 1E) (E lema’), 


于 是 得 到 级 数 515, 的 绝对 收 倒 狂 与 关于 KOl 的 上 述 不 等 


式 ,这 样 我 们 就 定义 了 的 一 个 连续 自 同 态 (5.5.1), 也 易于 验证 
Dh = D) lemel’, T z€ KE), 

(15.4.9) 设 G 是 可 分 可 度量 化 局 部 紧 群 , 则 映射 & — (E)=(a)V 
GUME B) 是 Banach fü k Mk (G) 上 的 一 个 对 合 (15.1.7); 这 
可 从 (14.7.3.1) 得 到 ， 此 外 还 有 Ia = lai = IElG3.20.1), 因而 
MECG) 是 对 合 Banach 代数 ， 可 以 证 明 它 不 一 定 是 星 代数 ， 
《15.4.10)” 对 合 赋 范 代数 (相应 地 , 星 代数 ) 的 任 一 自 伴 子 代数 ( 相 
应 地 , 任 一 自 伴 闭 子 代数 ) 是 对 合 赋 范 代 救 (相应 地 , 星 代数 ) 
(15.4.11) 在 对 合 代数 4 中 ,元 * 称 为 自 伴 元 (或 Hermite 元 )， 
如 果 =* 一 *《 这 是 从 例 (15.4.7) 中 得 到 启发 而 引进 的 术语 )。 对 
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Ë— z€ A, anj Gt® Snc i(t) 部 是 自 们 的; 


xi 与 x*x 也 都 是 自 伴 的 ,然而 这 两 个 乘积 一 般 地 说 并 不 相同 .x 
称 为 正规 元 ,如 果 xx* = rr, CINT EET n 与 n TRE 
《4 具有 单位 元 。, 则 x € ARET WME xx* 一 zz 一 “， 即 如 
z PEH zt = z*, 4 的 所 有 西元 形成 一 个 乘法 群 ， 因 为 若 
* 是 西元 , 则 x"! 也 是 西元 ,这 是 由 于 (15.4.3) 
《和 
又 若 z 与 ?是 西元 , 则 xy 也 是 西元 ,这 是 内 为 
(zy)* = ytz* = yg = (ay) 
(15.4.12) 设 4 是 具有 单位 元 e == 0 的 对 合 Banach 代数 , 则 
G) 对 每 个 元 素 z€ 4,Sp《x*) 是 Sp(x) 在 映射 了 一 三 下 的 象 . 
G) 着 4 是 星 代数 , 则 对 每 个 日 伴 元 x€ 4, 有 SpGe) CR, 而 
对 每 个 西元 ye 4, 有 Spy) CU. 
XT), Æ x — te 是 可 道 的 , 则 (z — ge)" = z* — Fe hj 
可 逆 的 《15.4.1 与 15.4.2)， 由 此 即 得 所 述 论 断 . 
至 于 Gi), BE a + i8€ Sp(z) (a 与 6 为 实数 ), 则 对 每 个 实 
数 4, a + i(8 + 2) RF Splet ie), 因而 (15.2.4) 
a? + (ñ + 22 < ||z t itel? = ljr + Fel 
Slt + 2 — |z + 2°, 


或 
282 < llel — = — ps; 

然而 除非 8 一 9， 否 则 这 个 不 等 式 不 可 能 对 一 切实 数 % 成立， 另 
一 方面 , 若 ? 是 西元 , 则 bP — y = a| = 1, 因而 和 — 1, 
同样 yH] = 1, 从 而 Sp(y) CU (15.2.6). 
(15.4.13) 设 B8 是 具有 单位 元 = 0 的 星 代数 ，4 是 8 的 合 有 。 
的 自 伴 闭 子 代 数 , 则 对 一 切 *e 4, 有 Spa = Spe). 

若 * 是 自 伴 的 , 则 有 Sp, GO CR, [Ni Sp .Gz) 的 所 有 点 都 是 
《C 内 的 ?边界 点 ， 于 是 只 须 应 用 (15.2.8》 即 得 所 述 的 论断 。 另 一 
方面 , ec 4 在 B HER A, W axt E B h b E A S 
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《15.4.3), 而 *x* 是 自 伴 的 且 属 于 4; 由 上 所 述 , xx* 在 4 中 是 可 逆 
的 ,因而 * 在 4 中 具有 右 逆 元 把 同样 的 推理 应 用 于 x*x, 可 证 x 
在 4 中 是 可 逆 的 。 在 上 述 推理 中 以 * 一 $c 代替 *， 即 得 关系 式 
Spale) = Spa (a), 
(15.4.14) (Tessdbanm-Hañwapa 定理 )， 设 4 是 具有 单位 元 。 = 
0 的 可 分 交换 星 代数 , 则 Teze 中 ahn 变换 (15.3) 是 4 到 @#c( X( AD) 
上 的 等 虑 同 构 (换言之 ，p(e) = [Fr] = hD, EHH rE A, 
有 Fr 一 Zx. 

若 上 是 4 的 特征 标 ， 则 根据 (15.4.12) 5 (15.3.1), 对 4 的 任 
一 自 伴 元 z, XG) 是 实 的 ， 于 是 对 4 的 每 个 元 > = z + ix2, 其 中 
x 与 * 是 自 伴 的 (15.4.11), 有 

Xx*) 一 X(x, — i) = Xa) — iX(z) = XG5, 

这 也 可 写 为 多 x* = 多 xz。 另 一 方面 ,注意 元 多 ze EAX 
成 的 集 区 分 X( A) 的 点 (7.3), 因 为 如 果 妨 = 为 是 丽 个 特征 标 , 则 
按照 定义 ， 存 在 *e 4， 使 得 LE) AE), BB (FN) = 
(多 x 为); 最 后 ,因为 Se 是 常数 1， 所 以 常数 都 属于 多 (4)。 + 
是 由 《7.3.2) 推出 子 代数 多 (4) #£ #c(X(4)) 内 处 处 称 密 ， 为 
完成 证 明 , 现在 只 贫 证 明 乡 是 等 虐 ， 因 为 如 果 此 断言 得 证 ， 则 同 
构 于 4 的 多 (4) 就 是 CXU) 的 完备 子 空间 ,因而 必 等 于 
Be XA N314.4), 

先 证 明 下 面 的 引 理 ， 
《15.4.14.1) 在 星 代数 4 (可 以 是 交换 的 ,也 可 以 不 是 交换 的 ) 中 ， 
对 每 个 自 伴 元 y, 有 oG) = yl. 

事实 上 ,由 《15.4.5), 我 们 有 IP = iyl ATR = 进行 归纳 
BERA 7 = h R irl = |>”; 当 = 趋 于 十 co 时 ,此 
式 右边 趋 于 py)《15.2.7), 由 此 即 得 所 述 引 理 。 

现在 回 利 《15.4.14) 的 证 明 . 设 * 是 4 的 任 一 元 , 则 由 引 理 与 
05340) A l| = erl =Z); 但 多 (xz) 一 多 zx 
x = Gaf’, E. |#@#(z*z)| = Arl 证 毕 。 
《15.4.15) 设 4 是 具有 单位 元 < = 0 的 交换 星 代数 ， 假 定 存在 4 
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的 元 nm, 使 得 ez 与 好生 成 4 的 一 个 处 处 笛 密 的 子 代数 , 则 映射 
X — XÇ xa) Ë XCA) 到 Spale) 上 的 一 个 同 胚 . 

如 同 (15.3.6), 我 们 看 到 4 是 可 分 的 ,因而 只 须 证 明 : 若 对 两 
个 特征 标 Xis X, 有 为 (xo) = Xaa) MJ X, — Z, AT 15.43443 
推出 Z, GR) 一 如 (对 )， 故 对 一 急 多 项 式 Pe CIX，Y1， 也 有 
(Pxos xf )) = KK PCat D) HT RRE P(xo, z) 形成 4 的 一 
个 处 处 稠密 子 代数 且 与 入 在 4 内 连续 ,所 以 入 = Xa 


回 题 


D 设 4 是 肢 予 连续 对 合 IOVRREREG E Kh =s], l 
试 证 对 于 范 数 Klo 4 成 为 对 合 由 范 代数 , 且 范 数 K 与 |z, 是 等 价 的 、 

2) 设 4 是 无 根 (15.2 问题 7) 交换 Banach 绕 数 ， 试 证 4 的 任 一 对 合 是 
连续 的 (利用 1 .3 疝 题 20). 

3) 设 4 是 其 有 单位 元 的 对 合 交换 Banach 代数 ，4 的 特征 标 % 称 为 
Hermite 特征 标 ， 如 果 对 一 切 *e 4, 有 X(s*) = XG). WE, 2648 4058 
个 特征 标 是 Hermite 的 ， 必 须 目 只 须 对 每 个 >《 4, 元 1+22 在 4 中 都 是 可 
WA. CE 4 的 特征 标 是 Hermite 的 , 则 (1 + xx*) 是 在 XCA) 上 处 处 取 正 
信 的 函数 ;利用 (15.3. 人 )， 若 4 有 一 个 特征 标 不 是 Hermite 的 , 则 存在 y € 4, 
它 是 咎 伴 的 并 且 活 足 XCy) = i， 由 此 得 出 XO +v") = 0, 从 而 1+39* 不 
是 可 送 的 .) 由 此 导出 具有 单位 元 的 对 合 交换 Baach 代数 的 一 个 例子 ,对 于 
它 存在 非 Hermite HER. 

4) a) 着 4 是 具有 单位 元 的 星 代数 ， 则 对 一 切 x < 4 有 e = ot) 
( 先 就 z 为 自 伴 的 情形 加 以 证 明 )， 由 此 推 岂 4 是 无 根 的 。 


5) 设 4 是 15.1 问题 中 的 代数 ;类 对 = 一 D ama = DET, 


则 在 4 上 定义 了 一 个 对 合 ，4 关 于 它 成 为 具有 单位 元 的 对 合 交 换 Baoach (Ñ 
数 ,并 且 4 的 唯一 的 特征 标 C15.3 问题 2) 是 Hermite 的 。 

5) 在 Beurting 代数 (15.1 问 题 4 与 15.2 节 门 题 6) 上 取 PCO — (25) 
作为 对 合 , 试 证 所 有 特征 标 都 是 Hermie 的 。 

6) 车 在 15.3 问题 7 中 的 代数 4 上 ， 定义 由 7 道 过 商 所 诱导 的 对 合 。 
然后 通过 令 ee = e 把 这 个 对 合 延 拓 3, 则 4 是 对 合 Banach 代数 ， 确 定 它 
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的 Hermite 特征 标 、 

7) a) 在 是 代数 中 ,每 个 氛 螺 零 的 《15.2 问题 5) Hermite TERE, 

b) 设 4 是 具有 单位 元 的 是 代 数 ,x 是 4 的 左 不 可 逆 元 , 则 x** 在 4 的 由 
1 与:*x 生成 的 是 子 代数 R 中 是 不 可 逆 的 ,因而 存在 B 中 的 序列 (y,)， 使 得 
ll =, A Um yta = 0 (RIH Teasbann-Hañuapa 定理 }， 由 此 淮 断 4 中 


的 不 可 北 元 是 左右 拓扑 零 因子 。 

3) 设 4 是 具有 单位 元 的 星 代数 ,x 是 4 的 正规 元 ,5 = Spa(*)、 则 存在 
ERE ALS) 到 4 的 唯一 的 同 态 p， 它 把 单位 元 变 为 单位 元 且 使 得 (1s) 一 
x。 这 个 同 态 是 一 个 等 距 , 它 把 RRA O", 把 @c(5) 变 换 为 4 的 由 1,* 
当 闻 所 生成 的 星子 代数 上 ,因而 这 个 子 代数 的 所 有 元 都 是 正规 的 . 令 p= 
友 *), 试 证 着 f 在 5 的 一 个 邻 域 大 解析 , 则 太 *) 等 于 15.2 何 题 11 中 作 同 样 
标记 的 元 。 

9) 设 4 是 具有 单位 元 ( 记 作 e) 的 是 代数 ,以 P 表示 使 得 Sp4(z) 包含 在 
区 闻 [0,+ co[ 内 的 自 伴 元 * € 4 所 成 的 祝 - 

a) 试 证 若 *《 A ERRRH le> risi, 则 xEP. 车 x € PE Fila 
LW le = {<1 (BEH e 与 > 生成 的 子 代数 . ) 由 此 推断 、 为 使 自 伴 元 x 


ETP, 必须 上 且 只 须 
le — Ikiel ll, 


b) Fa) 推断 P EA nE Ea PCP) = {0}。 

°) 试 证 关系 :tx€ -PHS 一 0,《 先 注意 也 有 "EP, jS = = 
“+ 名 其 中 与 ? 都 是 自 伴 的 ， 由 上 面 的 关系 式 推出 eer, 由 此 得 到 
#*x = 0.) 

d) Ec) 推断 ,对 一 切 =E 4 有 aser, (SPS z*s = e — e, 其 中 4 与 
”是 Hermie HJH z € P, z € P, w 一 vu 一 0( 利 用 问题 8)， 若 = 一 zz, 试 证 
24z€ 一 P 并 由 此 推断 v= 0.) 由 此 推出 。 + x*x 在 4 中 是 可 道 的 (利用 问题 
8). 

10) a) kA ERER Be 803218: Banach 代数 ， xx* 是 4 的 任 一 对 合 . 
对 4 的 每 个 特征 标 X, 令 O = AG) RIE XN 是 空间 X(A) 的 一 个 
HARE. 

5) 设 x 是 可 度量 化 紧 空 间 ，? ExARARNAAE PISMEN 
HEEL), QPC) = Mes) ,证 明 这 就 在 CX) 上 定义 了 一 个 对 合 , 而 
R. EKA) 上 的 任何 对 合 都 可 以 这 样 得 到 。 

°) 区 x 表示 R* 内 下 列 各 入 的 并 所 成 的 紫 子 空间 : RE y = 0, —15S 
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zaz; 线 股 * 一 0, 18782: A =: 上天 -= 1: 以 及 开 半 图 盘 D:y2>0, + 
<t, EoEx 到 自身 的 唯一 的 对 合同 凸 是 恒 等 陕 射 (第 二 十 四 章 ).。 设 4 是 
CLX) 中 在 DD 内 解析 的 请 数组 成 的 Banach 子 代数 , 试 证 4 的 谱 可 以 典 则 地 
FAT x, 并 且 代 数 4 除 便 等 映射 外 没有 别 的 对 人 台 ， 

11) 设 4 是非 交换 的 中 代数 。 

a) 试 证 存在 Hermite Jy € P (PHA 9 中 的 记号 》 使 得 ”是 可 逆 的 ， 且 
六 不 属于 4 的 中 心 和 (利用 问题 9 证 明 在 相反 的 情形 下 , z 与 4 中 由 Hermite 
元 所 成 的 实 向 量子 空间 五 的 交 试 会 包含 。 在 所 内 的 -个 邻 域 , 从 而 就 会 推出 
4 是 交换 的 .) 

b) 由 3) E EREDE, Q = yety, M| <—=' 是 4 的 一 个 连 
ESEA SE ELETE AEDE GOR 

12) 设 E E Hilher SH, WAEHERE T U RE Hilbert-Schmidt 算 
子 ; 必 须 上 且 只 须 : # (QL) 是 忌 的 特征 值 的 序列 《每 个 特征 值 都 按 它 的 重 数列 
ELUNE Al 为 有 限 。 上 此 时 这 个 和 等 于 [l 


13) a) 当 严 是 有 限 维 Hitber 空间 时 ,如 (15.4.8) 那样 定义 范 数 lelh. 
在 # 维 Hiber 空间 上 给 出 算 子 ”的 例子 ,使 得 


js 


b) ZEROA Hiber 空间 ， 给 出 E 上 的 Hilherc-schmidt 算 于 序列 
G) PF20839 (arn / |l |D 8 o, 

14) 设 x 是 (可 距离 化 与 可 分 的 ) 局 部 紧 空间 ，k 是 xX 上 的 正 测度 ， 
K(z， y) 是 定义 在 X x X 上 的 省 数 且 属于 SXXX, KO), MARTER 
fe (x. BR S KE, OO) 几乎 处 处 有 定义 ,并 且 它 的 类 属 于 
ECX, 上 《利用 Lebesgue-Fubini 定理 与 Cauchy-Schwarz RER) AAU -F 
表示 这 个 类 , 试 证 口 是 Hilberr schmidt AF, 称 这 个 算 子 相伴 于 核 K。 WE 
| = NAK), 0* 相伴 于 核 r) RO; E 区， 分别 相伴 于 属于 
LECE XK HOH) HIR E,, Kas Rl V,U: 相伴 于 核 

Kla, s) = | K.G, DEG, R, 

15) 设 E 是 无 穷 维 Hilber 空间 。 是 下 上 的 Hilbert-Sehmidt 算 子 , 试 

证 将 4 对 于 口 是 正 刚 值 , 则 算 子 (7 — 2. 10) ' 具有? A'l 的 形式 , 其 
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中 Vv 是 一 个 Hilbert-schmidt 算 子 。 由 此 推断 已 在 代数 CE) 内 的 谱 与 它 在 
对 多 FE) 深 加 单 位 元 后 所 得 的 代数 内 的 谱 相 同 ， 对 每 个 在 包含 SP(Z) 的 一 
个 开 集 内 解析 的 函数 1, 算 子 大 7)(15.2 问题 11) 是 Hilbertsshmidt 算 子 。 

16) ÎR H., +t, HH 是 可 分 Hilbert 空间 E 上 两 黄 可 交换 的 自 伴 算 子 , 且 
对 任何 六 满足 关系 式 

lajer, EHen, 

其 中 。 是 满足 0<s<1 的 数 , 则 
1+Ve 


工 一 日 


|H, 3 H, 二 + HS 
(Cotlar 引 理 》. 
《利用 renedana-Haiiwapx 定理 归结 为 对 实数 ie) 证 明 同样 的 
人 性质 ， 对 每 个 0, 设 vG) 是 使 得 l RR ; 的 个 数 ,注意 
È pal = fires 
jmi 
另 一 方面 ,注意 若 julat [al> WI 
alii y |w | 2, 


I+ pe, ) 


loge 


因而 


17) 设 4 是 具有 单位 元 e 的 Banach 代数 ,zx* 是 4 上 的 一 个 对 合 , 但 
不 一 定 连续 。 

2) 试 证 4 的 根基 (13.2 问 题 77 习 是 4 的 自 伴 于 集 ; 于 是 4 的 对 合 通过 
商 在 4/ 筑 上 给 出 一 个 对 合 ,我 们 仍 把 这 个 对 合 记 作 t, 

b) ike = o* 是 4 的 自 伴 元 ,使 得 Sp (a) 包含 在 开 半 平面 名 5>0 内 , 则 
存在 元 5€ 4, 使 得 5 是 自 伴 元 序列 Cus) 的 极限 瑚 这 些 都 是 4 的 多 项 式 ， 
HAP 一 a 选取 适当 的 a>0, š a = afe — (€ — z *a)), 并 利用 15.2 间 
题 119 与 问题 15》 WE b i at aa, ARS b = t ie, 其 中 «与 
“是 自 伴 的 ， 油 肌 互 相 可 交换 且 各 与 可 交换 ; 由 此 推断 ww 二 0 与 局 一 上 

e) 设 C 是 4 的 交换 Banach PRH, CRA z, a,b, b”, EA SP) = 
SPACA) (15.2 [E 15). 设 C 是 4 的 交换 Banach 子 代数 ， 它 包含 上 在 5 到 
ARDRE pit FHR. ER 是 C' 的 根基 而 ;5 一 79t 是 典 则 间 态 ， 


IIRI mop; CCAR 是 连续 的 (15.3 问题 20); 由 此 推断 > 一 C" 一 2) 
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ER, 然后 推断 Spala) = Sp (2), 《注意 

SpA(a) = Sporya lau — 41)) == Speed 
因此 * EPR; ” = “we = 0; 最 后 ,5 一 “是 自 伴 的 。 此 外 , 若 sp(“) 外 
AE o,r ool 内 , 则 Sp(B) 也 包含 在 ]9 ,十 oo[ 内 。 

18) 在 问题 17 相同 的 假定 T， 令 rale) = (Gta) 也 把 它 记 作 
PED RITA GO = AC*); E RA EARRA, z: A—AF RAME N 
taral) = p Ça). 

4 的 对 合 at 称 为 Hermite 对 合 ,或 者 对 合 代数 4 称 为 Hermite 代 
数 ,如 果 对 每 个 委 伴 元 a€ 4, 有 SCR, 4 4 为 交换 时 ,上 述 定义 等 价 于 
4 的 每 个 特征 标 是 Hermite 的 (问题 2). 

在 本 题 中 ,下 面 假定 4 是 Hermite 的 。 

a) ÉE z € 4 满足 pCx)<1、 试 证 (< + tX 一 ”是 可 逆 的 (注意 根 
据 问题 17, 有 。 一 **x 一 wy 其 中 必 是 自 伴 的 与 可 道 的 ;由 北 推 断 w (z+ 一 
zw 的 谱 包含 在 iR 内 . ) 试 证 对 一 切 *< 4, 有 

COLE] 
(Pk KEA) 因而 若 * 是 正规 的 ， 唱 (>) = ?Cx) EBE z, > 在 某 个 
Banach 代数 内 可 交换 , 则 出 《15.3.4) 有 PCC) 特别 芳 * 是 西 
TMo) = 1 H Sret. 
b) 出 a) 推断 ,对 ARER AET a, b, 有 AC 吧 ) 所 p(s)o(5) GER 
Pab) Kpah) = (Cab yY < ji? ja es); 

对 4 的 每 对 元 2, y, Hey) SPO) 4 的 根基 是 使 得 Xx) = 0 的 
z € 4 的 集 。 

5) 斌 证, # a, 5 是 4 的 两 个 自 伴 元 ， 使 得 sp(a) 与 SP(2) 都 包含 在 [0、 

+f P, M sp(2 + 从 也 包含 在 [0,+ cof 内 ( 写 
“ + z + B = (z t aye — we + 5), 
其 中 u, v WE Cu)<1, 6(2)<1). ERN, E ,6 是 自 伴 的 , 则 
pla + b)<e(a) 十 PC。 
试 证 对 一 切 x*E 4, H Sate + zz*)CC[0, +o], 

d) Be, Ó 是 4 的 两 个 自 伴 元 ， 试 证 aK + 如) (注意 oC + 
Eje — a = (pa + be — at — b) + 如 并 利用 c))， 册 此 推断 ， 对-- 切 
redy 有 


PGŽ + zx)<2p( r), 
°) Ih b) 54 推 昕 ,对 4 的 每 对 元 *，y。 有 
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Mx + y)< (z) + pG). 
其 4 是 无 根 的 , 则 ?在 4 上 定义 了 一 个 吴 范 代数 结构 ,其 拓 扯 粗 于 由 落 数 | 
所 定义 的 拓扑 , 且 若 4 关于 范 数 ”是 完 各 的, 则 这 两 个 拓 并 不 相等 。 

D WIER 4 是 无 根 的 , 则 函数 > 一 ** 在 4 上 是 连续 的 .( 注 意 当 序列 (x») 
BT 且 使 得 序列 GF) BF? H, PG) 与 p(y — 不) 都 趋 于 0， 出 此 应 用 
闭 图 象 定理 ;然后 利用 。),) 

s) 试 证 是 4 上 的 连续 函数 ( 利 月 {)， 为 此 注意 存在 常数 c>0， 司 得 
eG hel B PaE) = paa) 

M) 试 证 对 一 切 *€ A, Sate) 包含 在 [0, + oo[ 内 ,( 用 反 证 法 ,假定 存 
在 *€ 4, 使 得 车 = **x, 则 —1 € Sp(s)， 对 每 个 烙 数 >, 设 “是 4 的 自 伴 元， 
它 与 = 可 交换 且 使 得 =r 十 上 sp(ws)cf0, hoo[( 问 题 17) # ee 


一 x， 芳 虑 4 的 一 个 含有 ox 与 < 的 交换 Banach. FAR B, 全 得 < ws 与 
h a. P SER: A AER 由 此 证 明 
plén)c [0, + oo[; 
并 且 有 eC&r)<1 + 20C) = e, a RRF = HHB o), — v, = xy 因而 
s, = 一 Bo, + E bos kdi OR 包含 在 区 间 ] 一 oo， 所 [内 ; 然后 


a 


推断 spor) 包含 在 区 间 [ -2 +o 内 《利用 O); 推出 pp) É 
G5.2 问题 加 )), 因 而 对 B 的 一 切 特征 标 X, 有 [XC3ys)| < Z. BIS, ER 


六 和 = Biz, XCws) 之 0 HEEN ER XG) 一 1, 册 此 得 出 矛盾 , 》 

19) 设 4 是 具有 单位 元 的 Banach f, ert 是 4 上 的 对 合 ， 不 一 定 
连续 ， 试 证 下 列 性 质 是 等 价 的 : 

a) 4 是 Hermite 的 . 

8) 对 4 的 一 切 正规 元 > 有 PC*)<pC*). 

Tr) 对 4 的 一 切 正规 元 *。 有 pC*) = a) 

5) 对 一 切 >E4。 HPG? + z)<ep(e), 

e) 对 4 的 每 对 元 *， y, A le + y)<P(z) + p(y). 

$) Hia RR ARI oC) 组 成 的 集 是 有 界 的 ， 

D HRADE, et z*z 在 如 中 是 可 逆 的 . 

《用 反 证 法 证 明 7) 蕴涵 “) ,为 此 证 明 Hermite 元 的 谱 不 可 能 含有 i 用 
RWF (15.4.12) 中 的 推理 证 明 ”) AM “). 为 证 5) 萄 涵 8), 注 意 由 ë) 推 
出 , 3 x 是 正规 元 ， 则 对 一 切 正 整 数 a, CY = EY. 最 
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后 ,为 证 明 56) 葡 涵 “)， 先 注意 由 5) 推出 ,对 一 切 西元 *。 有 sp(z)CU,25 k 35 
(r€ Z). RAER, Ë 。 是 自 伴 元 且 pCa)<1, 则 存在 与 * 可 交换 沟 自 
PEF BERD = < — a (P 17), SR z + 尼 是 西元 ; 然后 取 含有 “与 4 
的 一 个 交换 Banach 子 代数 ,使 得 ,5 与 4+ ib fE 4 中 的 谱 与 在 ?中 的 谱 相 
FJ.) 

20) 设 4 是 具有 单位 元 < 的 Banach 代数 ,x 一 x* 是 4 上 的 一 个 对 合 ,不 
一 定 连 续 ， 

WEE kis), 则 4 是 星 代 数 ， 


5. 对 合 代 数 的 表示 


Ë 4 是 对 合 代 数 (不 一 定 赋予 范 数 ,也 不 一 定 具有 单位 元 ), H 
是 Hibe 空间 ， 红 (Hz) 是 卫 的 连续 自 网 态 所 成 的 代数 、 4 到 
LCR) 的 同 态 * — UC) 浆 为 4 到 右 中 的 一 个 认 示 *， 如 果 它 满足 
(15.5.1) U( *) — (DCO 
由 此 畦 别 推出 ,着 * ERER, WUO 也 是 自 伴 的 。 若 4 其 有 音 
位 元 。， 则 我 们 还 要 求 
(15.5.2) DCe) ~ ln 

口 称 为 患 实 变 示 , 如 果 同 态 :一 VCs) 是 单 射 ， 换言之， 如 果 
DU(s) -x 一 0 对 一 切 * € 玉成 立 药 涵 ; — 0, 

设 H, H' ERA Hiber 空间 ,4 到 如 中 的 表示 :一 UCs) 与 
ARR 中 的 表示 :一 Ue) 称 为 等 价 的 ,如 果 存 在 Hiber 空间 之 
RISI T:H —> H, 使 对 任何 4, A UCG) = TUGT, 

RB, W H — H h HI Hilbert 空间 自 同 构 了 下 是 星 代数 
SGD 的 西元 ,事实 上 , 工 必 是 可 逆 的 且 对 如 的 任何 元 x，y， 有 
Gr. z|T y) = (z]y), 这 也 可 写 为 (7*T ,zl?) ~ Cely), R 
T*T 一 o 因而 T* = T 反之 显 见 . 

WH, MERD Hitbert ZH, s> UCs) E 48] H, 中 的 表 


* 一 般 称 为 汐 囊 示 ， 由 于 我 们 以 后 不 考虑 其 他 表示 * 所 以 用 语 随便 些 , 路 去 * 西 * 
F, 


= 360e 


示 , s—> U,( s) 是 4 Fj H, HRT Ek H R H, 55 H, Ë Hilbert 和 ， 
从 而 H, 与 H, SATHAN EITSA, LË < = x + x, 与 
y 一 所 十 为 是 及 的 两 个 向 量 (其 中 x Hi ye Hn im 1, 2), MU 
有 
Cely) — Caly) + Calya) 

车 令 UC) + (a + x;) 一 UC) ° z + Ue) ° a 则 易于 验证 对 每 
个 ze 4, UG) 属于 SE), 并且 一 Ts) 是 一 个 表示 * 它 称 为 所 
给 表示 的 Hilbert 和 、 

Bs UCs) 是 4 到 Hiber 空间 巡 中 的 表示 ， 称 互 的 商量 子 
空间 EE 关于 这 个 表示 是 稳定 的 ; 如 果 对 一 急 s& A, 有 UCs)ECE. 
若 记 关于 口 是 稳定 的 , 则 它 的 闲 包 再 关于 忌 也 是 稳定 的 (3.11.4)。 
F AEEA E 是 互 的 正 交 补 空间 (6.3)， 则 E' 关 于 也 
是 稳定 的 。 事实 上 ,对 于 * € ES € E', WEEK |U) x) 
= (VCO) wle) = CU Ge) xz) = 0, 因而 UCs) .与 所 
# x € 五 正 交 ， 从 而 属于 E. # Ul) 与 0s) 分 别 是 UC) 在 
EE 与 E' 上 的 浪 制 , 则 表示 UU 是 U, 5 U 的 Hilbert fü, 

《35.5.3) 为 使 五 的 山子 空间 了 关于 如 是 稳定 的 ,必须 生 只 须 堵 一 
HJ :;€ 4，、 有 PzU(s) 一 UCs)Ps (Pg 是 E 上 的 正 交 投影 (或 译 为 直 
交 射 影 )C6.3))。 

所 述 条 件 是 必要 的 ， 因为 如 关于 如 是 稳定 的 ， 所 以 对 re E, 有 

Pr,x 一 :与 


Ps (UCs) ° z) = UCs) + x3 

又 因 E 关于 忆 也 是 稳定 的 ， 所 以 对 re E, H Pr. x 一 0 与 
(IC . x) 一 0。 反 之 , 若 记述 条 件 得 到 满足 , 则 对 一 切 *'e E 
与 s€ A, B UG) - x = Ps * UC) rE E, 

在 Hilbet SHH h EEH EEB00SCTfK Di 
子 ， 如 果 它 是 到 五 的 一 个 闭 子 空间 上 的 正 交 投 影 ， 这 种 投影 算 子 
的 重要 性 在 于 《15.5.3) 它 由 S (H) 的 对 合 代数 结构 所 表述 的 特 
fE: 
(15.5.3,1) 为 使 Hilbert 空间 吾 上 的 连续 算 子 P 是 正 交 投 影 算 子 ， 
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必须 县 只 须 它 是 宪 等 的 与 Hemmite 的 . 

我 们 已 经 证 明 过 所 述 条 件 的 必要 性 (11.5)， KZ 8 P = P, 
P* =P, WI H RE r, y, WA (P -<z|y—P 7) 一 
《zlP — P- y) = 0AF P(H) E La 一 ?的 核 , 所 以 它 是 闭 
的 ,出 前 所 证 ,已 是 PCH) 与 PC0) 的 Hilbert 和 ,由 此 即 得 所 需 的 
结论 . 

假定 是 关于 表示 忆 为 稳定 的 子 空间 所 成 的 无 穷 序 列 Ha) 
的 Hilbert 和 ,并 把 UCs) 在 H, 上 的 限制 记 作 Ps(r)y 因而 对 每 个 
n, s> UCs) EAR H, HORR. ARAME RIEKE 
示 刀 是 这 些 表 示 U, 的 Hilbert 和 ; 对 每 个 *e 4 与 每 个 z= 


D =€ H GEP z,€ Hi), 有 DC) o a= DI UAC) en DINU CE) 


“zo — UCG) > zl, . 

和 4 到 HH 中 的 表示 一 UC) 称 为 拓扑 不 可 的 表示 ,如 果 在 二 内 
不 存在 异 于 {0} 与 H 的 ,关于 上 为 狗 定 的 闭 向 量子 空间 ,ES 

由 《15.5.3) 推出 下 述 关于 不 可 约 竹 的 判断 准则 ; 
《15.5;47 为 使 忌 是 拓扑 不 可 约 的 ,必须 是 只 须 : He + € =l 
R. PU(s) 一 UCP 的 正 交 投影 算 子 R 只 能 是 0 与 lm。 

事实 上 ， 所 说 条 件 表 述 了 (0) 与 互 是 已 内 仅 有 的 关于 召 为 稳 
定 的 闭 子 空间 ， . *, 
《15.5.5) s> DCs) 是 4 到 万 中 的 表示 ,是 由 元 UG) : + (这 
里 s€ A; z€ H) 所 生成 的 向 量子 空间 在 坊 内 的 闭 包 ，E' 是 使 得 
UCs}: x 中 0 对 一 切 : 6 4 都 成 立 的 ze 已 组 成 的 集 ， mas E 
关于 过 是 稳定 的 且 在 如 内 互 为 正 交 补 空间 。 

由 于 Uler) 一 U(s)VC)， 所 以 显然 8 与 E TURRE 

He 设 E” 是 E 的 正 交 补 空间 ， 上 面 已 经 证 明 E” AFVEE 
的 ;然而 按照 定义 ,对 € E”, 有 UG.) z€ E, 因此 对 任何 "都 有 
UG: z€ ENE" = {0}， 由 此 得 到 ECE’, "反之, 车 x€ E, 
sE 4 县 76 瑟 * 则 按 定义 有 ClU) y) = (UG): riy) = 0,I8 
me ERTE, 即 E'C E”, 这 就 证 明了 所 述 命题 ， 
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我 们 把 E 称 为 的 本 性 子 空间 ;并 把 避 称 为 非 如 化 误 示 ,如 果 
E = (0) (或 如 果 形 如 UCs)* z 的 元 形成 及 的 一 个 金子 空间 ). # 
A 具有 单位 元 , 则 根据 (15.5.2), 上 述 条 件 总 能 成 立 ， 

BE z€ H 称 为 关于 4 到 五 中 的 表示 蔬 的 多 化 子 或 全 化 向 
N. 如 果 * RS AB, HrBEB3ES UC): 入 斯 生成 的 向 量子 空间 
《 它 关 于 卫 为 稳定 ) 在 鼠 内 处 处 稠密 ， 具 有 全 化 向 量 的 表示 称 为 音 
MET. 若 17 是 拓扑 不 可 约 的 , 则 瓦 中 任 一 向 量 x => 0 是 全 化 予 ， 
B 235868. 
《15.5.6) BGEA RAHN i s — Ul) 是 4 到 可 分 Hilbert 空 
闻 吾 中 的 非 退 化 表示 , 则 召 是 关于 忌 为 稳定 的 闭 子 空间 组 成 的 (有 
眼 或 无 穷 序 列 (H。) 的 Hilbert 和 ,使 得 器 在 每 个 H, 上 的 限制 是 
单 演 的 ， : 
设 (z,)s> EEH AACE] JH A k E He 如 
下 : MEHKA U(s) n GX E. s W 4) 所 生成 的 向 量子 空间 
的 闭 包 ; 因 为 4 具有 单位 元 ,所 以 的 E 所 。， 如 果 对 于 1 S SaR 
们 已 经 构造 了 H, AHT <i < n) 的 ( 直 ) 和 工 , 则 构造 完 
t, ERIR uk 天 是 工 在 妃 内 的 正 交 补 空间 , 4) 是 使 得 x; 是 
tom 在 工 上 的 正 交 投影 的 最 小 整数 ,由 L 内 由 UC) + zC Haa 
4) 所 生成 的 向 量子 空间 H, 不 能 仅 由 0 组 成 ; 这 样 的 指标 存在 是 
六 为 表示 了 是非 退化 的 ， 并 且 我 们 取 H% H, 的 闭 包 由 于 
x+ € Hu, 根据 (6.4.2), H, 就 是 所 所 问题 的 解 ， 
(15.5.7) 车 A 是 具有 单位 元 的 对 合 Banach 代数 , 则 A 到 Hilber 
ZERE REEDER s> Ul) RE IUO < Il (特别 , Z E 4 
到 Z(H) 的 连续 映射 ). 

事实 上 , 在 星 代数 Z(H) Pi, IUCH = UCU) = 
PLUC UC) 成立 (15.4.14.1)， 由 于 UCGOYUGO = UG), H 
G15.2.8,G)) 得 到 ` 

UCE) < PC Ses < M — sl, 
特别 是 ,我 们 由 此 又 得 到 了 (15.3.1,(iD》。 
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6. 正 线性 形式 \ 正 Hibet 形式 与 表示 


设 4 是 对 合 代 数 (不 一 定 赋予 范 数 , 也 不 一 定 具有 单位 元 ), 4 
上 的 线性 形式 f:4 一 C 称 为 正 线性 形 或 ,如 果 对 一 切 *e 4, 有 
(15.8.1) Kar) > 0, 
(45.6.2) 设 1 是 对 合 代数 4 上 的 正 线性 形式 , 则 

G) BER Ces y) — gx,7) 一 全 y*x) 是 4 X A ERIT Hermite 
形式 , 换 青 之 ,对 4 中 任何 z, y, 有 


(15.6.2.1) Gy) 一 IG"), 
Gi) 对 4 中 任何 rz, y, 有 

(15.6.2.2) HOOI < Kx*z)/(y*y), 
Gü) 著 4 具 有 单位 元 =， W 

(15.6,2.3) Kx*) = IG, 

(15.6.2.4) HOP < Keate), 
为 证 明 G), 5 


g(z + y, x + y) = gles z) + g(z> y) + By, z) + eO) 
它 是 实 的 ;根据 假定 《15.6.1), 得 到 
(gO; 2)) = —Z(g(z, y)); 
把 * 换 为 ,就 成 为 Alel, y)) = 统 (g(y， +)), 因 而 g(y, z)= 
Eey). WW Gu) X E E BZ TF g 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
(62.D. 在 《15.6.2.1) 与 (15.6.2.2) rh F) = fÇ Ë y 3£ % B& UJ 
G5.4.2) 894821 Gi) 中 的 关系 式 ， 
由 了 出 发 这 样 得 到 的 Hermite 形式 g 不 是 任意 的 ， 因 为 对 4 
中 的 z, y, z, 显然 它 满足 关系 式 
(15,6.3) BCzyy z) = g(y> xz), 
如 果 A4 X A4 上 的 正 Hermite 形式 还 满足 关系 式 (15.6.3), 就 称 
为 对 人 台 代 数 4 上 的 正 Hilbert PR. 
当 4 具 有 单位 元 。 时 ,每 个 正 Hilbert 形式 # 都 可 象 上 量 那 样 
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由 一 个 正 线性 形式 1 导出 ;为 此 只 须 取 f(x) = gles e). BEA 
我 们 将 看 到 , 当 4 没 有 单位 元 时 ， 这 个 命题 就 不 再 成 立 (15.7.4)。 

我 们 指出 ,在 4 x 4 上 的 Hilbert 形式 与 4 的 表示 之 间 有 值得 
注意 的 关系 . >. 

首先 ，4 到 Hilbert 空间 互 中 的 每 个 表示 s -> UC) 由 下 述 方 
式 产生 王 线性 形式 (因而 产生 正 Hilbert 形式 ); 对 每 个 me 及 ,车 
令 
(15.6.4) faaks) = (UCs) + solzo)» 
MER jr 是 4 上 的 线性 形式 ,并 且 根据 (15.5.1), 有 

je 一 (CD + zol 0) = (UC) + xl Uls) * za2 

= UC) al? 2 0. 

对 应 的 Hiibert 形式 是 
(15.6.5) ga (s 1) = (UCs) © z | UG) + x), 
例如 ， # 4 — s (H>, Yer H E: (有限 ) ni Hiber 空间 ，14: 
T — T Ë: AS| B ript SE3E2<, 则 线性 形式 fn 可 明确 表述 如 下 : 
设 (ewes 是 吾 的 一 个 Hilbert 38, (Z,) 是 T 关 于 这 个 基 的 秆 阵 ， 


WA = 21 ke f 
(15.6.6) EKT) = 31 its, 


在 研究 (15.6.4) 这 种 类 型 的 正 线性 形式 时 ,总 可 以 假定 x 是 
关于 如 的 全 化 向 量 (15.5)，、 因 为 如 果 考 虞 的 由 % 与 UCs) -le 
取 遍 4) 所 生成 的 稳定 子 空间 的 闷 包 , 则 当 办 可 在 这 样 的 稳定 子 空 
闻 上 的 限制 代替 口 时 , L. 并 不 改变 。 我们 先 注意 ， 在 这 一 附加 补 
充 假定 下 , 除 等 价 外 ,线性 形式 ju 确定 了 表示 如; 
(15.6.7) 设 品 ，U" 分 别 是 4 到 Hilbert SHH, H' 中 的 两 个 表 
To 假定 U (相应 地 , U) 具有 全 化 向 量 r (相应 地 , z), 若 对 一 
W s€ 4 有 《UCD rla) = (UC) ° il WER U 5 U' 5 
价 。 

事实 上 ,对 4 中 任何 s,z, 有 


-385e 


《15.6.7.1) (UCs) - lUl) + xo) = CUO" ,xolxo) 
= (WPs) ° rlro) = (UCG) + 81 UO) i)e 
BTR UG) - z GREH, U' (2) - z) JER H GBM H, 起) 的 处 
处 稠密 的 子 空 间 Hi, 《相应 地 , H X Bhai, UG) - x; = 0, W 
TD 6 = 0, 反之 亦 然 .出 此 推出 ， 对 二 使 得 羽 9 .和 一 = 的 
每 个 z€ H, 与 每 个 +E A, MERA UCG) .xo 都 等 于 FF 的 同一 个 
z = T - z, 并且 由 于 (15.6.7.1), R9 T Je E Hiber 空间 本 
到 准 Hilbert 空间 H; AAA BB (5.5.4) SE SREmE 
理 ， 它 可 以 唯一 地 延 拓 为 Hibbert 空间 五 到 Hilbert 空间 H 上 的 
同 构 ( 仍 记 为 了 )， 剩 下 要 还 明 , 对 x€ H, 有 
T. (UG): z) = Us) - (T - z), 

而 由 恒等式 的 延 拓 ;可 以 只 限于 z = UG) : za 的 情形 然而 此 时 
有 UG) (UG) + za) = UG) i o ATREA T- (UC) 
= U’(st) z = UCs) - (UG) < 1) = Us), (T a) AER, 

此 外 ， 可 以 从 线性 形式 fn HREH ENNE Hiber 2f H, 
也 可 以 从 Hilbert 形式 gr 出 发 直接 定义 Ho £t E ,一 般 地 我 们 
有 下 述 命题 : 
《15.6.8) 设 8 是 4 上 的 正 Hilbert 形式 ， 则 使 得 gC s) = 0 的 
+ € 4 所 成 的 集 n 是 4 的 一 个 左 理想 , 且 等 于 使 得 g(r 1) 一 0 对 
—UJ z € 4 成 立 的 *6 4 所 成 的 集 ， 若 *:4 -> Ajn 是 典 则 线性 
映射 , 则 在 4jn 上 存在 唯一 的 准 Hilbert 空间 结构 ,使 对 4 中 任何 
s, s H CEG) = g(s, 02, 

Couchy-Schwarz 不 等 式 |8 D < g(e,s)g(z,4)(6.2.1) 表明 
1 是 使 得 gCs, r) 一 0 对 一 切 + € 4 成 立 的 *《 4 所 成 的 集 ; 于 是 
关系 式 《15.6.3) 表明 "是 4 的 一 个 左 理想 .根据 关系 式 gC = 
Ks D.S € us € Ab gG, s) 一 0; 由 此 推出 , 荐 s 一 人 
ner E CHRD z(s)==(#),=G0) = (1)), 则 EC) = gl ,7), 
因为 gs, 四) 一 857) 二 gs 一) 十 gC — s, r). AF 
glo D RRF x(s) 与 (2)， 所 以 可 以 把 它 写 为 lre) 
而 验证 这 样 定义 在 《41n) Xx《4 1n) 上 的 通 数 《x|7)》 是 非特 化 正 
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Hermite 形式 这 一 事实 是 容易 的 。 

在 g 一 gs, IEI, H gals s) = NUC) + xoll, 因而 是 4 
#J H, LOREH a; s 一 Us) n RR. 公式 《15.6.5) 表明 ,由 
u 通过 商 所 诱导 的 双 射 :4/ 负 一 ,是 准 Hilbert 空间 之 间 的 同 
构 ， 正 如 早先 所 述 , 这 表明 五 除 同 构 外 由 gx 所 确定 ， 再 者 ， 表 示 
s> UC) 本 身 由 4 的 代数 结构 与 给 定 的 gx 所 导出 "因为 

UCs) UO + r) 一 UDCD) = + + Cst) 

而 当 在 Ho 中 已 知 V(s) 后 , 就 可 把 它 连 续 延 拓 到 再 上 (5.5.4)。 

然而 , 5, 这 种 类 型 的 正 Hiber 形式 还 不 是 最 一 般 的 ?事实 上 
它们 还 满足 一 个 补充 条 件 ， 这 个 条 件 表 达 了 每 个 UG) 是 H, L BJ 
连续 算 子 。 鉴 于 (15.6.5) 与 (5.5.1)， 它 等 价 于 对 于 线性 形 焉 == 
ga 的 下 述 条 件 : 

(UU) 对 每 个 se 4 存在 数 M, I 0, 使 对 一 切 E A, 有 
(15.6.9) glet, st) < MgC i)a 

反 过 来 ,我 们 有 下 述 命 题 : 
(15.6.10) ik z 是 4 上 的 满足 条 件 (DU) 的 正 Hibe: 有 形式, 假定 
WE Hilbert 空间 4/n 《采用 (15.6.8) 中 的 记号 ) 是 可 分 的 , 因而 
(6.6.2) CERT Hilher 空间 五 的 一 个 处 处 稠密 的 向 量子 空间 ， 
则 对 每 个 re 4, Aln 的 自 同 态 G) — Cs) 可 以 延 括 为 如 的 连 
续 自 同 态 z— VO) - x, 并且 s 一 VCs) 是 4 到 右 中 的 一 个 表示 。 

首先 注意 , 若 z(a) = e), MG) 一 (sv), 因为 n 是 左 理 
想 ; 于 是 所 考 囊 约 H, 的 自 同 态 被 完全 确定 , 而 且 An HRR 
定义 连同 《1546.9) 表明 这 个 自 同 态 是 连续 的 《5.5.1), 由 此 即 得 连 
BAT VCO 的 存在 性 (5.5.4). FH aled) = 《sf 12), 所 以 

V(er) = VOOVCDS 

男 一 方面 ,根据 (15.6.3), 有 

PC) e aC) = z( et, r) ~ gG s) 

= ZG, z) = POA = Ce | VC) > r) 

这 表明 V( = 《FV(s))*。 基 后 ， 若 4 具有 单位 元 <“， 则 显然 有 
VÇe) = las 因而 *~ VCs) 是 4 到 号 中 的 -个 表示 ， 
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擎 握 在 何 种 条 件 下 这 禅定 义 的 表示 s 一 V(s) 为 非 退 化 
《15.5.5) 是 有 用 的 ,而 这 等 价 于 关于 8 的 下 述 条 件 : 

(N) 所 有 元 w( r) 在 准 Hiber 空间 4/n 内 形成 -- 个 全 子 集 . 

当 4 具 有 单位 元 时 ,这 个 条 件 显然 满足 。 

在 (15.6.10) 的 条 件 下 ,一 般 来 说 不 存在 me H EE gCs, 站 一 
CLs) > tl VC) : xo) (参阅 15.9 问题 3)， 但 当 4 具 有 单位 元 。 
时 ,这 祥 的 向 量 恒 存在 ;事实 上 只 须 取 二 eCe), 

当 4 具有 单位 元 。 且 4 是 对 合 Banach 代数 时 ,不 仅 正 Hilbert 
形式 的 理论 归结 为 正 线性 形式 的 理论 并 且 条 件 (ND 恒 能 满足 , 而 
HRH CU) 也 恒 能 满足 ， 精 确 地 说 : 

(15.6.11) 设 4 是 具有 单位 元 < së 0 的 对 合 Banach 代数 ,了 是 4 
上 的 正 线性 形式 ， 则 

G) 了 是 连续 的 且 W = ie). 

Gi) [Ky*zy)) < Helly). 

我 们 要 利用 下 面 的 引 理 : 

(15.16.11.1) xe 4 是 自 伴 的 并 且 lzl < 1， 则 存在 自 伴 元 
IEA 使 得 六 一 十 
对 于 满足 1:| < 1 的 实数 z, Taylor 公式 (8.14.3) 给 出 
1 1 
Gtit ht (2)er e + (2)e tn, 


. 2 a / 
其 中 


(11-3 (20 Ds a 
"OT kas: 


这 就 立即 给 出 上 界 
laO < lil, 


L 
fe 
; 


因而 有 


R nje 


《15.6.11.2)(1 +)? = 1 + 3: +Í 
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右边 的 级 数 对 || < 1 绝对 收敛 《9.1.2)， 由 此 得 到 ,在 Banach 代 
1 
e+ r: x 十 | 2 


数 4 内 ,级 数 
1 
十 e 
2 # 


对 zl < 1 绝对 收敛 , 且 当 * 为 自 伴 元 时 ,这 个 级 数 的 和 ? 也 是 自 
伴 元 。 又 由 于 (15.6.11.2) 右边 的 震级 数 的 平方 是 1 十 :， 所 以 由 
(5.5.3) Ba y meta, 

这 一 引 理 表明 ， 对 于 在 4 内 自 伴 且 满足 lzl <1 的 *， 存 在 
y€ A, ER y*y 一 “一 x* HIE Ke 一 x) 2 0,INifi KO < Ke). 
现在 车 ze A H zj < 1; 则 也 有 le*r] < 1; 因 而 根据 (13.6.2.4)。 
EOP EKA e) < KF RRA ERDEI < KC) 
《5.7.1); 由 于 还 有 el = 1, 所 以 Ke) < li|, 由 此 即 得 断言 C). 

AER GRINER, 对 ye 4, 4 上 的 线性 形式 z—>f(y"zy) 
是 正 的 ， 因 为 Ky*x*xy) 一 九 (zy)% xy)) 2 0; REO, RAR 
性 形式 的 范 数 是 忒 入 7。 这 就 证 明了 《这 


5 题 


1) 设 4 是 对 合 代数 ， 口 是 4 到 Hilbert 空间 只 中 的 表示 。 MARU E 
不 可 约 的 ,必须 且 内 须 Z(H) 的 于 代数 等 于 C14, 这 里 由 使 性 UTG) 
UCG 对 一 切 :& 4 都 成 立 的 自 辣 态 v 所 构成 。《 为 证 明 所 述 条 件 是 必要 的 ， 
注意 B 是 Z(P) 的 对 合 闭 子 代数 ， 因 而 是 星 代 数 ; 车 5 是 属于 ?的 Hermite 
算 于 考虑 8 内 由 5 所 生成 的 闭 交 换 于 代数 C, CETS R AN HRF 
FLX), 其 中 X 是 一 个 可 度量 化 的 紧 空 间 ; 证 明 c 不 可 能 含有 非 零 的 零 因子 
并 由 此 推断 x 是 单 点 集 .) 

2) 设 4 是 具有 单位 元 = 的 Banach 代数 :* 一 a* 是 4 上 的 对 合 ， 但 不 一 
EES. 

a) 设 /是 4 上 的 一 个 线性 形式 ,使 对 4 的 一 切 自 伴 元 ", 有 灰 c)>0, 斌 
IRRA <, WAA) 是 实 的 并 且 C <=) (利用 15:4 问题 17). 
并 证 明 对 4 的 每 个 自 伴 苑 a, Ke) 都 是 实 的 ;上 且 有 KOEKA), KFK 
KCP) Q 8 € R BA Ce + gey), HIEN [fs)| SKE) (15-4 
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问题 18 中 的 记号 ), 因而 /在 4 上 连续 。 此 外 还 有 | (yt) SAO). 

5) 反之 ,车 了 是 4.F 的 线 些 形式 ,使 对 z € 4 A E EKE), RE 
对 4 的 一 切 自 伴 元 , Co) BERRE 

. Ha) <Ke)eGa) 

G š € R HB /(a + še). 

c) 假定 对 合 aat 是 Hermite 的 《15.4 B18), BAERT 4 上 的 线 
EERI, 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

a) 是 正 线性 形式 ， 

和 对 4 的 每 个 自 伴 元 <, Ca) 是 实 的 并 且 KO SKA), 

7) 对 % 的 每 个 自习 元 ", 有 eao, 

2) 对 一 切 =e 4, 有 KEN EKOE). 

《利用 sb). 为 证 明 8888 “), 注 意 着 OAE R 的 区 间 [aa] 
内 且 车 多 人 #0, 则 Ke)>0 B. Ka) RFE [KA]. 2 

3) 设 4 是 具有 单位 元 。 的 可 分 Banach R, sat 是 4 上 的 一 个 对 
合 , 但 不 一 定 连 续 , 

a) 试 证 若 4 是 Hermite 的 , 则 对 每 个 6 4， 存 在 4 上 的 正 线性 形式 1， 
使 得 Xe) = 1， 天 x*x)" = oa), CEB a*a 所 生成 的 交换 Banach 于 代 
RC, ABBUR CHER Banach 子 代数 B, 使 对 每 个 eC, 有 Spala) = 


Soay). PERH E ENER E 5484- y € C, 有 X(y*) = I0) HAEE 
这 样 的 特征 标 2, EOC) — Xat), 35 z 是 x 在 C 上 的 限制 , 则 对 一 切 
y€ C, A KONSO) HAR 15.41888 182), 12.15 问题 4 与 上 面 的 问 
题 2c)-) 

b) 反之 ,着 对 每 个 *e 4， 存在 4 上 的 正 线性 形式 六 使 得 Xe) = 1, 
fstx) == pCa), 则 4 是 Hermie 的 。( 若 = = (aez)oz = ae — ats YERA 
对 4 上 的 等 个 满足 Ke) = 1 的 正 线性 形式 f 有 Xe)<=， 并 由 恨 定 推出 
Mjaa, 由 此 得 到 pae 一 s*z)<a; 再 利用 15.4 洒 题 19.) 

c) 假定 4 是 Hermit 的 ,SC4) 是 Banach 空间 4 的 对 俩 空间 4 的 了 空 
间 , 它 的 元 是 4 上 的 满足 K) = 1 的 正 线性 形式 FE 5C4) ATRAE 
(12.15.9) 是 紧 的 与 可 度量 化 的 ， 设 (1.) 是 SCA) 中 的 处 处 瑰 窗 序列 ，s~* 
UE) 是 4 到 可 分 Hilbes 空间 万, 中 的 表示 , 其 中 M. h 加 通过 (15.6.19) 
中 的 方式 所 导出 。 由 此 令 


KOL >; 


Ey Hs) X, 


KEON 


就 导出 4 到 作为 上 述 这 些 8, 的 Hilbert 和 (6.4) ËJ Hilbert 空间 中 的 一 
个 表示 WUE WO = p(s)， 因 而 呈 的 核 是 4 的 根基 慷 ， 并且 UU 是 连续 
的 ， 

d) 具有 单位 元 的 星 代 数 4 是 Hermite 的 (15.4.12), 且 对 一 切 >6 4,77 
lell = zx) (15.4, 问题 443). A 4 是 可 分 的 ， 则 存在 4 到 22CEXE 是 可 分 
Hilberr 字 间 ) 的 一 个 闭 对 合子 代数 上 的 等 距 同 构 刀 ,使 对 一 切 Se 4, BUG) = 
(G>. 

°) 若是 可 分 Hilbert 空间 ， 则 代数 4 = C. LOLE) 对 于 范 数 
JSt de + eh = | 和 十 小 《C15,4.8) 中 的 记号 ) 是 Hermite 的 Banach 代 
数 . 对 ne Z(E), 比较 lele 5 PC). 

4) 设 4 是 具有 单位 元 的 Banach 代数 , xx* 是 4 上 的 一 个 对 合 , 不 候 
定 它 连续 ， 试 证 下 列 陈述 是 等 价 的 ; 

<) 在 4 上 存在 等 价 于 给 定 范 数 的 范 数 ,使 得 4 关于 此 范 数 成 为 星 代数 . 

B) 存在 数 4>0， 使 对 一 切 *e 4, A jet 2 A e lal. 

7) 4 的 西元 六 成 的 集 是 有 界 的 ， 

5) HA aat 是 Hermite 的 ,并 且 存 在 数 上 >0， 使 对 一 切 Hermite 元 
# € 4, 有 |le|<ue(a), 

(为 证 明 5) ARA a), 证 明 此 时 有 |j=||<2po(2), 为 此 写 * = s + p, 其 
rh, bi Hermite 元 ， 并 利用 15.4 问 题 18d)， 然 后 利用 15.4 闭 题 88). 
为 证 明 8) 8888 5), 先 利用 (15.2.7) 证 明 ， 若 = 是 Hermite 元 , 则 4 中 所 
ola); 由 此 推 昕 ， 若 x 是 正规 的 ， 则 对 一 切 正 整数 *， 有 EY] < 
2(z*z)， 并 利用 15.4 问题 19 证 明 4 是 Hermite 的 。 最 后 为 证 明 >) A 
涵 5)， 注意 对 每 个 满足 eC(e) <1 的 Hermite 元 4 在 4 中 存在 与 可 交换 的 
Hermitc 元 b, 使 得 b — e — (15.4 [BIB 17), RT é — a + b 是 再 元 县 


< 


5) 设 4 是 具有 单位 元 。 的 Banach 代数 ,并 赋予 它 Hermite H Art, 
a) 设 z64 满 足 ts)<1， 试 证 x(e — stay: = (e m wta) a (参阅 
15.2 问题 11f))。 
b) 在 同样 的 假定 下 , 试 证 函数 
FCE) — (e — te) Vibe + z)Xe p Ert) Ce — atay 
ERMA |b| <1 + 内 有 定义 是 全 纯 , 其 中 = 是 一 个 正 数 :并 且 对 |5 = 1, 
FCE) 是 西 的 ，( 对 于 |$| = 1 车 令 = e tr, b = a art, ym be ta, 
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ile + 6x* = byt, yyt = b(a + byt), 一 sr + yta), SASS 
yy*-'a bye tp.) 

e) 试 证 使 得 p(x)<1 的 +e4 所 成 的 集 是 4 的 西元 所 成 的 集 的 闭 旺 包 
(12.14 癌 题 13)，《 利 用 关系 z = RO) 一 了 | Fear.) 

6) 设 4 是 具有 单位 元 的 Banach 代数 ,并 赋 子 它 一 个 对 合 -we*, 不 假 
定 这 个 对 合 连续 ， 试 证 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

a) 4 是 星 代数 

8) 对 一 切 xe 4, 有 ElSe). 

7) 对 4 中 一 切 正规 元 x, B e ° |=] = etl, 

5) 对 4 中 一 切 西 元 *, 有 时 | = 1. 

《为 证 明 5) 8838 62, SEE 5) 殖 活 4 对 于 等 价 于 给 定 范 数 的 一 个 范 数 
是 星 代 数 ( 何 题 和) 特别 4 是 Hemmite 的 ;然后 应 用 问题 5c).》 


7. 迹 、 双 迹 与 Hilbert 代数 


设 4 是 对 合 代数 ，f 是 4 上 的 正 线性 形式 。 如 《15.6.6) 表明 
的 ,一 般 地 说 ,对 4 中 的 ryo Key) ° Kyr). FRA LDR, ha 
果 了 是 满足 下 述 条 件 的 正 线性 形式 : X AREN 2, ys A 
{15.7.1) 大 yz) = Kay). 

我 们 注意 到 ， 为 使 了 是 迹 ， 只 须 对 一 切 *e 4， 有 r*a 
Ketr), 因为 用 x + y 代替 = 并 利用 《15.6.2.1) 可 以 推出 

S(KO*z)) = S2(f(xy*)> 

然后 用 ix 代 兰 +， 可 以 推出 IGO 一 Z (fGy*)), RA 
到 ,对 任何 * 与 y, E Katr) = Kay"). 

当 4 为 交换 时 ,条 件 (15.7.1) 当然 满足 . 
《15.7.2) 例 ， 取 代数 4 一 SH) 作为 例子 ,其 中 态 是 n CR) E 


Hiber B. ERBERI) = DICT: eile) 是 一 个 迹 ， 因 


为 可 以 直接 验证 这 就 是 自 同 坊 7 的 迹 TCT) — D ta, 


= 


与 此 相反 ,易于 证 明 , 若 万 是 无 穷 维 Hilbert 空间 , 则 不 存在 
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(H) 上 的 迹 ( 本 节 的 问题 )。 

与 正 Hilber 形式 要 对 应 的 是 双 迹 的 概念 。4 上 的 正 Hilbert 
形式 z KAME, R 8 满足 补充 条 件 
{15.7.3) EI 3 x) z(z,y) 
Ë g(z, y) 二 人 y*x)《 其 中 二 是 正 线 柱 形式 ) 时 ,(15.7.3) 就 归结 为 
5.7.1). 
(15.7.4) 例 。 考 虑 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 E 上 的 Hilbert-Sch- 
midt 算 子 所 成 的 代数 SCEX15,4.8)。 对 记 的 任 一 Hilbert 3&(a,) 
与 每 对 Hilbert-Schmidt F (u, v), PD, Cas) Can) ) EAE 
义 的 ,因为 

《ze(es)|z(es)) = ((e*ta)(a,)|as)5; 

并 且 我 们 已 经 证 明 二 重 族 ((**x)(ao)|eo) 是 绝对 可 和 的 (15.4.8)， 
因为 v*w 是 Hilbert-Schmidr 算 子 。 此外， 对 互 的 每 个 Hilbert 基 
Cha) (6.5) 


Ga(as)|9(a,)) = D uC) bn Bn len)) 


一 Cobn obn) a), 
因而 
D Cala) ves) = 21 On) Cn). 


这 表明 和 D, (x( ao)1z(as)) 不 依赖 于 所 考虑 的 正规 正 交 基 (oo). 
若 把 这 个 和 记 作 gCo v)、 即 可 看 出 g 是 ZE) 上 的 正 Hermite 
ER, WA glu, u) = ljal? 再 者 ， 对 三 个 Hilbert-Schmidt 算 子 
usv, w, 有 
Culao DN woes) = (s(a,)|e*(o(a,))), 

即 gluv w) 一 gkv ,wu*w), 并 且 上 面 的 计算 结果 表明 gCv* ,uw*) 一 
Go 5), 换 言 之 ,8 是 AE) 上 的 一 个 双 迹 ,可 以 证 明 , 这 个 双 迹 
不 能 从 双 《BE》 上 的 迹 导 出 (本 节 的 问题 )。 注意 # 还 满足 (15.6) 
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中 的 条 件 (U) (N), AF (U ,这 是 不 等 式 (15.4.8.2) 的 结果 3 
XT (N), 注意 秩 为 有 限 的 自 同 态 所 成 的 集 在 (ED RAA 
(15.4.8), 且 若 (E) = 下 是 有 限 维 的 ,就 可 以 写 一 Prou((6.3.1) 
中 的 记号 ), 其 中 Pr 的 秩 也 为 有 限 ， 
《15.74.1) 附注 。 当 互 是 《有 限 ) 维 Hitber 空间 时 ， 可 以 如 
(15.7.4) 那样 在 Se (E) = Endel E) 上 定义 纯 量 积 《ulv), 而 且 如 
615.4.8) 中 所 看 到 的 ， 若 令 leli = Calu): WJ leh EAE) 上 的 
BB WE uol < uj Nols lel 必 等 价 于 通常 的 范 数 all 
(5.9.1), 但 只 要 = > 1, 它 就 不 满足 (15.1.2), 因为 lz = z, 

我 们 再 回 到 任 一 对 合 代数 4， 并 设 是 4 上 的 双 迹 ， 由 于 
Rs) 一 gG, 5s)， 所 以 《15.6.8) 中 定义 的 左 理想 n 是 自 伴 的 ， 
而 它 是 双边 理想 。 此 时 向 量 空间 4/1 就 被 赋予 一 个 代数 结构 。 
Aa EAR FARR t 通过 商 在 代数 Au 上 给 出 一 
MRE Dü =G) = (C) 又 ?通过 商 在 4/a 上 导出 的 纯 
EB (|y) 是 An 上 的 双 迹 ; 最 后 , 若 满足 条 件 《(U) OAE, 
(N) 则 4/n 上 的 纯 量 积 也 满足 条 件 (U) GER, (ND). 
(15.75) 如 果 赋 予 对 合 代数 4 满足 (DZ) 与 GV) 的 双 迹 《x|y) 所 
定义 的 准 Hilbert 空间 结构 , 则 称 4 为 Hilbert 代数 ， 这 就 是 说 ， 
纯 量 积 Gi 满足 下 列 条 件 : 
《15.75.1) (六 zs = (z|y) 
(15.7.5.2) (zy|z) = (y|z*z) 
《15.7.5.3) 对 每 个 *€ A, FER M.: > 0, 使 得 

Cayley) < Ms) 

(15.7.5.4) 4 的 形 如 xy (其 中 ze 4, yE A) 的 元 在 4 内 形成 一 
MEFR. 

注意 由 《15.7.5.1) 与 (15.7.5.2) 得 到 
(15.7.5.5) (yz) ) = (y|zz*), 
事实 上 ， 我 们 有 Orle) = C) — (yz xs) = (y|zz*), 

此 外 还 有 
(15.7.5.6) (yx|zy) < M.x(y|5), 
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因为 (yz|yx) = (x*y" ly") < MO" |y") = M.<(y|y), 

不 等 式 (15.7.5.3) 5 (15.7.5.6) EH, #É VE Bh 3 y> zy 55 
r— zy 在 4 内 关于 准 Hilbert 空间 的 拓扑 是 连续 的 ; 然而 必须 注 
意 ,一 般 地 说 ，4 关于 这 个 拓 扩 不 是 可 贼 范 的 代数 《15.1.8), 换 言 
ZH (z, y) > xy 一 般 不 是 连续 的 . 

最 后 有 
(145.7.5.7) 设 z€ A, IRRA r*r 一 0 蕴涵 x = O, 

事实 上 ,首先 由 (15.7.5.2) 推出 《xy|zy) = (z*zy|y) 一 0, 因 
而 对 一 切 y€ 4 有 xy 一 0. 于 是 由 《15.7.5.5) 得 到 ,对 任何 yz， 
有 (zjyz) = Cx" |y) — 0; 由 《15.7.5.4) 就 推出 x = 0, 

特别 是 ,4 的 右 (相应 地 , 左 ) 零 化 子 仅 由 0 构成 ， Raab 
个 zx 天 0, 左 理想 Ar 不 等 于 {0}。 

在 以 下 两 节 中 ， 我 们 要 确定 最 重要 的 两 类 Hiber 代数 的 结 
8. 


a E 

a) 试 证 在 4 阶 方 阵 所 成 的 代数 4 一 Ms(C) E, RTENE (X, Y) 
满足 KxY)》 = fCYX) 的 唯一 线性 形式 是 迹 的 纯 量 倍 XTA), 

b) 由 此 推断 ,对 于 无 穷 维 的 可 分 Hilbert 空间 万 , 不 存在 代数 SG) R 
代数 SAE) 上 的 迹 。 (考虑 使 得 Ulen) = ORAT U, 其 中 《ex) 形成 
五 的 一 个 Hilbert 3, 4 RER, ARAM z 加 收效 但 级 数 Za 和 发 
BGR 2), SA /但 定 它 存在 ) 在 瑟 的 由 4A<") 所 生成 的 向 三 了 空间 
的 自 同 态 代数 上 的 限制. ) 


8. 完备 Hilbert 代数 


在 本 节 中 ,我 们 假定 Hibet 代数 4 关于 范 数 || | — (|z) 

是 完备 的 (因而 它 是 Hilbert 空间 ).. 我 们 还 假定 4 X 4. 到 4 的 双 

线性 映射 《x，y) 一 zy 关于 这 个 范 数 是 连续 的 《可 以 证 明 《12.16 

问题 8c), 这 是 别 的 假定 的 推论 )， 显 然 , 4 的 任 一 闭 自 伴 子 代数 述 
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是 完备 Hilbert 代数 . 
(15.8.1) 设 5 是 4 内 的 闭 左 理想 ， 对 一 切 ?Eb 与 zc 4， 令 
UŒ) > y = zy, H) +— U,C) 是 代数 4 到 Hilbert 空间 6 中 的 

BA, RE 5.7.5.3), Ub(Cx) 是 b 上 的 连续 算 子 。 显 见 有 
U,(z#') = UU). 对 6 中 的 y,z， 由 于 (15.7.5.2), 有 
UO - y|z)=(y|U,G) - z)=(y|zz)=(z*y|z)=(U,(z*) + 
ylz), 因而 Ux)* = UG); 如 果 4 还 具有 单位 元 <, WJU,Ce) 
REREH. 

33 b= 4 时, RATS UC) 以 代替 Uaa) 并 把 U 称 为 4 的 正 
WER., RE (15.7.5.7), UERR. LHF Ce, y) ry RE 
续 性 ,x — U (z) 是 4 到 LCA) 的 连续 线性 映射 。 

完备 Hilbert 代数 的 研究 建立 在 关于 它 的 极 小 左 理想 与 生成 
这 些 极 小 诺 理 想 的 寞 等 元 的 考察 的 基础 上 . 

对 4 的 每 个 左 理想 {, 把 它 在 对 合 : > 履 下 的 象 记 作 忆 ,显然 
它 是 右 理想 。 

(15.8.2) 对 4 的 每 个 左 理想 14，! 的 闭 包 ! 的 正 交 补 子 空间 以 是 
ERA. 

由 于 1 是 左 理想 《15.1.3)， 故 可 限于 考虑 ! 为 闭 的 情形 。 若 
yE B z€ 4， 则 因 1! 是 左 理想 ， 所 以 对 一 切 xE1 有 (zy|z) 一 
《yarx) 一 0， 由 此 得 到 zy e tt, 

(15.5.3) 设 。 关 0 是 4 中 的 宕 等 元 , 则 : 

G) lA > 1; 

Gü) e* ERST 

Gi) 左 理想 Ae 是 使 得 * = re BJ x€ 4 所 成 的 集 , 它 在 4 内 
是 闭 的 . 

第 一 个 论断 由 不 等 式 lell = jel < lel 得到， 第 二 个 论断 
ERUR. BAË r= re, M) z€ Ae 反之 , 若 xe 4e， 则 对 于 
RA yE 4 有 * = ye, Hi xe = ye = ye — z. Ae 为 闭 这 一 事 
实 由 映射 x~>x 一 ze 的 连续 性 与 (3.15.1) 得 到 ， 
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我 们 竺 别 来 考 卡 自 伴 蜂 等 元 的 情形 (参阅 


(15.5,3.1)): 


(15.8.4) ”对 44 的 两 个 自 伴 轿 等 元 eo e 下 列 性 质 是 等 价 的 : a) 


Ceile) = Ob)aes = 0; c)e;e, = 0, 


EA (ee) = ef — exe P b) Sà $R b) 5 oS. £ 


Celei) = 0, 则 由 (15.7.5.2) 与 《15.7.5.5) 推出 
0 = (a| eg) = (eve; | nez) = leiel? 


因而 a) AW b) RZ ee = 0, 则 


(ele) = Cilea) = (al|ae)= 0, 


因而 b) 蕴涵 a). 


(15.8.5) À 的 每 个 左 理想 ! 天 (0) 含有 不 等 于 0 的 自 伴 短 等 元 ， 


r e 0 fk D.M z = z*z = 0 (15.7. 
自 伴 元 ， 以 一 个 非 零 实 纯 量 乘 * 并 把 4 的 正则 
了 ,我 们 可 以 假定 IVO = 1。 由 此 并 由 (15 
出 1ZK2 川 一 1。 对 4 作 归纳 法 得 到 U(x”) 
对 一 切入 有 


5.7)* 且 = 是 ! 内 的 
表示 (15.8.1) 记 作 
.8,1) 5 (11.53) 推 
一 1， 另 一 方面 ， 


[UGE = NU AUAN < lU (| NOC) — Moc 
FA QUCOD 是 递减 的 且 有 无 穷 多 项 等 于 1， 因而 对 一 切 正 整 


数 有 Ca*) 一 1。 由 此 得 到 ,对 一 切 下 有 


l> Ul. 我 


们 证 明 序列 《zx%) 是 Hilbert 空间 4 中 的 Cauchy 序列 . 设 eP E 


两 个 正 整数 , m = z +p WE 
(a|) = (2a 2) = Cat] 


= Gr) = < G 


getan) 


=), 


(|a) 一 (UCR?) - Be < (spte| gttr) < (22912). 


MAR m > n, 有 


IU S 2) < e) < Gje”), 
这 表明 序列 (| 2° |P) 是 递减 的 并 有 极限 。 > 0; 进而 有 


lz — 2” |} == (|) 一 2ga) 十 (ze 


|< lap, 


从 而 我 们 的 论断 得 证 ， 于 是 序列 《x*) 其 有 极限 e, 因为 < 是 自 
伴 的 , 故 由 过 续 性 得 到 2 — lim (z!) = e, zt = lim (2 一; 
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最 后 , e — lim ss 一 e, If e 1。 又 因为 对 一 切 外 之 1 有 
letl > ullu, 故 也 有 el > 0. us, 

称 自 伴 每 等 元 。 = 0 为 可 约 的 ， 如 果 存 在 两 个 互相 正 交 的 非 
FEIERTE sc， 使 得 emate. EERE (15.8.4) 有 
ea = ee = as cei = ae = n, 如果 < 不 是 可 约 的 。 则 称 为 不 可 
约 的 . 

(15.8.6) GD 每 个 自 伴 每 等 元 关 0 是 有 限 个 属于 Le 的 不 可 约 
自 伴 千 等 元 之 和 - I 

GD 每 个 左 理想 ! = (0) SATTA RRE, 

BA GD 可 由 G) 与 (15.8.5) 83], TRATEN. # 
lel < 2, W e 是 不 可 约 的 ， 因 为 否则 将 有 lel = lal + lel’ 
其 中 a 5e 是非 零 自 伴 每 等 元 ， 因 而 由 (15.8.3) 得 到 llef > 2, 
这 与 假定 矛盾 。 对 使 得 ll < s 的 最 小 整数 a 进行 归纳 推 吾 . 若 
e= a + oa 不 是 不 可 约 的 ， 其 中 e, 与 e, 是 互相 正安 的 非 辐 自 伴 
EST MU e 一 ac， e 一 oe, 因而 e, 与 e, 属于 4e。 我 们 还 有 
leal? = le — lel? < lel- 1 < a LAR <a- A 
此 可 用 归纳 法 假设 ,证 明 得 以 完成 . 

4 内 的 左 理想 1 称 为 极 小 左 理想 ， 如 果 它 不 等 于 {0} 且 不 存 
在 包含 在 1 内 的 异 于 {0} 与 1 的 左 理想 ， 同样 定义 极 小 右 理想 。 
(15.8.7) 为 使 4 内 的 左 理想 是 级 小 的 ,必须 且 内 须 它 具 有 1 一 
Ae 的 形式 ,其 中 。 是 非 零 不 可 约 自 伴 得 等 元 。 

E ERR MERER AERE e 0(15.8.6) ,并 
有 4ecCl e = e€ de， 因而 4e = 1, 及 之 , Vk e BERRIE 
BERSE, RIEN = 4e 是 极 小 的 。 假定 1 包含 一 个 异 于 
{0} 与 1 的 左 理想 !, 设 " EB T t 的 非 零 自 伴 第 等 元 (15.8.5)， 
则 可 写 e == e, + etri er = éz", a = e — ee", 不 面 证 明 e 与 
是 互相 正 交 的 自 伴 得 等 元 .由 于 € 4e ;所 以 “一 ce(15.8.3)， 
子 是 ; 
e= ¿e'ee' = ce = ee’ — e ee, = Crp et = eee = ee =m eyy 


因而 
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e, = (e — eiei = t> eye = eke — &) = 0, 
ei = (e — e, = e — e, = e, 
X = (ce'e)* = ge'e = e, Af e = e — e BAPER. Æ 
能 证 明 a 与 < 都 不 等 于 0, 就 将 得 出 矛盾 .然而 车 0, RA 
推出 e 一 e€ r, 因而 ! 一 上 ， 这 与 假定 矛盾 ， 另 一 方面 ，“ “一 
eee s= e” = e'z 0, [Siti e; 0, FHE. 
- 考虑 到 (15.8.6) 5 (15.8.3), 就 有 下 述 推论 : 
(15.8.8) 4 的 每 个 左 理想 包含 一 个 极 小 左 理想 ;而 每 个 极 小 左 理 
想 都 是 闲 的 . 
(15.8.9) GJA e, e 是 两 个 互相 正 交 的 自 伴 草 等 元 ， 则 左 理 想 
Ae 与 48' 是 正 交 的 ， ， 
Gi) 设 (z; a<, 是 两 两 互相 正 交 的 自 伴 之 等 元 的 有 限 族 , 则 


对 每 个 ze dx 一 D rn EZF A KiS) 


#4=1 
关于 (iD, 根 据 (15.7.5.5) 与 (15.8.4), 有 (re1ye 人 一 (ze|ye”) 
= (xee'| ye’) = 0, 
关于 Gi), 同样 对 每 个 了 有 


{: 一 > eye )-(= 一 Jesena) = 0. 


《15.8.10) 对 每 个 z€ 4 ,存在 不 可 约 自 伴 守 等 元 的 有 限 或 无 穷 序 
列 Cea) 其 中 所 有 en 都 属于 理想 Az St I 且 两 两 正 交 ， 并 使 
得 * 一 > zen (4 中 的 收 化 级 数 ), lel 一 > leel. 

可 以 限于 考虑 z = 0 的 情形 .此 时 至 少 存在 一 个 自 伴 知 等 元 
cel, 使 得 xe #0, WA (15.8.5) 中 的 作法 给 出 【中 的 自 伴 知 等 
Teo, 使 得 ear = e, 因而 更 有 ez* > 0, 从 而 ze 一 
Ce) 过 0。 由 于 <。 是 有 限 个 属于 4e 的 不 可 约 自 伴 短 等 元 的 和 
《15.8.6), 所 以 在 这 些 千 等 元 中 至 少 有 一 个 与 * 的 积 不 等 于 0， 现 
在 我 们 看 旬 ， 若 (e;)<rce 是 两 两 正 交 的 自 伴 之 等 元 的 有 限 序列 ， 
使 对 一 切 i 有 leel =a > 0, WRR (15.8.9), A 
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下 一 


x— > ze; 


EDME $ leel, 


FR: s < llela. JEEE ESRO 
属于 I 的 两 两 正 交 的 不 可 约 自 伴 守 等 元 的 (有 限 或 无 穷 ) 序 列 (cx) 
与 4 中 的 序列 (xs 如 下 ; 和 一 xsg(0) = GRE pB EX, 
pin) 

并 对 1 Sk SPO) BEXT ep BiR e 一 + 一 > ze, Ë zx 一 
0, 则 序列 (ex) 有 限 且 具有 pla) 个 元 ,于 是 对 于 和 > n, z, = 

za = 0, p(m) = pCa). Ft e 0, WRF 185 TI E 33 
元 的 有 限 序列 (可 能 为 空 集 ) (e; heic RE of 两 两 正 交 且 都 正 
交 于 AS 9(2))， 并 使 得 |ze;[ 2 lein, 而 且 数 + 是 具 
有 这 些 性 质 的 有 限 序列 的 最 大 可 能 的 长 度 〈《 上 面 已 看 到 这 个 数 科 
28+0)。 此 时 令 8(z + 1) = pla) + r3 k = pla) + 1 <; < 


neame Bern =r Drei. HEN s BRST 0, 
= 
MEAD 趋 于 十 co ,因为 如 果 它 有 界 ， 则 对 于 某 个 = 与 所 有 


ga) 


m 2 n 就 有 plm) = pCz), 并 且 根 据 定义 ,这 表明 对 2 4ex 的 


正 交 补 子 空 间 了 中 的 每 个 不 可 约 自 伴 舌 等 元 “， 有 xe' = zs 一 
呈 然 而 xc F, x。 #0, 且 忆 是 闭 左 理想 (15.8.2)， 因 而 这 与 本 证 
明 开始 时 已 建立 的 事实 相 包 盾 . 


现在 ,根据 (15.8.9)， 由 上 述 构造 方法 显然 有 D keal < 
lel, 于 是 若 级 数 D) ree 不 是 有 限 和 ， 则 它 必 收 伍 于 某 个 ye I， 


》 是 * 在 左 理想 的 闭 包 上 的 正 交 投 影 ， 这 里 a 是 所 有 Ae, 的 各 


(因为 * 一 Be 的 极限 z 一 y 与 所 有 =, 正 交 )(6.5.2), 着 x 一 


y 0, MERN at RERA RGT e” € 1， 使 得 xe” 
(x — y)“ 0, 车 = 是 使 得 ze 下 ll=/2"tt 的 最 小 整数 ， " 
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ce” 的 存在 与 满足 pa) < ; < plz 小 的 ci 所 成 的 族 的 最 大 性 
AFA. EE. 
(15.8.11) 假定 代数 4 是 可 分 的 ， 则 每 个 闭 左 理想 8 ERNEA 
想 ! 一 Aen Cea 是 不 可 约 自 伴 宪 等 元 ) 的 《有限 或 无 穷 ) 序 列 的 
Hilbert 和 和.. 对 每 个 z€ b, 有 x= D) rens 而 对 6 中 的 *,y， 有 
Gly) 一 > Creslyes), 

HT xe, 是 x 在 4c 上 的 正 交 投影 《15.8.9)， 故 最 后 两 个 论 
断 是 第 一 个 论断 与 Hilbert 和 的 定义 《6.4) 的 推论 。 为 证 明 第 一 
个 论断 ， 我 们 从 5 内 的 一 个 处 处 稠密 序列 (3.103 (z.) 出 发 ， 
归纳 地 定义 不 可 约 自 伴 蹇 等 元 的 有 限 或 无 穷 序列 《cow)iers WF: 
JR (esw)zen 为 两 两 正 交 的 不 可 约 自 修 短 等 元 的 序列 、 其 中 cr 属 
于 4b 且 使 得 一 27 zrews15.8.10)， 假 定 对 mw <a 已 定义 了 
Emis 它们 两 两 正 交 ,属于 b 且 使 得 x,(m < n) 属于 作为 Aen 
m&n, HAED m, i € 7) 的 和 的 左 理想 的 闭 包 a,Cb， 设 4 
是 xon END 上 的 正 交 投影 ,二 是 取 两 两 正 交 的 不 可 约 自 伴 短 
等 元 的 序列 (capi)ers;,， 其 中 每 个 ctur BAF END HLEA 
zan = > rtentut(15.8.10)。 根据 《15.8.9) 与 (6.4.2)， 显 然 把 
TER Cenn 排 成 序列 《es) 就 得 到 所 提问 题 的 解 。 

可 以 招 这 一 定理 特别 应 用 到 一 4 上 并 得 到 招 4 分 解 为 极 小 
左 理想 的 Hilbert 和 的 定理 。 要 注意 一 般 地 存在 无 穷 多 种 这 样 的 
分 解 (参阅 后 面 的 (15.8.14)), 更 明确 地 说 ,就 是 : 
{15.8.11.1) 假定 4 是 可 分 的 且 1 是 4 的 极 小 左 理想 , 则 存在 4 的 
一 个 分 解 ,使 其 成 为 极 小 左 理想 1, 的 Hiber MH t, = t. 

事实 上 只 须 抬 (15.8.11) 应 用 于 b — 1+ 即 可 。 
(15.8.12) ite, e 是 两 个 不 可 约 自 伴 敌 等 元 , (= Ae, = Ae 
是 对 应 的 极 小 理想 , 则 

G) 4 模 ! 到 4 模 ! 的 每 个 同 态 具 有 :x 一 za WER, 其 中 
s€ eAde' = eA 站 4e'; 它 是 零 或 是 双 射 ， 并 且 瑞 射 > EC 向 
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AZE ede 到 Hom (t, V) 上 的 同 构 , 使 得 fo 一 hok. 

Gü) 同 构 于 End (1) 的 C 代数 ¿Ae 是 等 同 于 Ce 的 域 (因而 
同 构 于 C)。 

《 洛 》 若 1 与 1 不 是 同 构 的 4 模 , 则 。 与 (因而 1 与 1) 互 根 
正 交 ;并 且 [一 11 一 {0}. # 35 U 是 同 构 的 4 模 , 则 eAe' 是 一 
# C 向 量 空间 , 且 有 此 = r. . 

Gv) 对 每 个 xe 4, [x 是 左 理 想 ， 它 或 者 是 零 ， 或 者 (作为 4 
模 ) 同 构 于 1， 

先 证 明 G). Egl 是 4 模 司 态 并 且 =le) WAH 
xE15 有 gl) — glee) — zg(e)=ra(15.83,G)); 因为 ae 所 
以 a 二 ae15.8.3,( 道 )), 而 昂 一 方面 有 一 g(e) = eg(e)=ea,I8 
而 seecdr 且 g 一 大 .显然 cderCednde; 反 之 ,车 yeE An Am, 
则 yw ye, y = ey(15.8.3, GHY) 8k y = eye’, 【的 象 g(1) 是 包 
RET 内 的 左 理想 ,因而 只 能 是 (01 或 [; 同样 地 , 核 z Co 是 包 
含 在 [内 的 左 理想 , 因而 等 于 {或 {0}. # g0) = L 则 gD) 二 
(0); 否则 必 有 gO = {0}, 因而 O 一 了 R e 是 双 射 。 最 后 ,车 
h — 0, RBE ILe) = ca = 0, 然而 由 于 a€ eAe',ea = as Ai 
a= 0. 

HF GDE 代数 "4e 是 4 的 闭 子 代数 (15.8.3,( 计 ?7 正如 (i 
中 已 证 明 的 ,Endx(1) 的 每 个 元 或 是 零 , 或 是 可 逆 的 ,所 以 End (1) 
是 域 ,因而 。Ae 也 是 域 ， 显 然 。 是 。44 的 单位 元 ， 且 因 4 是 可 赋 
范 代 数 (15.1.8), 故 由 Tenpdasx-Mazur 定理 (15.2.5) 得 知 c4ce 一 
Ce, 

HF Gi), 着 1 与 {不同 构 , 则 由 G) BA ede 一 (0), 特别 
A ee = 0, 因而 。 与 < EX 05384) 1 与 1 同样 正 交 (15.8.9) 且 
tr 一 {0}. EUS SB z 是 1 到 [上 的 一 个 同 构 , MAC 
的 每 个 同 态 具 有 gou 的 形式 ,其 中 是 [的 一 个 自 局 态 ; IST 32 
G) 与 (iD, e4e' 是 一 维 吕 向 量 空间 . 显然 f 是 包含 在 1 内 的 左 
理想 ,又 由 于 它 包含 eAde' 40}, 所 以 它 必定 等 于 了 

最 后 证 明 (iv). 由 于 Ix 是 1 在 1 到 4 的 同 态 y 一 yx 下 的 象 
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所 以 它 是 同 构 于 4 的 左 理想 ， 其 中 1 是 所 述 同 态 的 核 ， 然而 由 
于 了 ? 只 能 等 手 { 0 或 ,所 以 ?一 和 或 是 零 , 或 是 单 射 。 
《15.8.13) 假定 4 是 可 分 的 , 则 : 

G) 存在 极 小 左 理想 组 成 的 有 限 或 无 穷 席 列 CI)4ersT4 丙 两 不 
同 构 ,并 且 使 得 4 的 每 个 极 小 左 理 想 与 某 个 4 模 同 构 . 

Gi) 对 每 个 指标 K€ 7, 4 的 所 有 同 构 于 的 极 小 左 理想 的 和 
的 闭 包 是 自 伴 双边 理想 a, Hilbert 代数 a, 的 每 个 极 小 左 理想 是 
4 的 极 小 左 理想 , 它 同 构 于 u AERA a, 除 {0} 与 a, 外 不 包含 
尾 何 别 的 双边 理想 。 

GD EARE a ERAT k 的 极 小 堪 理 想 的 一 个 (有 限 或 无 
穷 ) 序列 的 Hiber .和 ; 4 是 序列 ke 四 的 Hiter M, B 
h se K hF, 8 aa => {0}, 

从 4 分 解 为 极 小 左 理 想 伴 的 Hiber MH (45.8.11), W 
1 一 上， 并 用 归纳 法 定义 ha 等 于 o EE m RER 1* 不 同 构 于 
h>" l, 的 晤 小 指标 (车 所 有 1 BARWY lotel Zs RIMA 
过 程 在 b 处 结束 )。 设 7 是 这 样 得 到 的 独 标 不 所 成 的 棠 ， 且 对 每 
+ x€ J, 设 下 是 使 得 1, 同 构 于 L 的 整数 = 所 成 的 序列 .我们 取 . 
n A (n€ Ai) 的 Hilher 和 ; TAERE aA Hilbert 
和 (6.4-2). 

设 1 是 4 的 任 一 极 小 左 理 想 , 则 它 必 定 同 构 于 茶 个 九 , 因为 否 
则 它 将 正 交 于 所 有 GC15.8.12, Gü), 因而 正 交 于 4 自身 , MAE 
不 可 能 的 。 周 样 的 推理 表明 { 正 交 于 所 有 kE, Ak), ME 
于 是 指标 大 共和 的 外 的 Hilber 和 的 正 交 补 空间 ， 因 而 必 有 
(Ca. 由 此 就 巴 推出 鸣 是 4 的 所 有 同 构 于 区 的 极 小 左 理想 的 和 
的 闭 包 ， 这 证 明 ex 不 依赖 于 开始 时 冯 作 为 名 的 Hilbert #4 ZY 
解 ， 再 者 , 对 每 个 *6 4 与 每 个 n€ Lo Úx RER) RAER 
构 于 ! 的 左 理想 (15.8.12;(im), 因 而 它 包含 在 a, 内 ,这 表明 m 是 
双边 理想 。 若 ( 一 4es, 其 中 e 是 一 个 不 可 约 自 伴 宪 等 元 ， 则 
Lf = cs4， 因 而 由 前 所 证 ,有 ok = a, 

Bb R Hiber 代数 u 的 极 小 左 理想 ;我 们 有 1 一 ae”, HE 
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中 e” 是 自 伴 乔 等 元 《15.8.7)。 并 且 不 可 能 对 一 切 n€ L, 都 有 
cre” 一 0 否则 [将 正 交 于 所 有 LOE 14), 因而 正 交 于 它们 的 和 
的 闭 包 a 但 由 于 关 (0), 这 是 不 可 能 的 。 于 是 至 少 存在 一 
指标 ae L. EGU = (0), 又 因 GU CU E a, 的 左 理想 , 所 
AAE zt 一 1"， 这 表明 1" 是 4 的 极 小 左 理想 ， 且 必 河 构 于 1， 
从 而 同 构 于 tx(15.8.12,《 诈 ))。， 现 在 设 b 是 代数 a, 的 非 零 双 边 理 
想 , 则 它 至 少 包 含 这 个 代数 的 一 个 极 小 左 理想 (15.8.8) AME 
E OFr 下 的 ) 所 有 了; Ra U 一 (15.8.12,( 首 )), 故 
b 包含 te(re 1) 的 和 ， 若 b 是 闭 的 ， 则 必 有 5 一 qx。 最 后 ,车 
kÆ k, W) amaca fa; = (0), 因为 ms 与 mx 都 是 双边 理想 。 

完备 Hiber 代数 4 称 为 拓扑 单 的 ,如 果 它 不 包含 任何 异 于 4 
与 {0} 的 闭 双 边 理 椒 。 由 (15.8.13) 得 知 ,对 可 分 完备 Hilbert 代数 
所 的 结构 的 研究 , 完 金 归结 为 对 o, 的 研究 ,换言之 , 归结 为 对 4 是 
拓扑 单 的 情形 的 研究 . 
(85.814) 设 4 是 拓扑 单 的 完备 的 可 分 Hilhert 代数 ， 则 对 4 的 : 
每 个 极 小 左 理想 0，4 到 Hilbert 空间 的 表示 x — Ui(w) 是 忠实 
的 。 ， 


Z= 


' 落 4 是 无 穷 维 的 , 则 t 也 是 无 穷 维 的 ; 4 在 U, 下 的 象 是 ! 上 的 
Hilbert-Schmidt 算 子 所 成 的 代数 性 (1)(15.4.8)， 并 且 存 在 常数 
Y > 0, 使 得 (对 于 《15.7.4) 中 定义 的 纯 量 积 》 

(18.8.14.1) Y(=|>y) = UU). 

车 4 是 有 限 维 的 , 则 4 在 Ur 下 的 象 是 向 量 空 杀 1 的 所 有 自 同 
态 所 成 的 代数 Endc(D， 并 且 对 于 (15.7.4. 切 中 定义 的 纯 量 积 (从 4 
BARRE! 上 欧 限 制 出 发 为 关系 式 《15.8.14.1) 仍然 成 立 ， 

我 科 可 以 很 定 4 是 极 小 左 理 想 0 一 4 组 成 的 (有 限 或 无 穷 》 
序列 的 Hilbert 和 ， 其 中 工 一 区 15.8.11.1)， 而 且 所 有 1s 都 是 同 构 
#9 (145.813). ÆA x = 0 B. UG) = 0, BEE zt = {0}， 则 就 
会 推出 (4z)({ 一 {0}， 而 由 于 理想 Az >= 40}， 所 以 它 包 含 一 个 
极 小 左 理 想 {1(15.8.8),T 必 同 移 于 1(15.8.13 六 于 是 就 有 Tt= (0), 
这 与 (15.8.12,( 井 )) 浮 盾 。 因 而 表示 U, 是 忠实 的 . 令 PU, e)s 
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这 是 1 一 Az, 在 一 维 子 空间 es4e, 上 的 正 交 投影 (15.8.12)， 因 为 
(we, 一 eax enye) = (enres — ehre ye) m 0, GPH mn 
时 emen 一 6: 所 以 PnP 一 0, 故 这 些 子 空间 esde 两 两 正 交 ，![ 还 
是 这 些 子 空 间 e。4e 的 Hilbert 和 ,因为 若 ze, 与 所 有 这 些 子 空间 
正 交 , 则 对 一 切 #* 有 Polxe) 一 0, 或 对 一 切 a 有 esxe 一 0; 于 是 
ze, 属于 4 的 右 零 化 子 , 而 后 者 是 {0115.7.5.7). 这 表 肯 ,为 使 序列 
(t) 为 有 限 ,必须 县 只 须 { 《因而 每 个 (。) 在 C 上 是 有 限 维 的 ,或 等 
价 地 ,4 是 有 限 维 的 。 . 

WR Can) 是 (的 Hilbert 基 , 使 得 oak s, dey FP aat E ed es， 
因而 对 某 个 26 C* 有 onat 一 jacw(15.8.12)。 JAER aka, 一 Ahes, 
我 们 来 证 明 Xs = %。。 事实 上 ,一 方面 有 

asawa = 和 en3 
另 一 方面 ,因为 aa, ans 所 以 
asafasa? 一 1sa,eat = Apanan = th leen, 
此 外 我 们 可 以 写 
1= (anlan) = (an| esan) = Canat] cn) = alesl es)s 
另 一 方面 又 有 ， 
lw (asla) = Gaslase;) 一 (ofanle) = ACi ler) 
因而 对 一 著 * 有 . 
(15.8.14.2) (esles) = Ceste)» 
并 且 所 有 2, 都 取 相 同 的 值 y 一 Cee)”, PER AREN z, ya 
有 Cean! yan) — (y*x| anaa) 一 《yx1yco) 一 Ylxeo|yes)。 由 于 
ËL Gees | ye) AWTR RA EA G| y) 286 3 G5.8.115, 
故 若 4 是 无 穷 维 的 , 则 UV,(x) 是 Hilbert-Schmidt 算 子 ,并 且 关 系 式 
《15.8.14.1) 成立， 由 于 4 是 Hiber 空间 ,从 而 它 在 U, 下 的 象 同 
样 是 Hilbert 空间 ; 为 了 证 明 这 个 象 是 整个 Hiber 空间 0 
(15.4.8), 只 须 证 明 它 在 L) HAE. AEX mA nA 
ese, * caAe1 = cmlAes) Ae.) = ese, 
《15.8.12,(ii))， 由 于 esde, = Can, 所 以 存在 c, € emhden， 使 得 
made 一 am GAA ens 一 Tanar) HEBR S PAn 时 有 
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msa 一 证， 由 此 推出 Enn 一 Uen) 是 Hilbert 空间 ! 的 连续 自 
间 态 ,使 得 ws* a = an B. p 3: n Ef E,, a 一 0。 这 梯 
我 们 的 论断 虫 Es 的 有 限 线性 组 合 在 LA) 内 处 处 稠密 (15.4:8) 
得 到 , 当 4 为 有 限 维 时 ,推理 类 似 ,但 更 简单 些 。 
- ”我 们 注意 到 ， 在 所 有 情形 下 , UC.) DUE UGP, 的 自 同 
态 作 为 它 的 元 ,因而 由 i 的 秩 为 1 的 自 同 态 所 构成 . 
(15.8.15)， 在 (15.8.14) 的 假定 下 , 若 4 的 中 心 内 存在 非 霍 元 ， 则 
《是 有 限 维 的 。 此 时 4 的 中 心 是 Cu, 其 中 * 是 4 的 单位 元 。 
FRE, ee 4 属于 4 的 中 心 , 则 UCe) 是 4 模 ( 的 自问 态 ， 
因而 是 一 个 和 相似 变换 + 一 jz， 其 中 1e CC15.8.12)， 然 而 哎 然 相 
似 变 换 不 可 能 是 无 穷 维 Hilbert 空间 上 的 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 
除非 它 是 零 ， 
(18.8.16) 设 4 是 可 分 完备 Hilbert 代数 ，ot(ke J) 是 拓扑 单 的 
Hilbert 代数 , 且 它们 的 Hiber 和 是 4(15.8.13) 并 设 对 每 个 Ke 7, 
hÈ 中 的 极 小 左 理想 。 设 多 是 4 到 可 分 Hilbert 室 间 入 中 的 菲 退 
化 表示 (15.%5) 使 得 V: 4 — SQ) 连续 , 则 
G) 五 是 关于 7 为 稳定 的 子 空间 H keJ) 的 Hilbert 和 , 使 
得 车 V EV E He LARRI IUR sE a 5 h = k, 有 VK) 一 0, 
而 可 把 Vi 看 作 a, 到 H, 中 的 一 个 表示 。 

GD # a EC 上 是 有 限 维 的 ，、 则 表示 V, 是 全 都 等 价 于 w 
的 表示 Ùn, 的 不 可 约 发 示 的 《有 限 或 无 穷 ) 序列 的 Hilbert 和 
(T5:F.14). 

” 设 亏 . 是 互 的 由 VC) e a (GEP s BUR a Mi x BO H) 所 生 
成 的 向 量子 空间 ， 由 于 每 个 +€ A 可 写成 s= > sa ER a € a+) 
县 Y 是 连续 的 , EA V Ce) .xz = > KOSE z6. 5.2), AMH Jë 


这 些 HORA. KEA 世 bae ana sk E ags H| (V(e,) + z| 
Vear) t y) = VCG) erly) = 0, 因为 o EAEE = 
{0}. 从 而 证 明了 G). 现在 限于 考虑 4 是 拓扑 单间 且 在 C 上 是 
有 限 维 记 而 具有 单位 元 的 情形 ， 此 时 可 以 限于 存在 关于 了 的 全 化 
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向 量 xi(15.5.6》 的 情形 ， 政 的 由 所 有 VC) . z 生成 的 向 量子 空间 
是 有 限 维 的 , 因而 是 闲 的 《5.9.2)， 放 等 于 吾 。 这 样 只 须 就 瑟 的 维 
数 进行 归纳 推理 。 因 为 4 是 有 限 个 极 小 志 至 想 的 和 ， 所 以 至 少 存 
在 一 个 极 小 左 理想 , 设 为 ,使得 子 空间 EVC0) ; n REFON 
FEIERN s> VCs) ` am 是 4 模 同 态 。 并 且 由 于 它 的 核 是 
@ E 1 IS B SE t 的 左 理想 ,所 以 只 能 是 (0). E EE BBN: 
于 7 为 稳定 的 子 空间 ,并 且 表 示 了 在 王 上 的 限制 等 价 于 U. 因为 
在 及 内 的 正 交 补 空间 地 关于 y 为 稳定 且 其 纹 数 严格 她 小 于 五 
的 维 燥 ,所 以 只 须 应 用 归纳 法 候 定 即 可 完成 证 明 .. 

可 以 证 明 ,不 假定 az WARE (15316, Gü) 的 结果 仍然 成 
xam). . 


B) = 

1) 设 4 是 拓扑 单 的 可 分 的 完备 Hilbere 代数 。 

设 ? 是 4 到 Hilber 空间 如 中 的 非 退 化 表示 。 采 用 (15.8.14) 的 证 明 中 
的 记号 ， 令 E, = V(e), 如 = Va.) E, THEFTS H, 上 的 正 交 投影 算 
于 ,这 里 万 是 这 些 ,的 Hilbert 和 ， 并且 AH) = Ha, 458.) = E.. 8 
(Bi Jaar 是 E, R Hilbert 菇 (有 限 或 无 窍 ), 则 对 每 个 指标 #54 一 7744(Bn:》 
CAET) 形成 B, 的 Milben 基 。 由 此 推断 ,车厂 是 万 的 由 su(s>>1) 生成 的 
于 空间 , 则 H, 关于 v 为 稳定 ,并且 是 表示 VN Hibe 和 ,其 中 Vi 是 了 
在 也 上 的 限制 ;由 于 Etu = 如 ,所 以 ba 是 全 化 向 晤 ， 从 而 表示 V, 都 是 
单 演 的 。 试 证 这 个 表示 等 价 于 表示 O. 

2》 设 总 是 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 , 4 = 2 ,CH) 是 吾 上 的 Hilbert-Sch- 
midt 算 子 所 成 的 Panach 代数 ,8 是 4 的 闭 自 伴 子 代数 ， 诚 证 存在 已 作 为 也 
空间 8, 与 在 2 下 为 稳定 的 闭 于 空间 H, 的 (有 限 或 无 穷 ) 序列 的 Hiber 和 
BAM CRETAE: 1" 属 于 3 的 算 于 在 已 上 的 限制 都 是 零 ; 2* 每 个 
Ea BERRAR ARREN HE B 下 为 稳定 的 子 空间 的 有 限 序列 
(Hrerent 的 Hilbert 和 ;属于 8 的 算 于 在 Bu 上 的 限制 形成 Wu 上 的 Hiber- 
Schmidt 算 子 组 成 的 代数 ;对 于 a<r <, HE Ha 到 Ho LOSER Tp 
BRE O, 是 算 于 0 ER HE Ba 上 的 限制 , 则 已 在 Qu BOOB Tur. 
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9. Plancherel-Godement 定理 


现在 我 们 研究 交换 Hilbert 代数 (一 般 不 完备 ); 更 一 般 地 , 为 
便于 实用 ,考虑 交换 对 合 代 数 ARTERE (15.6) 中 的 条 件 (U) 
与 (和 的 双 迹 gC15.7)。 我 们 以 nz 记 使 得 gls, s) = 0 Ë) +€ 4 所 
成 的 双边 理想 (于 是 假定 它 不 是 140， 以 rA —> Aus GBHN BR 
射 .我 们 记得 ，x4 /ns 被 典 则 地 赋予 Hilbert 代数 结构 《15.7)， 以 
下 假定 准 Hilbert 空间 4 /ns 是 可 分 的 ;因而 是 某 个 可 分 Hilbert 空 
闻 (把 它 包 为 Ho 的 处 处 稠密 的 子 空间 ， 于 是 由 8 出 发 可 典 则 地 
获得 4 到 Hs 中 的 一 个 表示 (15.6.10)、 把 这 个 表示 记 作 Us。4 在 
U, FORE Z(H) 的 对 合 交换 子 代数 《15.5.1); 把 它 在 ZH) 
内 的 闭 包 记 作 .er x， 于 是 .axr 是 交换 星 代 数 《 因 而 由 正规 算 子 所 
构成 (15.4.11))。 以 下 假定 代数 ,ers 是 可 分 的 (这 不 是 4/ns 为 可 
分 的 推论 , 参 锐 问题 四。 

4 上 的 迹 (从 而 它 典 则 地 给 出 一 个 双 迹 《15.6.2)) 的 一 个 特殊 
情形 由 4 的 Hermite 特征 标 给 出 ;4 的 特征 标 215.3) 称 为 Her- 
mite 特征 标 ,如 果 它 满足 
(15.9.1) Xx*) 一 XG), 

此 时 a*r) 一 AGO) I 0, 而且 对 于 
gx) = z(ytx) = XOJE), 
(15.6) HRH (U) 显然 得 到 满足 ,因为 
glers st) = [XCOFIXOOFP ~ GN PEC 9. 
另 一 方面 ,理想 ne 一 此 时 它 是 X 的 核 一 -是 4 中 的 超 平 面 ,因此 
代数 4/ns 可 等 同 于 C， 而 条 件 QN) 可 由 下 述 事实 立即 推出 : 车 
XC) = 0, 则 也 有 X(2) 天 0。 对 应 的 表示 Ux 显然 是 不 可 约 的 ， 

我 们 以 HCA) 记 4 的 Hermite 特征 标 所 成 的 集 , 它 是 积 空 间 
C4 的 子 集 , 关于 积 拓扑 是 闭 的 《3.15.1)， 我 们 赋予 HCA) 以 CA 
上 的 积 拓 扑 所 诱导 的 拓扑 ( 即 弱 拓 扩 (12.15)》, 当 4 是 可 分 交换 对 
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合 Banach 代数 量具 有 章 位 元 ec 天 0 时 ,EC4) 是 下 (4)M15.3.2) 
的 紧 可 度量 化 子 空间 。 注意 ， 此 时 可 有 H(A)= X(A) (15.4, 
问题 3)， 然 而 如 果 4 还 是 可 分 星 代数 , 就 恒 有 HCA) = XA) 
(15.4.14). 

我 们 证 明 ,从 Hermite 特征 标 出 发 , 通过 "积分 ”的 典 则 过 程 ， 
可 以 得 到 满足 本 节 一 开始 所 述 条 件 的 所 有 双 迹 z, 

(15.9.2) (Plancherel-Godement EI) 设 上 是 交换 对 合 代数 
4 上 满足 条 件 (U) 与 (N) 的 双 迹 ,使 得 准 Hiber 空间 4/n, 与 星 
代数 .errC Se (He) 是 可 分 的 。 

D 我 们 可 以 典范 地 定义 : 1SH(4) 的 一 个 子 空间 5;， 它 在 
C* 内 的 闭 包 等 于 S: R SUTO 并 且 是 紧 可 度量 化 的 《因而 S, 是 
局 部 紧 可 度量 化 且 可 分 的 );2%5; 上 的 一 个 正 测 度 me, 它 具 有 下 列 
性 质 ; 

G) HEA rE 4 ,函数 X — CX) = XG) 属于 L Eses me)» 
且 对 4 中 任何 *,y, 有 
(15.9.21) ge) y)= Í. Xey" jdm (2) 

= |, OI DnD. 

G) 当 * 取 遍 4 时 ,函数 2 的 集 包 含 在 Cel) 内 (13.20.6)， 
且 在 这 个 Banach 空间 内 处 处 稠密 . 

Gü) 调度 ms 的 支 集 等 于 整个 空间 5;。 

Gv) 映射 >t 可 分 解 为 = 一 ma (x) s. 4, Tü Af 到 
(G BOB To TEHA Hilbert 空间 E, 到 LL(S,,m,) 上 的 同 
I8 T, 使 对 一 切 xe A, 有 UE) ~ 了 -MC4#)T, 其 中 M(t) ER 
以 ZECSs， me) 中 的 + 的 类 的 乘法 (参阅 (13.12.5)7; 进 而 对 46 C 
5 z€ ABA ||2 lu, + Ur = la + ll. 

ID 反之 , 设 3 是 三 (47 的 子 空间 ,使 得 sU(0) 是 紧 可 度量 化 
的 ;m 是 5 上 的 一 个 正 测度 ,其 支 集 等 于 5, 使 对 每 个 +é A, 函数 
X> CA) = L) RF LES, wj) 站 多 8(S)， 则 gele, y)= 
| AOI 是 4 上 满足 CU) 与 (N) 的 一 个 双 迹 ， 且 使 得 
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Awa 与 oy sr 是 可 分 的 ,并 有 Se = S, my = m, 

我 们 分 几 步 证 明 这 个 结果 , 
(15.9.2.2) 构造 Se HEH Gu). 

子 代数 C In + ars = . 在 Z(H) 内 是 闲 的 (5.9.2)， 
它 是 具有 单位 元 的 交换 星 代数 。 对 于 每 个 特征 标 5€ A r) 
m (15.4.14) EALE OU, REA LASTE, RE A WA Hermite 
特征 标 ;换言之 ， 

四 :全 —> E'U; 
E XCar) H HOA U 0) 的 映射 。 这 个 映射 是 单 射 ,因为 对 一 
HJ EEX A) BECU) 一 1， 并 且 由 于 名 在 .ax 内 连续 
(15.3.1), A E 在 UA) CEE ey 内 稠密 ) 上 的 值 完 全 决定 了 
特征 标志 . 另 一 方面 ,由 定义 得 知 " 关 于 成 .ezs ) 与 C4 LRH 
拉 是 连续 的 .由 于 兴 (.sz?) 是 可 度量 化 的 并 且 是 紧 的 ,所 以 它 的 象 
e(X(.7;)) — S$ CHC(4)U10} 

1k F| BE St rB 5 RO, MA og X i) 到 S, Eñ9—4*FJBE 
123.6) ila € wey ss 则 ti 一 .t's 且 S; RAA C4 WER t 
时 令 S = 58 .有 反之 , 若 Lu, Z JI) 7, 是 k 中 的 闭 超 平面， 
也 是 ,y's 中 的 理想 ,因而 是 极 大 理想 ， 并 且 存在 .sxs 的 特征 标 
So 其 核 为 wf eC15.3.1); 于 是 它 在 @ 下 的 象 是 C4 的 零 元 ,此 时 令 
Se= 57 一 {0}。 在 这 两 种 情形 下 , S, 是 可 度量 化 的 、 可 分 的 与 局 
部 紧 的 ,并 且 S: WETTRE S,U10) 内 的 余 集 是 0 在 Si010} 内 的 
FARR. HFEA, ARX — (oU Tempa 
ER FU) 与 的 合成 一 一 在 S; ANER, 3k 3 fE S, 上 的 
限制 就 是 t ERAMA ini A A BEA M 0E 8s 时 ， 
a (0) = 各， 因而 4(0) 一 0， 这 表明 在 所 有 情形 下 都 有 1E set 
《Se)《13.20.5)， 为 证 明 Gi) 中 关于 稠密 性 的 论断 , 注意 Tempra 
变换 是 .xvz EEK rs) LWE (15.414) KTR ; + 
AE C) ER Eeli 内 的 处 处 稠密 集 ， 由 此 在 所 有 情形 下 断言 
得 让 . 
(45.9.2.3) 构造 me AMETE. 
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对 4 中 的 任何 z, ya Bk j V — (V o me(e) |x; G)) 35 aZ; 上 
的 连续 线性 形式 , 由 于 e) 与 .efi 同 构 ,因而 存在 (13.1)se 
上 的 ( 复 ) 测 度 Ass 使 对 一 团 ze 4, 有 
(15.9.2.4) glers y) = (Usla) : m (z) |x) 


m |. roya, QD. 

当 0€ 3 时 ,我 们 已 证 明 (15.9.2.2) 函 数 4:X — FG) 在 点 0 
处 取 值 为 零 ,因而 郑 w。., 是 4 E Se 上 的 诱导 测度 (13.1.8)， 册 
在 所 有 情形 下 都 可 写 
(15.9.2.5) sees = | Odma). 

A 

显然 测度 mas 有 界 ; 又 对 4 中 给 定 的 =，y, 测度 mv 是 Se 上 使 得 
gG, 用 一 |，sCDOdm QO) 对 一 切 ze 4 成立 的 唯一 的 有 界 测度 


m, 因为 这 些 函 数 # 在 CTCS) 内 稠密 (13.20.6). 

车 公式 (15.9.2.1) 为 真 , 则 对 4 中 任何 <,y,z, 应 有 glx ,y)= 
j. POOO QO. 比较 (159.25), 事实 上 我 们 要 证 明 的 
是 S, 上 满足 下 述 条 件 的 测度 ms 的 存在 性 :对 4 中 的 x,y, 有 
(15.9.2.6) m. == Š, ° m 
(参阅 (13.1.5)). 

如 果 已 经 构造 了 这 祥 一 个 测度 , 则 对 每 个 函数 Fe 9% lS) 
令 mr 一 .ms《( 它 是 有 界 测度 《13.14.4)), 就 有 
(145.9.2.7) F m,y = (F+) - ms = (2a) ` mp, 
我 们 从 构造 A c(S,) 到 ME(5z) 的 满足 下 述 条 件 的 线性 映射 下 一 
mr BR: HARER r, y, FA 
(15.9.2.8) F o mey = (ha) ` me 
W3F.3fB 34 FSRA me 2 0. ARI, 则 测度 m, B 
正 线性 形式 下 一 m (1)(13.3.12, 
(15.9.2.9) mr 的 定义 ， 

以 BC%L (S) 记 满足 下 述 条 件 的 连续 函数 F 所 成 的 集 : 
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了 在 无 穷 远 处 趋 于 0, 对 于 它 存在 S, 上 的 有 办 测度 mr 使 对 4 中 
每 对 元 *，》,(15.9.2.8) 都 成 立 ， 借 助 下 面 三 条 引 理 、 我 们 证 明 多 
包含 Hel). 

(15.9.2.10) D ERK ES) 的 一 个 理想 . 

显然 四 是 向 量 空间 ; 另 一 方面 , 若 Fe ó HGE.) NH 

《15.9.2.8) 推出 

(GPF) > mey = (G84) © mz (#8) + (G ma)» 
因此 GF € 外， 并 且 可 取 mes = G + ms《 因 为 G 关 于 mr 是 可 积 的 
{13.20.5)), 
《15.9.2.11》 对 于 每 个 函数 Fe 8 存在 瞧 一 的 有 界 测度 mn 它 对 
ARH z, y 满足 (15.9.2.8); 映射 一 wr 是 线性 的 , 且 若 FF So, 
Mil m: 2 0. 

为 建立 me 的 唯一 性 ,只 须 证 明 , 当 x,y 取 遍 4 时 , 形 如 好 的 
函数 在 Banach 空间 Eer) 内 形成 一 个 全 子 集 ， 或 形 如 4 十 好 
Q e c) 的 函数 在 Banach 空间 Eel) 内 形成 一 个 全 子 集 ， 因 为 
4 是 代数 且 1t 是 代数 同 态 ,这 些 函 数 所 成 的 集 了 是 Eel) 
子 代 数 , 且 含有 常数 ， 这 个 子 代数 区 分 55 HA DD Xx, EE S, 
的 两 个 不 同 的 点 ， 则 根据 GO, FE =€ 4, 使 得 +G) A20); 
由 此 推出 ,或 者 P) = PO RE COD = 如 (Xj). 另 一 方面 ， 
H Se 一 S,U 10) Bp, HEN O, 存在 x*& A, 使 得 2(X) 天 0， 
因而 也 有 POA) 和 0， 这 就 完成 了 所 述 断 言 的 证 明 ， RA, K% 
到 一 《x*)^(15.9.1)， 所 以 的 每 个 函数 的 共 谣 函数 属于 p. TE 
我 们 可 以 应 用 Stone-Weierstras 定理 《7.3.2), 从 而 建立 了 mz BB): 
一 性 , Bk3 F — mp 的 线性 性质 可 立 风 得 唯一 性 推出 ， 剩 下 要 证 
BB F > oR mr 之 0, 设 G 是 属于 A RS) HEHEA, WE 
据 (i 让， 存在 4 中 的 序列 (*a)， 使 得 函数 加 在 Se 上 一 致 收敛 于 
GY, 从 而 函数 各 有 在 Sr 上 一 致 收 倒 于 G, 由 此 根据 《15.9.2.8), 有 


| e004mr00 = um | 1, GD 2m = imf F Odman QD. 


因此 一 切 归 结 为 证 明 , 对 任何 z€ A, 测度 me 都 是 正 的 ， 或 者 等 
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MENET ARSON CRE | Cdm) > 
9, ERRER, RURA H yE 4 有 | 1300 
dma > 9， 然而 由 5159.257, 这 等 从 于 关系 式 g(y"yz, s) > 
0; 可 是 这 个 关系 式 也 可 写 为 8(yz; yz) > 0(156.3)。 故 引 理 得 
证 . 

《15.9.212) 对 4 中 的 rs ys WH 下 一 好 的 函数 属于 外 且 有 


mr == m,y, 


RAF (i), 这 等 价 于 证 明 ,对 一 切 se 4, 有 
| 2G02Q09GDan,. Q) = |+G00G08G02m.,,Q0. 


但 上 式 左边 等 于 gCzxy*u,v)， 而 右边 等 于 gznv*x,y)。 由 4 的 
交换 性 与 (15.6.3), 有 
gCarytu, v) = g(ytzzus v) = g(zza yo), 
gCzuv*z, y) = g(o*zux, y) = g(zux, vy) = g(2zu, ye). 

现在 我 们 来 完成 每 个 函数 GE Ob cl3。) 属 于 名 的 证 明 ， 设 
K = Supp(G); 问题 归结 为 证 明 : 存在 函数 Fe @, 它 在 K 上 不 等 
零 ;六 为 此 时 可 写 G 一 CR， 其 中 Ge COS) MASE 
(15.9.2.10) 就 能 证 明 GE 8B， 对 每 个 XE 天 ,由 定义 存在 EA, 
得 #2) = 0, HFE X fE S, 内 的 令 域 VCX), 使 对 CE VCX)， 有 
e(r) 天 9， 可 以 用 有 限 个 邻 域 V(X) 覆盖 天; 若 和 是 4 的 对 应 


元 , 则 根据 (15.9.2.12), 函 数 F — D 45; 就 是 所 需 的 解 。 


(15.9.2.13) m, 的 定义 与 G) 的 证 明 . 
由 于 Q5.9.2.11), 我 们 已 经 看 到 ，F -一 mr(1) 是 S, 上 的 正 测 
度 me; 下 面 证 明 ,对 每 个 函数 Fe 8, 有 
(15.9.214) mr = F ° me. 
ERE, HENAN GE Hcl), H mGF) 一 mell), 根据 


《15.9.2.10), 有 mas = G + mp, 因而 mas(1) = foaim. ñ 
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TIRE, mal) = | G(Z) RC0O4me(X)， 这 就 推出 关系 式 (15. 


9.2.14)。 特别 是 , 若 虑 到 〈15.9.2.12), 对 4 中 任何 +,y, 有 
(15.9.2.15) Myy = $3 > mg. 

由 于 wwy 是 有 界 测度 ， 从 而 推出 好 是 m 可 积 的 (13.14.4)， 于 
BAR t RT Zile m); 又 由 (15.9.2.15) 与 《15.9.2.5) 得 到 ， 
对 一 切 ze 4, 有 . 

(015.9.2.46) ¿Gx,y)— | aG02m8.,,,G0 = (Idm). 


换 吉之 ,我 们 证 明了 x 由 积 xx 代 蔡 的 特殊 情形 下 的 (15.9.2.17 381 
下 要 证 明 这 个 公式 对 一 般 情形 也 成 立 , (15.9.2.3) 中 一 开始 所 作 的 
附注 表明 ,对 每 个 算 子 Pe .of; 有 

(15.9.2.17) (V + alr) 一 | CENE). 
特别 ,对 了 一 lv。 有 

C15.9.2.18) ge = |, das), 

然而 鉴于 (15.9.2.15), 有 


f AONI Xam: X) -| 4m,,, Q). 


按 定义 ， 测 度 m, 是 白 ay 在 S, 上 所 诱导 的 ， 故 一 切 归 结 为 证 
明 , 当 06 Ss (AT S: = $; — (0)) 时 ,有 
《15.9.2.19) Bas = 0, 

由 pwy KERGE, BEAT (z, y) -> Mey 是 半 双 线性 的 、 
因而 (13.16.1) RERA G, y) — keD 是 4 x 4 上 的 半 双 
RERA. XH (15.9.2.17) 与 Tenvqagn-Haiivapk 定理 (15.4.14》 
可 以 立即 推出 , 对 紧 空 间 S; 一 Se U {0} 上 的 每 个 连续 函数 F, 有 
| FG), Q) | SE ek) eO AT less < 
lz; A e Ol FEER rD] < e)N |z, G). 由 
FPA 在 Hs KRAE MALERE E -re Ha tE 
对 一 切 yE A, B u,,,CQ01) = (E - z|z,G))G6.3.2), HA IE -el 
<= G), ARH E.x 只 依赖 于 m) AAE Wo a, G), 
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其 中 W, 是 Alu, 到 H, 的 线性 映射 。 此 外 还 有 |W。- zç Oli 
<le, A W, 是 连续 的 开 可 延 拓 为 属于 S (H。) 的 连续 
算 子 W。 另 一 方面 ,在 (15.9.2.17) 中 用 zx RE = 并 注意 到 对 
Ve r, # V - x, Gan) = CVU,G2) ` x (8), RER 
Bry = (BU) o0) * Pays 

HATER > (FUO E 在 点 0 处 为 零 , 我 们 看 到 ， 
对 一 切 z€ As B PaO) = 0, 或 (WV ` z (ez) | (2) = 0. 
由 于 这 些 mO) 组 成 的 集 在 H, 内 秆 密 ， 所 以 对 4 中 任何 * 55 z, 
有 W Ca) 一 0。 然而 根据 条 件 (V) (这 个 条 件 只 在 此 处 用 
到 ), 这 些 s Gaz) 在 H, 内 形成 一 个 全 子 集 ， 因 而 W 一 0。 从 而 完 
成 了 G) 的 证 明 . 
(15.9.2.20) (iii) 的 证 明 . 

为 证 明 m, 的 支 集 是 整个 Se， 只 须 证 明 ,对 每 个 Xe S, 与 在 
S, 内 的 每 个 开 邻 城 了 ,至 少 存在 一 个 非 负 连 续 函 数 了 ,其 支 集 包含 
#V PHH n, CF) = 0。 如 不 然 , 则 对 每 个 这 样 的 函数 F, A 
中 任何 xy 有 

| Eim O = | FOOI Tim) = 0. 


然而 根据 Tempanr-Haŭmapk A (15.4.14), F EM SV oot 
HERRE S; 上 的 限制 ， 其 中 Vegg: BH (15.39.217), HAN 
ERR yo A (V + mla 一 0， 基 于 A # B, 8 88 
密 的 事实 ,由 此 即 有 了 = 0, 从 而 F = 0, 而 这 是 不 可 能 的 (4.5.2)。 
《15.9.2.21) Gv) 的 证 明 . 

由 于 GD, GERR @c(S2O 1 S@t(S,, ms) 因而 它 的 子 
空间 Ae) (代数 地 ) 等 同 于 L&C5s ,me》 的 一 个 处 处 稠密 的 
子 空间 《13.11.6)， 另 一 方面 ,由 于 关系 式 《15.9.2.1)， 可 以 号 出 


Gael) ley) 一 | 2GO39GO4m, (X) ,因而 定义 了 准 Hilbert 空间 


Alu, 到 它 在 ETS) 内 的 象 上 的 同 构 To 使 得 To z (a) = t, 
所 以 问题 归结 为 证 明 这 个 象 企 Sc (S,) (1 Sç Gio m) 内 关于 
Se (S, sms) 的 拓扑 是 处 处 称 密 的 . 给 定 e > 0 与 任意 的 函数 Fé 


* dis 


Je(se) ,只 须 证 明 ,存在 z€ 4 使 得 
[ 1E) ~— #00 Pam < er. 
前 面 已 经 证 明 , 存在 函数 如 一 D) 4E EA), CE Supp(F) 上 


不 取 值 零 ,因而 可 写 — Ga, CEH). REG E 
在 ye 4 使 对 一切 Xe Ses WE LG) — IOD] < E/N), 由 
此 推出 


firo — CXIX) h dme CX) 
< ENOPS RO Pam = P. 

最 后 ,对 4 中 的 z, y, RRENA 
T, + CUE) © m0) = T, me 一 时 一 MG (To zr)), 
并 把 7 连续 延 拓 为 H, 到 上?(Susma 上 的 同 构 TRESTU) 
AMOT ,至 于 4 lart U, GO 在 (Hs) 内 的 数 等 于 +4 在 
(SD 内 的 施 数 ,这 是 Tenbasnn-Hañuapi 定理 (15.4.44) 的 推论 。 
(15..222) Se 与 mr 的 唯一 些 ， 

易 见 Hermite PA g' 满足 (15.6.3) 与 (15.7.3)， 因 而 是 4 上 
的 一 个 双 迹 函数 4 有 界 , 放 

8 Cays zy) = | 180) FIIO) mQ) < lee, y)» 
Mü z 满足 条 件 (D)。 为 证 明 满足 条 件 GND, BLS S E 
HA U40} KOME E s 为 紧 , 则 8 等 于 s, is sU (0). 
根据 (13.11.6), 只 须 证 明 当 1€ C 以 及 x, y 取 遍 4 时 ,函数 1 十 好 
在 空间 clS) 内 形成 一 个 全 子 集 ;利用 Stone-Weierstrass 定理 与 按 
定义 函数 和 的 集 区 分 SU 0) 的 点 ,这 一 断言 的 证 明 与 (15.9.2.11) 
相同 。 理想 ns, 是 使 得 为 m 可 忽略 的 = € 4 的 集 ， 然 而 由 于 
以 s 为 其 支 集 且 4 连续 ,所 以 仅 当 4 一 0 时 4 才能 是 可 忽 巾 的 ， 


H art È Ane 到 使 得 GG) lar 0D) Oan) 


的 函数 《所 成 的 代数 上 的 同 构 ， 此 外 《15.9.2.21) 的 推理 还 表明 
这 些 + 的 集 在 LeS m) 内 处 处 稠密 , 因而 上 述 同 构 可 延 拓 为 
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filbert SER THp —> Lèl, m), EA Up = T 
MCOT, FEWE |2 lay + Up = ||2 + Al. 这 等 从 于 证 
BB, 着 Fec(S), W Hilbert 空间 Le($,m) 上 的 连续 算 子 
M (F) (RUF HRA) 具有 范 数 |F]. B (13.12.5) 立即 得 到 
IMO < FI. ADM, TE XES, 使 得 IFG¿)| = IF 
《3.17.10) ;办 而 对 每 个 >> 0, 存在 x, 在 8 内 的 紧邻 域 了 ,使 对 一 
MJ xev, 有 |FCX)| 2 |F| 一 se。 由 于 按 假定 mw 的 支 集 是 S, 
且 由 于 在 各 种 情形 下 4 BRF s # s 内 的 闭 包 , 所 以 有 


mVNn5)~[pvasdm 一 CNALqns)》 > 0. 再 则 , 显 见 1Ferns| > 


(IF|—s)pvnss 由 此 得 到 

N,(Fgvas) > (|F|| — Nprns), 
DA |M CF) 2 F| — 《5.7.1), 办 6 为 任意 , 这 就 完成 了 所 述 
论断 的 证 明 。 于 是 同 构 lay 十 U ,G) 一 4 十 4 可 连续 延 拓 为 
-ex EC) EREE, BEE ECS) 的 每 个 特征 标 都 形 如 
F — FCC) (其 中 大 ESDC15.3.7); 改 推出 si, = SB ik S, — S. 
剩 下 要 证 明 mr = 媚 ， 或 等 价 地 ， 证 明 对 每 个 函数 F € Sr (S), 


有 | FGD2m QO = | FOYA). RB OE 
j COL OOO OOI dm CX), 


且 困 函数 + OIF z € 4) EEE) 内 形成 一 个 全 子 集 , 这 就 证 明 
TH AREN x, ys ARIRE 好 * mr 与 $ m 相 等 , 另 一 方面 ， 
LEERE, FERA â = > $š, GiB z, RF 4)， 它 在 
Supl F) ERREFE, RN F = Gh, 其 中 GE Sr CS). HAIT 
证 ,得 到 

j FGX)dm (X) = | G(x)ó(z)am eX) 


-5 | COMORE dme) 
-5 f GCOS OOE) dm) 


-Ala 


一 | GOA XIdm(CX) = | F(x)am(X). 


干 是 ,我 们 完全 证 明了 Plancherel-Godement 定理 。 

特别 把 Plancherel-Godement 定理 应 用 到 双 迹 & 形 如 (zx,y)-> 
Ky*x) 的 情形 ,这 里 是 4 上 的 正 线 姓 形式 (因而 是 4 上 的 迹 、 因 
为 4 是 交换 的 )， 当 8 由 迹 了 所 导出 时 , 公式 (15.9.2.1) 导致 是 否 
也 有 


《15.9.3) f) 一 j. #(X)dm (2) 


的 问题 。 这 个 问题 的 部 分 解答 外 下 述 定理 给 出 : 

(15.9.4) 《Bochner-Godement 定理 ) (G) 设 了 是 交换 对 合 代 
数 4 上 的 正 线性 形式 ,使 得 双 迹 gCx, y) = Cay") 满足 《15.9.2》 
HRE. 于 是, 若 公式 (15.9.3) 成 立 且 若 测度 m AR, MIRE 
条 件 : 

(B) 存在 数 M > 0， 使 对 一 切 z€ 4, 有 |GDE < 1 
frr*). 

Gi) 反之 ,若是 4 上 的 正 线性 形式 , 满足 条 件 (B)， 且 假定 
对 应 的 双 迹 gx， y) = 人 xy*) 满足 条 件 CU) 并 使 得 准 Hilbert 空 
间 47ms 是 可 分 的 且 星 代数 .er。 也 是 可 分 的 ， 则 z 也 满足 条 件 
(N), WE m, 有 界 , 并 且 公式 《15.9.3) 成 立 。 

对 于 G), Ë m, 有 界 且 公式 (15.9.3) 成 立 , 则 由 Cauchy-Schw- 
arz 不 等 式 (13.11.2.2), 有 


f tim, < m,(S,) * | Llam» 


这 就 给 出 《87 中 的 不 等 式 , 其 中 M = mS). 

X FG ,我们 提醒 ~- 下 ,在 Hilbert 空间 H, 的 定义 中 ,不 一 定 
假定 满足 条 件 CN2.C8) 中 的 不 等 式 可 写成 0O < M le, 
因而 f 在 mW 上 取 值 为 零 ,于 是 f TASA fortit f EA E 
的 线性 形式 .又 我 们 有 FI < Mle O, KERF E 
WË Hilbert 空间 4/n, 上 连续 《5.5.1), 因 而 可 以 延 拓 为 Hilbert 空 
Íj H, 上 的 连续 线性 形式 (5.5.4). TEH (6.4.2) 推出 ,存在 确定 
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的 疝 地 ee Hgs 使 得 


(15.9.4.1) 16) = Cala) |a), 
由 此 推出 ,对 -一切 z€ 4, 有 
《15.9.4.2) U,G) - a = xG), 


事实 上 ,对 一 切 yE 4， 有 
Cery) |UE) © a) = (U,(z*) ° mly) la) 
= (z (z*y)|a) = (Cay) = CG) ln Ce)), 

为 Au, 在 H, WAE, HERRAR (5.9.4.2), 

现在 证 明 & 满足 条 件 (N). 事实 上 , 设 5e Hs 是 这 样 一 个 向 
E, CETHI x (zy) (其 中 z, y BOB 4) 所 生成 的 子 空间 的 闭 
包 的 正 交 补 空间 ， 则 有 (CxsCxy)15) 一 0， BI CUl) ;zeCy)16) 
一 0, 或 对 4 中 任何 +,y 有 (xs O15sx*)*6) 一 0. 由 于 元 ly) 
ORÈ 4) 形成 H, MMUTE, MMD 《alUsX(x*)- b) 
=0, (UG) - afb) = 0, RARS GrG) |b) 一 0, 因 为 4 fn, 
FE H, 内 稠密 ,由 此 即 得 & = 0. 

在 代数 ,arr 上 考 虐 正 线性 形式 1"(VY) = (V ala), € 
FEV <l ol lah < la 

根据 Perbdakr-Haiiiapg 定理 《15.4.14), 可 写 扩 (VY) 一 A(%V)>, 
Hh 2 E CAK 上 的 线性 形式 ， 并 且 由 于 多 Vy = IY] 
Ha ERZE XO) 二 的 一 个 测度 (开始 时 是 复 测 度 )， 由 于 在 
KCD 上 连续 的 非 负 函数 G 具 有 F F 的 形式 , 因而 具有 ZV- 
多 TV* 一 多 (VV*) 的 形式 , MA ACG) = ||V - al? > 0, BI 4 EE 
WE. BEA (15.9.42), (15.9.41) 与 XC43) 到 S; 上 的 典 则 同 
E ,我 们 看 到 ,存在 S, 上 的 正 测度 p CEH S; 上 的 测度 oA) 所 
诱导 ,因而 是 有 界 的 ,使 对 一 切 ze 4。 有 


10) = (U) + aJa) = | 2CX)d5(X). 
于 是 ,还 剩 下 证 明 v 一 mg HY 
z n ~ POITE, 
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所 以 根据 (15.9.2,10))， 只 须 证 明 ，1le 函数 4( 对 于 ze 4) 属于 
Lole 2); 2° 的 支 集 是 5;、 第 一 个 论断 是 显然 的 ， 因 为 连续 
函数 SN B Nj > 有 界 .为 证 明 第 一 个 论断 ,假定 在 S cl) 
中 存在 非 负 画 数 F。 使 得 | FO 一 9。 由 此 立即 推出 ,对 4 
中 任何 xy。 E [FOOLED 一 0. 由 于 Foo 是 Car 全 
上 的 连续 函数 ,所 以 它 具 有 SV 的 形式 ,其 中 V e .er AiR” 
的 定义 ,上 面 的 关系 式 可 写 为 
Us WU) - ala) ~ 0, 


或 
(VU, Cr) alUs(y) <a) = 0, 

于 是 根据 《15.9.4.2), 对 4 中 任何 x,y, 有 (V + x, (z) |z, G= 
0。 因 为 Alu; 在 H, 内 稀 密 ,所 以 由 此 推出 了 一 0 #& F = 0, 证 
tE, 
(15.9.5) 例 。 我们 已 经 看 到 《15.6.2.4)， 具 有 单位 元 的 对 合 代数 
4 上 的 正 线 性 形式 f 必定 满足 条 件 〔B3)。 读者 记得 , 若 4 还 是 
Banach 代数 , 则 对 应 的 Hilbert 形式 & 满足 条 件 CUX15.6.11), 车 
4 是 县 有 单位 元 e 的 可 分 Banach 代数 ， 则 准 Hilbert 空间 4 /ns 
与 星 代 数 .er 都 是 可 分 的 。 FRE, A/m 的 可 分 性 由 了 为 连续 
《15.6.11》， 从 而 |a GO] = JCetz) < Wl e Mell < JI : |z E 
出 ,因为 这 表明 4 内 的 处 处 稠密 的 可 数 集 在 天 下 的 象 在 准 Hilbert 
空间 4/m 内 也 是 处 处 稠密 的 。 .ex 的 可 分 性 由 表示 U, 为 连续 
《415.5.7) 推 出 ,因为 若 U, 连续 , 则 它 把 4 内 的 处 处 稠密 可 数 集 变换 
为 -exe 内 的 处 处 身 密 可 数 集 。 于 是 就 能 把 Bochner-Godement 定 
理应 用 到 4 与 4 的 任 一 正 线性 形式 了 上 。 
(15.9.6) Æ s— UCs) 是 4 到 Hilbert 空间 右 中 的 表示 ， 则 对 每 
个 mE 日 ， 线 性 形式 fs) = (UC) - rlr) WER CE) AA 
我 们 有 《6.2.4) 

[fCOF MUG): xolP + aol = | lf es). 
考虑 到 《15.5.6), 这 表明 对 于 具有 单位 元 的 交换 对 合 代数 4, 掌握 
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了 关于 4 的 Hermite 特征 标的 知识 ,也 就 确定 了 4 的 所 有 表示 .此 
外 ,在 《15.9.4) 的 证 角 中 ,我 们 还 看 到 ， 若 f 是 满足 (15.9.4, Gi)) 
的 条 件 的 正 线性 形式 ， 则 对 应 的 表示 x — Usl*) 具有 全 化 向 量 « 
(1534.2). 

(15.9.7) 附注。 可 能 有 这 样 的 情形 ， 公式 (15.9.3) 成 立 ( 以 及 
(15.9.2) 中 的 条 件 满足 )， 但 测度 ms 却 无 界 (因而 了 不 满足 (BD) 
(问题 2)。 另 一 方面 , 可 以 给 出 满足 条 件 (U) 与 CN) 而 不 满足 条 
件 (B) 的 例子 (问题 4) 与 满足 条 件 (B) 55 (N) 而 不 满足 条 件 (U) 
的 例子 (问题 5)。 


G] a 

1) RARR LOE IERRERROY SRA TIR), p jË R EN 

ARENE AR 为 其 支 集 ; 试 让 
se, s) = [DEC 

BALRA RET3K 3838, 准 Hiber 空间 A/m = 4 是 可 分 的 ， 然 
而 星 代数 =, 不 是 可 分 的 《7.4 问题 2), 

2) 设 4 是 RR 上 的 Lebesgue 测度 。 4 是 BCR) 内 由 平方 4 可 积 函 数组 
成 的 对 合子 代数 , 则 e(zy) = CVA) Æ ALOI, CRR 
(四 与 (iD 但 对 于 它 测度 ms 无 界 ,并 且 (15.9.3) 的 右边 对 一 切 *E 4 都 没 
有 定义 . 着 BC 4 是 2(R) 内 由 4 可 积 函 数组 成 的 予 代数 ， 则 f) 一 
[ea 是 8 上 的 正 线性 形 式 , 它 满足 《15.9.3), 但 测度 wm 无 界 

3) ki = fo, 1]，4 是 gc(D) 内 由 在 1 上 二 次 连续 可 导 且 满足 =(0)= 
"的 函数 * 组 成 的 对 合 于 代数 ， 试 证 

G) = f| =G) + z(a) 

是 4 上 的 一 个 正 线性 形式 ,使 得 对 应 的 双 迹 8 满足 条 件 (5)， 但 不 满足 条 件 
GD. G3 G) 是 属于 CC) 的 函数 的 序列 每 个 及 都 二 次 过 续 可 导 , 在 [0， 
i] EER B AC) 在 0 的 一 个 人 域内 等 于 1 而 当 坟 tj 时 yj = 0， 在 
Hilbert fi H, H RER =, € Ca = CED) 的 美 所 成 的 序列 .) 

4) 设 4 是 Wek7) 内 由 在 工 上 连续 可 导 且 满足 =C0) = 0 的 函数 * 组 成 
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的 对 合子 代数 , 试 证 在 4 上 ， 70) = *(0) BERERA SET f AA z 
是 等 (因而 满 (V) 与 CN)), 但 却 不 满足 条 件 (52. 

5) 设 4 是 定义 在 [0, 1] 上 的 形 如 PG, tog) 的 揽 值 函数 所 成 能 对 合 代 
数 (其 对 合 是 “x)， 其 中 PC, e) 是 两 个 变量 的 复 系数 多 项 式 ， 则 线性 形式 
K) = | xD 在 4 上 是 下 的 ， 且 因 4 具有 单位 元 。 所 以 谈 线 性 形式 满足 
CB); 对 应 的 双 迹 = 满足 条 件 O), BEMER (0)。 

6) 设 厂 是 峰 予 结合 合成 律 (<，y)xy 且 具有 么 元 * (ke > 
+, 即 了 到 自身 的 一 个 双 射 , 满 足 * = =, (x*)* 一 与 (zy)* = tat, TEN 
Milbert IE HORRELA TE) SC) 的 映射 xD(z)) 满 中 Ue) = 14、 
Day) = UWO), UG) = UG)". 

设 E 是 Hitber 空间 ys-*7(>) É r EJ ZE) 的 映射 由 为 使 存在 作为 E 
与 另 一 Hilbert 空间 F 的 Hilbert 和 的 Hilbert 2218 H, 以 及 Tr 到 二 中 的 表 
#Ra—U(), 使 对 一 切 *ET、 有 XCx) = PUE, Hih PEHE E ERE 
交 投影 ,必须 且 太 须 7 满 足下 列 三 个 条 件 : 

1° TCe) = 1a; 对 一 切 * E ER TO) = Ta)", 

2* 对 除 有 限 个 元 * € 开外 满足 8《*) 一 0 的 映射 8: 一 BE, 有 

GOGOR OLOLA 


LESETT [xT 
3” 对 除 有 限 个 元 * € 外 满足 x) = 0 的 映射 ;TB 548416 r, 
存在 常数 M.>0, 使 得 
(T(a*z*ay) a OEM D y) e gC eC). 
seir eetxr 
再 者 ， 若 如 与 吾 满 足 这 些 条 件 且 使 得 元 K(*) .1( 这 里 * RIS T. OS 
H) 在 二 内 形成 一 个 全 于 集 ， 则 表示 辟 除 等 价 外 是 完全 确定 的 (等 价 性 如 加 
C15.5) 中 所 定义 )。 
《为 证 明 这 些 条 件 是 充分 的 ， 旁 壤 Er 内 由 满足 下 述 条 件 的 映射 8: ?EE 
组 成 的 子 空间 6: 除 有 限 个 * ET 外 有 s(x) = 0; 并 在 Gx G LZE 
(5 DE (TOY) ONE) = BCe, 4), 


‘EL XE 

这 是 一 个 正 Hermite 形式 .车 入 是 6G 内 使 得 BCg, 8) 一 0 的 es《C 所 成 的 子 
SR BBB 通过 商 在 GAN LEXIBLE Hermite 形式 (人 让 一 (8 让 一 
BCe, A), 它 使 G/N 成 为 准 Riber 空间 .假定 G/N 是 一 个 Hilbert 空间 局。 
HERET. EX C/N EE 的 单 射 ! 如下; WAR €C, BC Ka) 
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为 映射 
= S rty) eO); 
FET 
通过 ; 转移 GIN LAUR RIOR G/N) LRE] AE Hilbert 空间 结构 ， 
BIRERE 63] B, Æ Hiber 空间 五 上 的 同 构 ， 然 后 定义 D(z) 如 
T: UE). jG) 是 映射 
s Dy Tatry) ° gy).) 


Fer 
7) 设 4 是 具有 单位 元 * 的 可 分 交换 对 合 Banah 代数 ,是 4 上 的 正 线 
性 形式 (或 4 上 的 迹 ) 所 成 的 集 , 它 是 Banach 空间 4 的 对 侦 4 的 子 集 (15.6. 
11)， 对 了 的 两 个 元 素 f fo WE h — h€ P, RIA ASh 
a) 试 证 , 若 f, fh EALE E oSA 则 存在 4 中 区 序列 (yo), 使 对 
一 切 sE4 H CE) = im ote), 《若是 对 应 于 的 双 迹 ,注意 如 可 呈 成 


h = norss 其 中 “是 世上 的 连续 线性 形式 -) 

h) WRP, RER I = KKe)<1 的 迹 E PARRE, PE SK B uhu, 
RUE P, 的 端点 (12. 15 问题 5) 集 等 同 于 (Pn XC4))U{9}。《 利 用 a) EBI, 
ER REREN WEVE P 的 端点 。 为 建立 相反 的 论 是 ， 注 意 着 fEP， 
满足 1 = lli — e), WEE zE 4, ER lelli B ito; 利用 (15.6. 
11. 1) 证 明 线性 形式 

FCE) = IG) Kats) 与 HCE) = (Ç — a*a Ce) — Kerr)) 
RFP SERI ERA, MTER I = f, 一天， 于 是 ICO) = Kayta); 
Hile + y) fÇË z, 其 中 ?充分 小 ,由 此 推出 / 是 特征 标 . 》 

°) REAREN EP, FEP, 上 的 唯一 的 正 测度 由 ,其 质量 为 1， 且 使 
得 对 每 个 *€ 4, 有 

1 = |。 FOWO. 


《利用 13, 10 间 题 2) ABN pi 的 叭 一些; 利用 Stone-Weierstrass 定理 .》 


10. 由 连续 函数 构成 的 代数 的 表示 


设 K 是 紧 可 度量 化 空间 , 把 15.9 的 结果 应 用 到 4 一 多 cCK) . 
的 情形 ， 就 能 简单 地 写 出 这 个 代数 的 所 有 表示 。 先 孝 唐 单 演 表示 


uT). 
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(15.10.1) 设 天 是 紧 可 度量 化 空间 , 令 4 一 clK), 则 对 合 交换 
代数 4 到 可 分 Hilbert 空间 E 中 的 每 个 单 演 表 示 等 价 于 如 下 定义 
的 表示 = 一 M Cu): 考虑 K 上 的 正 测度 与 对 应 的 Hilbert 空间 
Le(K, 5)， 并 对 每 个 #E A, 以 M.G) il Lèl, F) LYS FE 
条 件 的 连续 算 子 ， 对 每 个 函数 je EC(K, n), M Ku) 1 Èu E 
Le(K, P) 内 的 类 Cay", 

事实 上 , 设 4 是 4 到 可 分 Hilbert 空间 中 中 的 表示 “> Tu) 
的 全 化 向 量 ， 则 这 个 表示 除 等 价 外 由 4 上 的 下 线性 形式 f= 
CTC) + |a) 所 确定 《15.6). 由 于 4 是 可 分 的 (74.4), 故 可 以 应 
用 Bochner-Godement 定理 。4 的 所 有 特征 标 是 Hermie 的 , 并 且 
WX) AMSAT KC15.3.7), 于 是 所 述 命题 是 《15.9.2,(iv)) 的 
直接 推论 ， 

由 《15.10.1) 中 的 定义 得 到 
C15.19.2) [MGO] = ess.sup [uÇ] ~ Nou) 
《相对 于 测度 A). 率 实 上 , 由 《13.12.2) 推出 |M] < Nel) 
又 对 每 个 正 数 a < New)， 存 在 不 可 忽略 的 可 积 集 PCK, WE 
PEA O)| >a; 于 是 显然 Ni(uqr) aN Cpr), 由 此 得 到 
(15.10.2). 

测度 4 不 是 唯一 确定 的 ; 稍 后 我 们 将 明确 这 一 点 (15.10.7)， 

4 = 车 KK 上 不 一 定 连续 但 篇 单 地 为 上 可 测 且 依 测 度 有 界 时 、 
(15.10.1) 中 所 给 的 M.G) 的 定义 与 公式 《15.10.2) 仍然 有 意义 
(根据 (13.12.5)》; 这 样 延 拓 的 映射 x — Malu) 仍然 是 对 合 代数 
LECK, uË] Hilbert 空间 L&CK, Ey 中 的 一 个 表示 。 BA, # 
二 与 霹 关 于 上 几乎 处 处 相等 , 则 Mu) 一 M,Ga). 通常 我 们 把 
表示 Mi 限制 在 LECK, n) 的 一 个 不 依赖 于 4 的 自 伴 子 代数 上 ， 
这 个 子 代数 就 是 由 普遍 可 测 (13.9) 且 有 界 的 复 值 函数 组 成 的 代数 
人 UclK), 根 据 (13.9.8.1), 它 是 C 上 的 一 个 对 合 代 数 , 且 由 EropoB 
+ 定理 (13.9.10), 它 是 32c(K) 的 Banach 子 代数 。 
《15.10.3) 考虑 留 c(K7 到 可 分 Hilbert 空间 E 中 的 具有 全 化 疝 
最 “的 表示 "一 Tu) 《这些 假定 将 -一直 保 留 到 《15.10.7))。 由 前 
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MB TURAR TEBAS ARE ACK) E, 而 延 拓 的 表示 
《 仍 记 作 T) 不 依赖 于 所 考虑 的 全 化 向 量 a REL itry 是 也 的 
两 个 向 量 , 则 对 一 切 z € FeR 有 ITE < le 用 15.5.72; 履 有 
(15.10.3.1) (TG) -hl < iel + lell il 
从 而 线性 形式 n 一 (TCw) aly) 是 KX 上 的 一 个 测度 pss 使 得 
leest < lel- iyl. 

由 这 个 定义 立即 得 至 
{15.10.3.2) Byr = Bry. 

HEE =T) ay 一 TCw) ， a, 其 中 vw 部 在 Ue(K》 
内 , 则 对 每 个 涵 数 ne 2z (K) 5 

CTCu) + z|y) = CT Cuv) + a| TC) > a) 
= (TCE) - ola) = | avdn, 


因而 
(15.10.3.3) Erta ran7a = (900) P, 

芋 面 所 说 的 工 不 依赖 于 a 的 性 质 是 下 面 的 更 为 明确 的 命题 的 
推论 : 
(45.10.4) G) 3 EHEN x, y, 8*—U] s€ 2Zc(K), 有 
(15.10.41) (CGO .= 一 [DansGD。 


Gi) 车 (ws) 是 属于 UCK) 的 林 数 的 一 致 有 界 序列 , 它 简单 
收敛 于 u, MR ERR z, y, 有 
(15.10.4.2) (TC) .zly7 一 Hm (T Cun) + ely). 
只 须 对 E 的 一 个 全 子 空间 中 的 x, y 证 明 《15.10.4.2), 因为 半 
双 线 性 函数 (z, y) > CTC) - riy) 形成 一 个 等 度 连 续集 ， 这 是 
由 于 
ICI Cua) - ly) — CT(as) + rolyo) < 
< lasliCls — xoll : lll + deol + ly — volt 
+ lle — zoll ly — ll) 
(7.5.5). x = TCs) ` a, y=T Ca) ' a, JEP as s BF @c(K)>, 
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FERES ACT) + aly) = (T Guan) ° ela) = Í saa, 
因此 只 须 对 测度 4“ 应 用 控制 收 伍 定理 (13.8.4》 Bl Pf, 29 WE J. 
《15.10.4.1), 我 位 注意 ,按照 定义 :这 一 性 质 对 ae @ (K) 或 立 ;而 
在 一 般 情形 下 对 测度 z... 两 次 应 用 壹 制 收敛 定理 且 利 用 《13.7.1) 
BREFI. 
《15.10.5) 为 使 TCw) 是 Hermite 算 子 (相应 地 , 正 Hermite 算 子 
ALS FAT; BHAT), HAER a(x) 关于 测度 4 几乎 处 处 
是 实 的 (相应 地 , ul) > 0; ul) = 0; jul = 12. 

易于 直接 验证 , 若 品 是 Hilbert 空间 E 上 的 Hermite GAWIE, 
E Hermite; ADAP, B. S Æ EF] Hilbert 空间 E' 上 的 同 构 , 则 
SUSTE E 上 具有 相应 的 性 质 《这 些 性 质 只 涉及 Hilbert 空间 结 
H). 于 是 可 以 限于 T) = MO 的 情形 ,在 这 种 情形 下 ， 所 述 
条 件 的 充分 秆 是 显 见 的 。 另 一 方面 ,例如 ,如果 存在 下 的 可 测 子 集 
X, EEX) =e > 0, Bi x E 

.Z(u(z)) 2 8 > 0, 


则 (CTCO pali) = Z (| uan) > ap, B TOIRE He- 


mite 的 。 其余 情形 可 以 类 似 地 处 理 。 
《15.10.6) G) 属于 代数 TCK ckK)) 的 正 交 投影 算 子 是 形 如 
T(@x) 的 算 子 ,其 中 X 是 天 的 一 个 普 涡 可 测 子 集 .。 

G S(F) 的 子 代数 TCK) 是 Z(E) ARKE 
RFRA. 

GD 为 使 的 闭 向 量子 空间 FF 关于 了 为 稳定 , 必须 且 只 须 它 
具有 TCqx)(E) 的 形式 ,其 中 XX 是 久 的 一 个 普遍 可 测 子 集 。 

对 于 G), 由 E 上 正 交 投影 算 子 的 特征 (15.5.3.1) 与 (15.10.5)， 
为 使 了 (w) 其 正 交 投影 算 子 ， 必 须 且 只 须 * 几乎 处 处 等 于 一 个 有 
RKE UAR oo 为 有 界 且 满 足 w* 一 rz。 于 是 vv 一 px， 具 中 
X 是 天 的 一 个 < 可 测 子 集 , 由 此 即 得 所 需 的 结论 . 

对 于 (i， 显 然 只 须 证 明 ， 与 所 有 Tlu) GAH sE Re) 
可 交换 的 连续 算 子 V € S (E) 具有 TOO 的 有 形式. 设 4 是 关于 了 
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ASALE E MIR K RRA EBT MTE X AX TCgpx) 是 与 了 
可 交换 的 正 交 投影 算 子 ,所 以 


esas, = (TC alal 
= I(VT(@x) + e| TEx) D < 
Hi rcp + al 
= l| | Prada = | VI pdt. 
于 是 出 Lebesgue-Nikodym 定理 (13.15.5,0')) 得 知 Hyaa h- P, 
其 中 4 是 - -个 上 可 积 画 数 。 由 于 众 上面 的 不 等 式 还 能 得 到 ， 对 每 


个 阶 祷 函数 we MeO, E || een, | < II: NG) 88 
NEEM ER RARS EH REER w> | hwdr 可 


MAREEA LECK, z) 上 (C13.9.12) 与 (13.9.13)), 由 (13.17.1) 
得 知 ， 记 关于 是 依 测度 有 界 的 ， 并 可 假定 he Wc(K)。 对 于 
UCK) 中 任何 s+ E 
WTC) :olTO 一 (rr al TG) - a) 
一 [aan 一 | sd = (TCDTG) - a| TG) + a), 


由 于 s BOB A(O HAE TC) ` a 在 马 内 形成 一 个 全 子 集 ， 所 
以 得 到 了 — TG). 
对 于 Gi), F 关于 了 为 稳定 意味 着 ,对 于 ve eK) EZR 
EET P: 与 所 有 TG) 可 交换 (15.5.3)， 因 而 根据 GD Pe 属于 
TUK), th G), CRE 了 (ex) 的 形式 

我 们 还 能 刻 划 所 考虑 的 表示 的 所 有 全 化 向 量 : 

(15.10.7) 为 使 向 量 ge LLCK, n) 关于 eCK) 的 表示 M。 是 全 
化 子 ,必须 EE 只 须 关 于 # 几 乎 处 处 有 gD) ~ 0, 

EEE A f BON ECK) H Ge) E Hilbert 空间 
LLK, O WER -ARRET E AA RIER 
Gmb 2 e LEK, O, BADER] EE), B [jeme 
06.3.1), 此 外 还 有 gh € LECK, H(1311.7); RTTE Ceh) + # 
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是 零 测 度 ， 这 蕴涵 关于 上 几乎 处 处 有 8(CDiCD 一 0(13.14.4)， 然 
而 按 假定 ， 使 得 10) = O 的 上 E KK 所 成 的 可 积 集 4 不 是 可 忽略 
的 ,所 以 在 4 内 必定 几乎 处 处 有 eO) 一 0, 这 就 证 明了 本 命题 . 

对 这 样 的 关于 M, 的 全 化 向 对 g, 通过 定义 (15.10.1) 使 之 对 
ETK EWES (z.e 因为 |8| 为 上 可 积 并 且 几 乎 处 处 不 
等 于 0, 这 样 就 得 到 下 上 所 有 等 价 于 & 的 正 测度 (13.15.6)。 换 言 
之 ，《15.10.1) 中 所 述 的 测度 #* 除 等 价 外 仅 由 表示 工 确定 . 
(15.10.8) 我 们 转向 clCK) 到 可 分 Hilbert 空间 互 中 的 任 一 非 
退化 表示 T。 此 时 已 知 《15.5.6)，E 是 关于 了 为 稳定 的 闭 子 空间 
的 序列 CF,) 的 Hilbert 和 ， 且 使 得 7 在 每 个 Ps 上 的 限制 具有 全 
化 向 量 a。。《15.10.3) 中 给 出 的 测度 tey 的 定义 可 以 不 加 修改 地 
应 用 ; 另 一 方面 , 对 每 个 函数 xe 27c(K), 我 们 在 每 个 E, 上 定义 
Te(z)15.10.1)， 而 且 根据 《15.10.2)， 对 一 切 = 都 有 ITC < 
lel. 

现在 我 们 注意 下 述 引 理 : 

(15.10.8.1) 设 E 是 Hilbert 空间 ， 它 是 闭 子 空间 序列 (Es) 的 
Hilbert 和 。 对 每 个 指标 a， LU, 是 E, 上 的 连续 算 子 ， 并 且 假定 
范 数 序列 《0si) 有 界 。 于 是 在 上 存在 唯一 的 连续 算 子 品 , 使 得 
它 在 每 个 E。 上 的 限制 是 U。 此 外 ，U* 在 每 个 Be 上 的 限制 是 
uš. 

事实 上 ,假定 对 一 切 * HIU < WSA z = >) rE, 


rE x, € En H ihel = > 11,642, 有 
BY he: z, < e > el? = lel, 


这 表明 级 数 D DU。 z, EER, U - z 是 此 级 数 的 和 , 则 


显然 U 是 线性 的 , 且 由 前 所 证 , IU -rll < alel 因而 号 是 连续 算 

子 《5.3.1)。 唯 一 性 由 这 些 Es 的 并 是 内 的 例子 集 推出 (6.4). 最 

后 ,对 一 切 #， 有 JUX = lu, < 。; 因 而 存在 互 上 的 连续 算 子 了 ， 
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使 它 在 每 个 E, 上 的 限制 是 村。 车》 一 D ye GHP ya € En) E 


有 
> y, = ty, 


则 (6.4) 
(U: aly) = DU + talya) = 21 ClU yo) aly), 


这 表明 V — U*. 

应 用 《15.10.8.1), 我 们 看 到 ,在 三 上 存在 唯一 的 正规 连续 算 子 
T(t), 它 在 每 个 En EREE Tau). ER u> TuE KeK) 
HEPA- ER, CE EK) 的 表 永 了 的 延 拓 。 然后 通过 同 
样 的 证 明 推广 (15.10.4), 只 须 注意 作为 的 金子 集 ， 现 在 可 取 元 
Tals) + oo EE s E @c(K), a 任意) 所 成 的 集 . 

一 般 地 说 ,E 作 为 具有 (15.10.8) 中 的 性 质 的 子 空间 的 Hilbert 

和 的 分 解 有 无 穷 多 种 , 然而 我 们 有 下 述 命题 ; 
《15.10.9) 存在 E 作 为 关于 了 为 稳定 的 闭 子 空间 的 (有 限 或 无 穷 》 
序列 CE,) 的 Hilbert 和 的 分 解 ， 使 得 在 E, 上 的 限制 具有 全 化 
AÈ as, 并 且 若 #, 是 K 上 对 应 a, DEWE (15.10.1)， 则 对 一 切 
ay pot 是 以 Pe 为 基 的 测度 《13.13). 

我 们 从 E 作 为 上 面 所 写 的 任 一 序列 《EF。,) 的 Hilbert 和 的 分 解 
出 发 W, ETE F, 上 的 限制 的 一 个 全 化 向 量 ，x 是 五 上 对 应 
于 包 的 正 测度 ， 由 于 测度 只 是 除 等 价 外 确定 《15.10.7)， 所 以 
用 正 的 常数 相 狐 ,使 得 以 范 数 lo| 为 通 项 的 级 数 收敛 、 

就 # 2 2 归纳 地 定义 玉 上 正 测度 的 两 个 序列 Con) Cor) 如 
下 : w; 5 v Æ n BAT v 的 Lebesgue 典 则 分 解 中 的 两 个 测度 ， 
v DÀ > 293840 oy H >, 互相 奇异 (13.18.4); HF R> 2, w Er 
同样 是 使 得 vi — w + K OWE, Bari D, G F Z + + 
vi) 253510 k 5a + 7 + (0 t oa BARR, 每 个 这 样 的 
分 解 ,对 应 天 分 为 两 个 普遍 可 测 集 B: B: 的 划分 , 使 得 水, nk 分 
别 集中 在 Bis Br E. ik Fi 一 FOF 是 相应 的 Fi 作为 两 个 互 
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相 正 交 的 子 空间 的 Hiber 和 的 分 解 ; 着 FS B P LEK ra) 
(1510.1), MPLS PZ PBIR Se LE X — $, 5H — by 
G1510.6). BE >, + 92 e 十 vi RAER, HLS 


AREA D) [s.l 为 上 界 ,因而 (13.4.4) 这 个 序列 在 MgCK) 


内 有 上 确 界 mr 也 是 这 一 序列 的 粗 蔚 极限 . 前面 的 构造 允许 我 
们 假定 , 若 n 集中 在 B. 上 , 则 集 BBB RANAR 
B > AF Pay Pa # EE F. 5 FECR 2 2) 的 Hilbert #t, 
则 E 是 EE 与 Fi 全 2) 的 Hilbert 和 ， 子 空间 E, 等同 于 LE(K， 
BD EF KP = CBK < loill, KRR b, + by + + 十 下 十 
… 在 E, 内 收敛 且 它 的 和 a, SAF gaip A, 是 B, 与 BXGR2 
2) 的 并 ， 显 见 a 是 关于 了 在 E, 上 的 归 制 的 全 化 向 量 。 

于 是 ,从 互 的 已 给 分 解 《F。) 出 发 ,构成 了 E 的 分 解 Ei 5 Fi 
HPRP S2, 对 应 于 政 的 测 宣 内 都 以 凸 为 基 . 通 过 归纳 法 。 
对 于 每 个 *, 我 们 定义 了 E 作 为 关于 工 为 稳定 的 子 空间 Bi 
Es 了 如， FV ,的 Hilbert 和 的 分 解 ,使 得 了 在 每 个 子 空 
闻 上 的 限制 都 具有 全 化 向 量 ， 且 若 对 于 E, 对 应 这 个 向 量 的 测度 
AA < k < n), HF FO, 对 应 的 测度 为 v, 则 对 1 < k < 
n — 1, # D WER k 2 1, >b A 所 为 基 ; 事实 上 为 此 
只 须 把 上 面 所 作 的 推理 应 用 到 Hilber， 和 EOF F 
Bodt, TERHERE 

FOFO .BF CE OEO .DE,. 
由 于 EE 是 这 些 Ft 的 Hilbert 和 ,所 以 也 是 这 些 E, 的 Hilbert 和 
《6.42), 因 而 E, 与 + 都 满足 (15.10.9) 中 所 述 的 条 件 。 

令 ne gi 所， BS EER gG > 0 BD) z € kK 所 成 的 

R. 89 LL E PF I (ËR LEA S, 是 普遍 可 测 集 (13.9.3)， 


È Mi=K — S, W k >2, 4 M, = S, — Sus Ma = [Y S; 84 


k>1 
l< i < k, I 


Hi = TC oA 5,), 
+ 430 2 


由 《15.10.7) JEH TE RATAA HO < ; < 妇 上 的 限制 是 等 
价 的 ; 令 G,= Ha DHu, ER G, RHK < < k) 9 
Hilbert 和 。 同样 对 每 个 ; 22 1 £ Hio = T(gpu.)(E,); TERE 
子 空间 H(G 1) 上 的 限制 是 等 价 的 ; 令 Go Hel > 1) 的 
Hilbert 和 ;于 是 显然 也 是 Gak S 1) 与 Go 的 Hiber 和 .可 以 证 
明 ( 间 题 5;)、 测 度 mx 除 等 价 外 是 确定 的 ,于 是 St( 因 而 M.) 除 一 
个 n 可 忽 赂 集 外 是 确定 的 ; G+ 一 T(pu,)( E) 完全 由 工 确定 . 我 
们 称 工 在 G4《 对 应 地 , Ge) 上 的 限制 具有 重 数 六 (相应 地 , 无 穷 重 
数 ); 于 是 重 数 为 1 表示 是 单 演 的 ， 
(15.10.10) ”由 于 测度 z, 只 是 除 等 价 外 确定 (15.10.7》, 所 以 可 假 
定 = pa 的 ， 于 是 我 们 看 到 ， 除 等 价 外 ，UclK) 到 可 分 
Hilbert 空间 中 的 最 ~- 般 的 表示 w -> T(x) 可 描述 如 下 ; 
考虑 及 于 的 正 测 度 ”与 久 的 普遍 可 测 子 集 的 递减 序列 
(Sica 中 是 有 限 整 数 或 +0, 空间 BE 是 Hilbert 空间 L¿(K, 
Pak P < £ < a) 的 Hilbert 和 ;每 一 个 这 样 的 空间 的 关于 了 都 
是 稳定 的 ,并 且 TCx) 在 LECK psy” 2) 上 的 限制 是 乘 以 立 的 乘法 ， 


a Es 

1) KERAN, F 是 Hilbert 空间 , (z, Ysy EE X E B) MAK) 
的 连续 半 双 线 竹 里 射 ， 而 其 中 MAK) 是 K 上 的 复 测度 所 成 的 manach 空间 . 
试 证 对 每 个 函数 e € eK), EHE E 上 的 叭 一 连续 算 于 TU), 使 对 互 中 任何 
an 有 

CEU) aly) = SOR 
DETU EUA 到 天 中 的 表示 ， 必 须 目 只 须 对 下 中 任何 y jue 
UAK), H Gl) = | dt Pya = Binge r ss = prc; 在 最 后 一 个 关 
系 式 中 ,可 以 用 条 件 we gcCk) ARE HERCK), 

2) 由 问题 :给 出 下 述 事实 的 新 证 归 : CK) 到 Hilbert 空间 E 中 的 
ER TC) 可 以 唯一 地 生 拓 为 We(K) 到 下 中 的 满足 关系 式 〔15.19.4.1) 
的 表示 TC), (AEIR KCK) 中 z, “有 Tw) = TUCO), TAA 
MSAT. PRBEAN NARZ -HER HAAA v HERNGREN 
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Pran = Harin 然后 证 明 这 个 关系 式 对 #《 KeK) 仍然 成 立 .》 

h) WIE, HERAT V E (E) 与 每 个 Ts) 可 交换 (其 中 se ge), 
则 它 也 与 每 个 TYCe) 可 交换 (其 中 v €e) 

°) 设 E 是 可 分 的 ， 试 证 对 于 nt welK)， 每 个 算 子 T(x) 是 某 个 序列 
(TCD) 关于 LCE) 上 的 强 拓 扩 (12.15 问题 9) 的 极限 ,其 由 me BeCK); 考 
BERMO TAADA (15.10.6,C1)) 5 b)). 

3) 使 用 问题 1 中 的 记号 ， 为 使 对 于 = € E 5 s € qe (K) Te) e == 
0, KAERA” 关于 所 有 测度 H 是 可 忽略 的 ， 其 中 7 取 遍 E 的 一 个 全 子 
R. 为 使 四 cK) 到 (E) 的 映射 T) 是 单 射 ，、 必 须 且 只 须 测度 Hes 的 
支 集 的 并 在 天 内 是 秽 密 的 。 

4) 采用 问题 的 记号 ; 假定 是 可 分 的 ， 设 (a) 是 严 内 的 一 个 称 密 序 
列 , 并 令 vua = [Baas 则 存在 天 上 的 正 测度 v, EBRAR (N) 一 0 等 价 
于 关系 "对 任何 六 is E wm) = 0"(13.15,8)。 UK) 中 所 有 关于 + 为 等 
价 的 函数 在 了 下 的 象 都 相同 ; 因而 可 以 把 7 看 作 LoC) 到 eE) 的 一 个 单身 
HA WEN- DAR serh BWA NBOS ON CHEAR s 是 阶 
梯 函 数 的 情形 )， 因 而 了 是 O) 到 它 在 LE) ARERI ERRA. 

5) 设 在 (15.10.8) 的 假定 下 ， 存 在 满足 (15.10.9) 的 条 件 的 两 个 序列 
Gn) (En stk). 

a) WEER 5 2 2A p= 0, MeS bA = 0( 就 是 说 ， 单 演 
表示 不 可 能 有 作为 至 少 两 个 单 演 表 示 的 和 且 满 是 (15.10.9) 的 典 则 分 解 . 
为 此 注意 ， 若 。 是 关于 了 的 全 化 向 县 ,< Æa E E, EERE, WA E 0 
《也 即 若 所 220), 就 有 双 天 9。 证 明 若 对 某 个 ”> 2 有 o #0, 就 会 存在 属于 
ULK) 的 函数 的 序列 C8m) ,使 得 TCgm) "a 趋 于 0 而 TCzm)}， a 趋 于 四 ,并 
征明 这 与 ç 是 以 pi 为 基 的 测度 想 矛 盾 . 

b) 试 证 关系 式 CN) = 0 SAT Ten) 一 0， 出 此 证 明 测度 上 与 上 
等 偷 . 

°) WAR F, 55 F, FHIR E, 55 E, 在 内 的 正 交 补 空间 , 则 互 与 所 具 
有 相同 的 维 数 ( 有 限 成 无 穷 )。 为 此 假定 dim(F,) 为 有 限 -于 是 对 x 之 2, 测度 
凸 由 天 的 一 个 有 限 子 梨 所 支撑 ， 且 当 ?” 充 分 大 时 ， 负 为 零 ， 又 若 羔 是 鼎 
在 其 上 的 限制 ， 则 对 * 之 2, 测度 n, 以 v 为 基 。 韦 此 推断 TCAE) 是 有 限 
维 的 ， 并 且 了 在 Tpu XE) 的 正 交 补 空间 TO 一 gw)CE) 上 的 限制 是 单 演 
的 .利用 2) 推断 ;对 于 "> 2， 测度 u, 集中 在 对 上 ,因而 

T(1 一 pwXE) = T(1 — PuXE:) = T(1 — pu XE, ). 
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又 出 于 b), py 在 上 的 限制 应 等 价 于 钙 * Ki TONE) 55 (ga XE) 
有 相同 的 有 限 的 维 数 ,由 此 即 得 所 需 的 结论 。 

d) {Sh c) 证 明 , 存 在 三 的 天 变换 已， 使 得 U (E) = E, 

e) 用 归纳 法 证 明 , 存 在 F 的 西 变换 序列 (U0,), 使 对 1 XR 所 4, 有 UE 二 
E,, E Usp 35 U, E EKI SASA) 上 相同 。 试 证 这 个 序列 强 收 敛 (13,15 问题 
8) 于 酉 变换 已 * 使 对 一 切 s, AUCE) = 三 。 此 外 * 证 明 对 一 切 n, 都 与 内 
等 价 . 

6) RH 5.10.9) 的 记号 ， 设 了 是 属于 Z(E) RAT, ESRA TUO) 
可 交换 (其 中 «eqeCK)). 

a) 试 证 每 个 于 空间 G, 在 ?了 之 下 是 稳定 的 ， 并 且 了 在 G4 上 的 限制 与 所 
A T pus) 可 交换 - 

b) 除 等 价 外 ,每 个 Ha (15: <4) 都 可 等 同 于 LEa), 并 且 TC) E Hia 
上 的 限制 Tale) SEETI v ORRE M(“)， 其 中 «在 有 界 pa 可 测 
BARAER. Ga 上 的 每 个 连续 算 子 了 可 写成 形 如 


Va Va — Va 
v= Ë Va e "| 
Vu Va °“ Va 
WERE, 2k EBE TERI (EY GSS x = (ai 'E3RtfE—?1 E 
阵 ) 上 :其 中 "5# 是 L) 上 的 连续 算 子 。 在 同样 的 记号 下 , TG) 在 G, 上 的 
限制 可 等 同 于 一 个 对 角 和 矩阵 , 它 的 对 角 线 上 的 所 有 元 都 等 于 M). 
由 此 推 烦 , 为 使 与 所 有 TC4) 在 G, 上 的 限制 都 可 交换 ,必须 是 只 须 
Va = MÇa)s 

其 中 z; ERT UK) 的 函数 。 

c) 推断 王 的 每 个 关于 了 为 稳定 的 于 空间 是 关于 了 为 稳定 的 子 空间 
FC G, 85 Hilbert 和 ,并 且 每 个 F 可 描述 如 下 : B Ma 分 为 下 个 内 可 测 党 
OLSON BAA k EEE e), 其 元 wij 是 属 
于 &e(&) 的 函数 ， 以 Fa 记 作 为 Tpu AXI SIS WTE, A 
Fa 记 Fa 在 Ga EOT ERF 


IMG) Mina) ie MCa) 
[e Mwa) = "= 
(za) Mn) = Mewa) 
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下 的 象 ”于 是 严 是 Fa(ISi 生 妇 的 和 (考虑 投影 算 子 Pr)。 
11. Hilbert 谱 理论 


(15.11.1)》 设 E 是 可 分 Hilbert 空间 ，N 是 5 上 的 正规 连续 算 子 

0541D. E.Z Se(E) H ls, N 与 N* 所 生成 的 (交换 ) 子 

代数 的 闭 包 , 则 已 知 ((15.4.13) 与 (15.4.15)).er 是 可 分 星 代 数 , 并 

EIRA w:x — X(N) E XCar ) 到 SpCN)CC 上 的 同 虾 (SpCN) 是 

六 关于 Z(E) 的 谱 , 即 N 的 如 同 (11.1) 中 所 定义 的 谱 )， 于 是 由 

Tenvqhaax-HaitMapk 定理 (15.4.14) 得 知 , 映射 1 一 多 -fow) 是 

Fe(SpCN)) 到 中 的 忠实 表示 (15.5), 因 而 可 延 拓 为 BcCSpCN)) 

到 上 中 的 忠实 表示 ,我 们 把 这 个 表示 记 作 ->fKN)C15.10.8》, 这 个 

记号 是 合理 的 ,因为 若 fog 是 任意 两 个 属于 UcCSpCN)》 的 水 

数 , 则 在 代数 LZ (EKE 

(15.11.1.1) G + g)XN)2 = ION) + gCN), GENN) = OEN), 
KN) ~ KN))*, 

(15.11.1.2) lsgm(N)=N 

(提醒 一 下 , 1sp《N) 是 Sp(N) HESA g — Z). Teantbann-Hañ- 

Map 定理 还 表明 ,对 SpCN) 上 的 每 个 连续 函数 1, 有 

(15.41.43) KN = PGND) = sug IK821 

. € Sp(N> 

(参阅 (15.11.8.1)). 

此 外 (C15.10.3) 与 (15.10.8)), 存 在 EXE 到 MclSpCN)) 的 
连续 半 双 线性 有 映射 (x,y) — my (这 里 Mc(SpCN)) 是 SpC(N) 上 
的 复 测 风 所 成 的 Banach 空间 ), 便 得 my,: 一 元 。y。 并 且 对 一 切 函 
数 fe BelSpCN)), 有 


OD WD) #1) = [KO CO. 


此 外， 由 《15.11.1.3》 推 出， 对 sp(N) 上 的 一 切 过 续 函 数 f, 有 
LON) <|y)| < lfl: Meli ly, BES E REN x, y, 有 
(15.11.2.1) sy < del yd, 


DEERE 


车 1€ USN) RIER e 在 SpCN) 上 的 限制 ,这 里 
定义 在 C 的 包含 SpCN) 的 一 个 子 集 上 ，、 则 我 们 写 (N) URE 
KN). 

(15.11.3) N 称 为 单 正规 算 子 ， 如 果 c(Sp(N)) 到 EE 中 的 表示 
F> KN) 是 单 演 的 .根据 (15.5.6)， 存 在 互 作为 关于 ,ex 为 稳定 
〈 从 而 关 于 55 .N* 为 稳定 (参阅 问题 3)) 的 闲 子 空间 E, 的 Hilbert 
和 的 分 解 , 使 得 若 N 在 E, LOREN, 是 正规 连续 算 子 ， 则 算 子 
N, 是 单 的 。 于 是 空间 E, 等 同 于 L&CSpCN,), B.) 其 中 心 是 正 
测度 ， 而 N, 等 同 于 乘 以 Le(SP(N,), Fa) 中 的 函数 1c 的 类 的 乘 
法 MnClc)， 若 a 是 表示 1 一 KN,) 的 一 个 全 化 向 量 ， 则 可 有 取 
(15.10.3.3) 

(15.11.3.1) By = Manga 

采用 这 些 记 号 ,我 们 有 
(1511.4) #, 的 支 集 是 整个 SPCN。)。 

ERE o g Suppr), MES E — (e — E) HE Supple) 
上 连续 且 有 界 ， 它 可 以 延 拓 为 SpCN,) 上 的 一 个 有 界 连续 函数 
2《4.5.1); 由 于 在 Supp(#,) 上 ga — tD= 1,501 Le(Sp(N,), 
B.) 上 上 由 乘 以 函数 5 一 < 一 “的 类 的 乘法 所 定义 的 连续 算 子 是 可 
IERI, MIXAR a € Sp(N,) 《因为 这 个 算 子 等 则 于 alr, 一 Na). 


(15.11.5) Sp《N) = U SpCN。) (在 C 内 的 闭 包 ). 


TAR SPN.) ESPON). HF SpCN) 是 闭 的 。 所 以 ， 它 包含 这 
些 Sp(N,) 的 并 的 闲 包 。 男 一 方 而 , 若 “ 不 属于 这 个 闭 包 ， 则 存在 
+ 0, 使 对 任何 4 与 5€ SpCN,), 都 有 1a 一 ¿| Z r; 由 此 推出 
(45.11.1.3) Cele, — N.) | < 1/r ,因而 (15.10.8.1) 得 知 (alz, 一 
Ns) :是 瑟 上 的 一 个 连续 算 于 的 限制 ,这 个 连续 算 子 就 是 clz — N 
的 逆 算 子 ， 

现在 注意 ,对 每 个 函数 fe (SANDA Ns) 一 CONDE，. 
事实 上 ， 当 了 是 喜与 去 的 多 项 式 时 ， 这 是 显然 的 (15.11.1.1); 对 
于 f&€ 名 ce《Sp《(N))， 所 述 论断 可 由 Stone-Woierstrass 定理 (7.3.1) 
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与 (15.11.1.3) 得 到 ;而 对 于 一 般 情形 可 由 《15.11.2) 得 到 。 

我 们 即将 看 到 ,对 NN 的 研究 可 以 归结 为 对 N, 的 研究 。 例 如 守 
求 N 的 特征 向 量 ; 显 然 ,为 使 * 是 NN 的 特征 向量 ,必须 且 只 须 它 在 
每 个 E, 上 的 投影 z, REEF REEN, 关于 某 个 与 > 无关 的 
特征 值 的 特征 向 量 。 于 是 我 们 有 : 
《15.11.6) 为 使 数 ce SPN.) 是 N, 的 特征 值 ， 必须 且 只 须 
MCa = 0; 此 时 对 应 的 特征 向 量 是 属于 E, 在 投影 算 子 
yte}CNs) 下 的 象 的 那些 向 量 ,而 这 个 象 则 是 一 维 子 空间 ，。 

事实 上 ， 对 于 N, 的 特征 值 a, WF E: als, 一 N, 的 核 。 由 很 
定 ， 子 空间 FF 是 闭 的 与 非 零 的 ; LEN 之 下 也 是 稳定 的 ， 因 为 
Ns (Nt. x) = NZ. (N, - x) 二 aN* . x， 因而 FP 关于 由 Ns 与 
N£ 所 生成 的 代数 是 稳定 的 。 若 使 Ns SA TRA LeO), 
Ba) 中 的 le 类 的 乘法 , 则 等 同 于 形 如 LZCSpCNs)sqpu* FIF 
空间 ， 其 中 对 是 使 得 n, M) s= 0 的 普遍 可 测 集 (15.10.6)， 我 们 
来 证 明 测 度 » 一 gw ` #, 的 支 集 是 单 点 集 。 和 否则， 在 SpCN,) 内 就 
会 存在 两 个 没有 公共 点 的 闭 案 B,C , EE BNM) > 0, (Cn 
M) = 0. AA bps) GAH, Epen (t) 就 (关于 >) 几乎 处 
EF apra GE apel MEZ EB NMC NM 
内 几乎 处 处 有 “ — ,而 这 是 不 可 能 的 ,因为 BNC ~ 多 .于 是 我 
位 可 以 限于 M = {8} 的 情形 ; 而 显然 此 时 LECSpCNs)， Px Pa) 
是 一 维 的 ,并且 N, 在 这 个 空间 上 的 限制 是 比例 为 如 的 相似 变 痪 . 

若 xeSp(N7 是 六 的 特征 值 , 则 使 得 “ 是 Ns 的 特征 值 的 整数 
n 所 或 的 集 本 是 非 空 的 ， 若 D, 是 E, 内 由 N, 的 对 应 于 特征 值 < 
的 特征 向 量 所 生成 的 一 维 子 空间 ， 则 NN 的 对 应 于 4 的 特征 子 空间 
Ela;NX11.1) 是 一 维 子 空间 D(a E 站 的 Hilbert 和 。 若 了 为 有 
限 集 , HU J 的 元 素 的 个 数 (BCa; N) 的 维 数 ) 称 为 的 重 数 ; 若 了 
EESE, MiKo 是 无 穷 重 数 的 .易于 验证 这 个 重 数 的 概念 与 
《15.10.9) 中 引进 的 表示 的 重 数 的 概念 是 一 致 的 。 由 前 面 的 叙述 也 
推出 ,着 a, 8 是 NN 的 两 个 不 同 的 特征 值 , 则 特征 子 空间 ECN) 
E(8; N) EZ, 
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(15.117) 为 使 VN 是 自 伴 (相应 地 , 丁 ) 的 , 必须 上 且 只 须 SpCN)CCR 
(相应 地 , Sp(N)C U). Æ HEA tent WJ 
(05.11.71) inf (SpCH)) ~ if ÇH + zle), 


sup (Sp(H)) = ap {Ho rle) 
《15.11.7.2) IHI = sup (CHB. z|z)1. 


LEIGES 
对 于 第 一 个 论断 ， 我 们 已 经 证 明 过 所 述 条 件 是 必要 的 
(15.4.12)。 为 证 明 它 是 充分 的 ,《 根 据 (15.11.5)) 只 须 证 明 它 关 于 
N, 成 立 ;而 这 是 简单 的 ， 因 为 当 N, GATRA LECC) Aa) 
中 lc 类 的 乘法 时 , N 等 同 于 乘 以 函数 一 5 的 类 的 乘法 。 为 证 
明 (15.11.7.1), 具 须 证明 , 为 使 自 伴 算 子 五 满足 ， 对 一 切 ze E, 有 
(H : z|z) 2 0《 在 这 种 情形 ,我 们 称 万 是 正 自 伴 算 子 并 记 作 太 之 
AMERA spGDCR,, 考虑 到 5115) 与 关系 式 


(15.11.7.3) GH. rje) = D, CHa + zalo) 


(这 黑 的 记号 类 似 于 (15.11.3) 中 的 记号 ), 可 以 归结 为 对 单 自 伴 算 
TH, 证明 这 一 论断 ， 如 果 使 H, SAFRA Lep), Ks) 中 
lc 类 的 乘法 , 则 问题 归结 为 证 明 , 对 2zc(Sp(H,)) 中 的 一 切 非 负 
函数 了 有 COOH] 成 立 的 必要 充分 条 件 是 SpCH,)CR;. 
现在 ,着 M 是 Sp(H,) 5 R, 的 余 集 ] 一 co, 0[ 的 交 , 则 关系 M = Ø 
蕴涵 CM) > 0C15.11.4). 因 为 ] 一 0,0[ 是 区 间 ] 一 0 ,一 (1/m)] 
的 并 ,所 以 存在 m > 0, 使 得 

MB (M ] 一 oo: 一 (lo 一 a>0. 


由 此 推测 | CoE) < 一 (cjm) < 0, SEDE. BB, 


关系 式 (15.11.7.2》 由 《15.11.7.1) 与 (15.4.14.1) 推出 , 因为 吾 的 谱 
半径 等 于 |inf(Sp(B))| , |sup(SpC(H2)1 中 最 大 的 数 . 

(15.11.8) (i) 对 每 个 函数 je 2zZc(Sp(N)), fCN) 的 谱 包 含 在 
ICSP(N2) (C 中 的 闭 包 ) 内 , 且 有 
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(15.11.8.1) {Dl S sp OL 


对 NN 的 每 个 特征 什 o, Ka) 是 JO) 的 特征 信 且 特征 子 空间 E (e; 
N) 包含 在 Ee): KND 内 。 

若是 连续 的 , 则 SPON) 一 KSpCN》). 

Gi) 更 精确 地 说 (采用 (15.11.3) 中 的 记号 )， 对 于 函数 jE 
acCSPCN。))，fCN,) 的 谱 由 使 得 Ss'iaf ,18 一 5 一 0 RA 


CESP 


于 测度 z.) 89392 0 € C 所 组 成 、 


Gü) 车 fe CSND RA g 3 Op) 到 人 的 连续 中 
射 , 则 OOND) 一 (go 门 (N). 

Gv) ERF Blc(SpPN)) 的 函数 的 序列 (fi) 一 致 有 界 且 简 单 
KRF f IREA tE ,序列 (fxCN) : z) Æ E RIF O) ， 

先 证 明 (i)， 我 们 已 经 看 到 , KKN,) 等 同 于 乘 以 L&CSpCN。)， 
Ha) 中 的 函数 f 的 类 的 乘法 ; 于 是 PEPON, D 意味 着 存在 数 
a > 0 使 对 一 切 函数 we LECON) P) A 

NACE — Da) 2 o + NKu) 

G51), A esit 18 一 KK5)| > 0, 则 根据 平均 不 等 式 (13.12.2)， 


可 取 。 等 于 这 个 数 , 从 而 8 和 SpCKCN。)). 反 之 , 若 ess.inf |8—JCG)| 


EESPN p) 

一 0， 则 对 每 个 > 0, 使 得 18 — KE < 的 5e SpCN。) 所 成 
的 集 M 不 是 Ha 可 忽略 的 ， 并 有 NKE 一 Dou) < ENL Pw), 从 而 
B€ SpCKNs)). 

H Gi) 得 到 SpGCN,))CKSpCN,))、 若 f 还 是 连续 的 ， 则 
KSp(N,)) 是 紧 的 (3.17.9), 且 对 每 个 8 一 /a)( 其 中 oa€ SN)» 
«的 每 个 紧邻 域 对 于 m 而 言 都 具有 大 于 零 的 测度 (15.11.4), 因 而 
Ksp(N,2) = sp(KN,)), 为 证 明 一 般 地 有 SONDERN D 
且 当 了 连续 时 有 SpCJCN)) 一 SpCN)), 只 须 利用 《15.11.5) 与 当 
连续 时 从 SpCN)) 为 紧 集 这 一 事实 。 最 后 关于 特征 值 的 论断 居 
显然 的 ,仍然 把 它 归结 到 单 算 子 的 情形 并 利用 (15.11.5)。 
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CLD GE), YEE 8 gof iÈ Sp(N) F C 89 38 38 wJ 8 H 

03.9.6), SA 

2(AN)) = Cei XN) 

从 GG) = ECP, 2 是 非 负 整数 ) 情形 下 的 (15.11.1) 得 到 ， 现 
在 ,对 每 个 & > 0， 存 在 6 与 5 的 多 项 式 h， EE KOADES 
eA < a(7.3.2), 由 于 在 SN) 上 eGD 
< s, RE (15.11.8.1) HR lgG(N2) 一 KN < e 与 (gof) 
(N) DNI < RA e EER PTE) H 80489 Br 85 nts 
i£. 

最 后 ,为 证 明 Gv). B 81838 (15.11.81) ERE AA 

EARO AERAR, 对 E 的 一 个 全 子 集 中 的 每 个 点 x。 序列 
GKN) > z) eek (C12.15.7.1) 与 (7.5.5)). 采用 (15.11.3) 中 的 记 
号 ,可 以 限于 对 每 个 N, 证 明 所 述 论断 ,而 由 于 CN.) AFRA 
大 在 Sp(N,) 上 的 限制 的 类 ( 它 属于 空间 Le(Sp(N,), Au) R 
法 , 故 所 需 的 结论 可 由 《13.11.4,(iii)) 推出 。 
《15.11.9) 对 下 SyCN) 的 每 个 普遍 可 测 子 集 M， 设 ECM) 是 EE 
在 正 交 投 影 算 子 Pron 一 pN) 下 的 象 , 它 是 互 的 闭 子 空间 ,并且 
在 N 与 N* 下 是 稳定 的 (15.10.6); 于 是 N 在 ECM》 上 的 限制 的 谱 
包含 在 CC 中 的 财 包 ) 内 . 

对 每 个 4 设 E.C M) 是 E, 在 正 交 投影 算 子 paN) FIR. 
显然 EM) EX E, (M) 的 Hilbert 和 ,因而 (15.11.5) 可 以 限 
于 对 每 个 N, 证 明 所 述 的 命题 .车 cg M. , 则 存在 在 Sp(N。) 上 连续 
的 函数 8, 使 在 SN) 上 有 Xa — bpunt) = pAEX4.5.1), 
所 此 推出 ,车 Ns 是 Ns 在 ECM) ERRE, W also 一 Ns。 具有 
逆 算 子 , 它 就 等 于 (N.E ECM) 上 的 限制 . 

(15.11.10) 附注 。 注 意 ,在 (15.11.8) 中 证 明 Cii) 时 的 推理 表明 : 
对 C 上 的 每 个 具有 紧 支 集 KK 的 正 测度 z, RA LER PRE le 
类 的 琵 法 址 一 个 正规 连续 算 子 N， 满 足 SpCN) = KCC15.11.3) 的 
逆 命 是 )， 

《15.11.11) 设 1 壕 的 闭 于 集 MM 到 人 的 包含 5p(N) KAFEN 
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上 的 同 胚 , 则 在 上 存在 唯一 的 正规 连续 算 子 Y ， 使 得 它 的 谱 包 
含 在 到 内 且 满足 
IN) = N. 

事实 上 , Ü 4 R N 2] M k 80 EA 是 1 的 逆 , 则 根据 
(45.11.8, GD), 应 有 N' = GN”) = AWN RZ EF AN) i 
谱 是 入 SpCN))CM， 所 以 fC4CN)) = N. MARERE. 

特别 有 : 

(15.1112) 对 每 个 正 自 伴 算 子 已 , 存在 唯一 的 正 自 伴 算 子 ,使 
BH’ =H. 

只 须 应 用 (15.11.11), 使 其 中 M = N — RaO = t. 

我 们 把 (15.1142) 中 所 定义 的 唯一 约 正 自 伴 算 子 8 记 作 3， 
(15.11.13) 例 . 设 E 是 Hitbert 空间 CR;1) ,其 中 4 是 Lebesgue 
ME. BAO — e E 4 可 积 的 , 卷 积 8 — f* g 通过 等 价 类 定 
义 了 互 上 的 一 个 连续 算 子 HC14.10.6)， 其 范 数 为 NQ) 一 2， 易 
证 (如 辣 (11.6.1))8 是 家 伴 的 .可 以 直接 证 明 ( 语 题 四 RR 的 区 间 T0， 
2] 等 于 S); 这 也 可 从 调和 分 析 〔 第 二 十 二 章 》 的 一 般 定 理 得 
到 . 

注意 对 每 个 a€ R, MA gC) = e ERED S E ga 有 定义 
ESF 2g,/ + d) 然而 不 能 说 g EHR HERR”, AXE 
不 属于 A R, 4)。 我 们 将 在 第 二 十 三 章 中 得 到 这 种 现象 的 推广 
与 解释 . 

(15.11.14) 其 谱 不 合 有 不 等 于 0 的 非 弧 立 点 的 正规 算 子 的 情形 ， 
在 这 种 情形 ( 即 紧 正规 算 子 的 情形 (11.4.1)), 设 C4) 是 SpCN) 中 蜡 
于 0 的 点 的 (有 限 或 无 穷 ) 序 列 ;这 些 4, 痢 是 太 的 特征 信 (15.11.6)、 
对 应 1, 的 特征 子 空间 EGS N) 正 是 (15.11.9) 中 所 定义 的 空间 
ED, 而且 这 些 闭 于 空间 是 两 两 正 交 的 。 此 外 还 有 E= 
Ker(N), N 在 这 个 子 空间 上 的 限制 的 谱 仅 由 0 构成 15.11.9), 最 
后 , E$ EID 与 所 有 EC{4,}) 的 Hilbert 和 .事实 上 ,只 须 把 
G15.11.8,Gv)) 应 用 于 函数 序列 (jf,), KEHF t = 2, k < nA 
FG) 一 1, 而 对 于 二 一 agr K > n, B aE) = 0.3 B J 00) = 1; 
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特别 ， 这 证 明了 每 个 <€ E 是 它 在 ED 上 的 投影 与 它 在 
EC C<n) 上 的 投影 的 和 的 极限 , 申 此 即 得 我 们 的 论断 《6.47。 

特别 , 若 互 是 有 限 维 的 , 则 互 上 的 正规 算 子 可 以 定义 为 这 样 的 
算 子 , 它 对 于 一 个 适当 的 正规 正 交 基 的 矩阵 是 对 角 延 阵 . 


问 E 


Y) 试 证 ,为 使 Hilbert 空间 E 上 的 连续 算 子 N 是 正规 的 , 必须 目 只 须 对 
一 切 LEE, H IN 吉 = D + zl, 

2) UEN RE Hiber 空间 5 上 的 正规 连续 算 于 .。 

a) 对 每 个 *E E。， 考 虑 这 样 的 开 集 刃 CC， 使 得 存在 色 到 己 的 连续 映射 
dw, WWE: AEW AIS N) ,fw 和 ) = x. 试 证 存在 具有 这 样 
性 质 的 最 大 开 集 Q(x), 并 且 所 有 函数 jw 是 Ca) 到 E 的 唯一 的 一 个 在 a) 
内 为 解析 的 映射 的 限制 。〔 借 助 《15.5.6) 归结 为 正规 算 子 入 是 单 算 于 的 
情形 ， 在 这 种 情形 ,EF 等同 于 L&C(SpCN), n), = 等 同 末 某 个 函数 ?的 类 , 而 
Ae) ERAR A ETE) 属于 LCN), p) HAEC 新 成 的 集 
WAR.) 

b) QOC) = SCN) 一 Ae), WUER Sp(N) 的 每 个 团子 集 M， 空间 
ECM) — puCN)CE) 是 使 得 OCEM 的 * EE 的 集 (还 是 归结 为 单 正规 算 子 
的 铺 形 ). 

O 试 证 与 YX 可 交换 的 连续 算 于 VE (E) 也 与 所 有 算 子 N) 可 交换 ， 
É E. g € #za(Sp(N)); 特别 V 也 与 N* 可 交换 (Fuglede 定理 ) 《考虑 3) 中 
定义 的 函 教 f 与 函数 A—V A), 先 证 明 对 一 切 * EE, 有 QCV + DC), 
利用 b) 推 荐 ,对 互 的 每 个 团子 集 M, V 与 投影 算 子 Paun = pwCN) 可 交换 ， 
由 此 推出 7 与 所 有 算 子 s《N) 可 交换 ,这 里 z 在 Sp(N) 上 连续 .) 

d) Ei c) 推断 ， 若 N. 与 N, 是 两 个 可 交换 的 正规 算 子 ， 则 N,N, 是 正规 
的 。 

3) GENRE Uje] = 1 上 的 规范 化 Haar 测度 (A(O) 一 《1/2r)d8)。 
E= (u) WAT M,C) = U 是 E 上 的 酉 算 子 。 卫 的 每 个 关于 z 为 稳定 
的 闭 子 空间 或 者 具有 eu(U)(E) 的 形式 , 其 中 MU 具有 小 下 1 的 测度 ， 或 
者 具有 3e MOD 的 形式 ， 其 中 lal = 工 (45.3 问题 15) (Bearling 定理 ). 
由 此 推断 ,存在 E 的 闵 子 空间 F, 它 在 下 稳定 但 在 0* =U 下 不 稳定 ,并 
且 使 得 正 交 投影 算 子 Pr 与 0 不 可 交换 (比较 (15.5,3))。 
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+) 不 用 Riez 定理 (11.4) 证 明 , 除 点 0 外 , EMRS PANAMY 
点 ( 归结 为 单 正规 算 于 的 情形 )。 

5) 试 证 (15.11.13) 中 考虑 的 自 伴 算 子 的 谱 是 R 的 区 间 [o, 2]. GE 
E |8||<2; 为 证 明 AS DERS = € E A (HR ujea, HAABD 
# G) = fi esde ARETHREAA. MENENÉ 2/1 + =" tB 


属于 的 谱 ,用 函数 mge 过 和 近 ge 其 中 s; € ° 且 是 非 负 的 ， JF| (we) 85 88 
且 趋 于 1.) 

6) 设 E 是 可 分 Hilbert 空间 ,了 是 E 上 的 连续 算 子 。R 与 工 是 正 Hermite 
算 子 ,它们 分 别 是 7*7 与 77* 的 平方 根 (15.11.12); 记 一 abs (T) REH 
7 了 的 “绝对 值 ”; 我 们 有 工 = abs(T*). 

a) 试 证 Ker(T) = Ker(R), IE) = T(E), PE RCE) F) TCE) LB mE 
IŞ V, 使 得 T — VR， 如 果 把 V ERIRE RB) 上 ,然后 通过 在 RCE) 
的 正 交 补 空间 上 令 0C*) 一 0 Ev ERAF U ELE), WA TUR 
(T 的 极 分 解 )、 还 有 R= U*T = U*UR = RU*U 与 工 一 URU*, T = Lp*. 

b) E TÆTTE, VARRAR = abs(T) 55 L = abs(T*) WEE 
SERRER ELEN, B g 与 工 的 谱 ;为 证 明 它 是 充分 的 ， 利 用 闭 
图 象 定理 .) 

°) 为 使 NW 是 正规 的 ， 必须 且 只 贷 abs(NW) = abs (N*); 此 时 存在 西 算 子 
W, 使 得 N = W - abs(N). 


7) 可 分 Hilben 空间 上 的 紧 算 子 了 称 为 核子 算 于 ,如 果 羡 < Too, 


azi 


这 里 记 (4,) 为 abs(T) 的 特征 值 的 完全 序列 (11.5 问题 8). 

a) 利用 极 分 解 (问题 6) 证明， 两 个 Hilbert-schmwidt HF S, S: 的 积 是 
核子 的 ;反之 , 若 了 是 核子 的 , 则 abs(7)w* 是 自 伴 Hilbert-schmidt 算 子 ,并 且 
了 是 两 个 Hilbert-Schmidt 算 子 的 积 。 因而 7* 也 是 核子 的 。 于 是 对 5 上 的 
每 个 连续 算 于 A, AT 与 74 也 是 核 了 的 . 

b) 设 4 与 8 是 两 个 Hilbert-schmidt 算 子 , (ee) 是 E 的 一 个 Hilbezt $, 
MER D (AB. eale) 5 之 (BAe ec) 绝对 收敛 并 且 两 者 相等 〔 写 


B + aa = 人 (8.1em)ew); 因 而 对 每 个 西 算 于 上 0 与 每 个 核子 算 子 了 有 
> (ETU + 6, |e,) = > (Ea exl on), 
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由 此 推断 ,对 于 核子 算 子 7 了, 和 DI C: ale) RRT ASIB Hiber 基 
CG): 这 个 数 称 为 了 的 各, 记 作 TCT), i 4, 5 是 两 个 Hitbeet-Sehmidt 算 子 ， 
W) Tr( 48) = Te( BA) = (A| B*), 

O 若 了 是 核子 的 ; 试 证 

TACE) = sup (下 
其 中 上 确 界 是 对 (z), (3.) BOB E 89 Hilbert 基 所 成 的 集 取 的 《利用 了 约 极 
DELEIER ||, = TCT), ME 上 的 核子 算 子 所 成 的 策 2 (E) 
是 向 量 空间 ,而 ||, 是 A 上 的 一 个 范 数 :满足 <N]. 

D 试 正 ,着 (7,) 是 上 的 核子 (相应 地 ，Hilberesehmidt) WFS È 
Bike (12.15 问题 9) 于 算 子 了 并 且 范 数 序 列 (Ir, GARAT.) 是 
有 界 的 , 则 了 是 核子 算 子 (相应 好，Hitbertschmitt F). 

°) 试 王 空间 (E) 关于 范 数 [JT], 是 Banach 空间。 

D 设 GQ) 是 核子 算 于 了 的 特征 值 序列 , 其 中 每 个 特征 值 披 照 它 的 代数 


重 数 (11.4.1) 写 出 , 试 证 X JA <i. IEDER, r 个 空间 


NOTA SP) 的 和 ,其 中 hs o, Ho 是 序列 《入 ) 中 前 面 ” 个 互 不 相同 的 特 
征 植 ; 取 V 的 一 个 正规 正 交 基 , 使 得 Tiv 对 于 这 个 基 的 矩阵 是 三 角形 的 ,并 利 
H co 由 此 推断 若 了 是 Hilbert-schmidt EF, (和 ,) 是 了 的 特征 值 序 死 ， 其 


中 每 个 特征 值 都 按照 它 的 代数 重 数 写 出 ， 则 21 12.2 < ri, 


D 试 证 ,着 连续 算 子 Te (ED 满足， 对 的 每 对 Hilben 基 (ew),()， 
级 数 D C: sl), ir Sikpi CS T = r0* (JE a)), 并 适当 
选择 (oo) 与 Go), UERJ Ps 是 Hilherrschmidt 算 子 .》 

D 3948384837 TELE) 是 核子 的 ,必须 且 只 须 至 消 对 的 一 个 Bi- 
ber Æe), 级 数 DLT + sl k k. CS T = UR (问题 6))， 注意 


(Re jeie e all; 这 吉明 所 人 条件 是 充分 的 ， 反 之 , 取 由 的 特征 向 量 
组 成 的 基 作 为 (<=-)、) 


D 在 空间 E = LL 内 ， 设 (6) 是 典 则 Hilbert $, a= 2) 9); E 
F 是 一 维 子 空间 C ，z, 出 投影 算 子 Pr 是 核子 算 子 ,然而 级 数 27 Pr: <l 
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8) 试 证 ， 对 可 分 Hilber. 空间 所 上 的 每 个 正规 算 子 ， 存 在 正规 算 子 
N, ERN? 一 N; 给 出 存在 无 穷 多 个 这 样 钓 算 子 的 例子 . 

3)》 设 工 是 可 分 Hilbert 空间 E 上 的 连续 算 子 . 

a) 为 使 了 是 代数 LE) 中 的 左 拓 扑 零 因子 (15.2 问题 3)， 必 须 且 只 顷 
存在 正中 的 序列 G), 使 对 一 切 * 有 | 中 一 1, 并 且 〈7 zx) po. Wk 
5EC 使 得 7 一 4- E LE) ROA EAT, 这 些 Š 形成 所 谓 通 近 点 说 
Spa(7); 于 是 $$Spa(T) 意味 着 了 一 5 7 是 单 射 并 且 是 E 到 5 的 一 个 闭 于 
ZALKA. RUE S(T) ÆC 内 是 闭 的 ， 并 且 形 成 Sp(T) 的 边界 .。 设 ? 
是 多 项 式 ,证 明 spaCPCT7) = P(Spa(T)). 

b) 设 TE (8); 对 于 每 个 46 C, L m(T, à) YU Ker(T* 一 2 站 的 维 
数 (整数 或 + co )， 它 也 等 于 《7 — DCE) HRR. TELE), WEC 
不 属于 spa(To)， 试 证 存在 数 e> 0， 使 得 如 果 r 一 T,|<e B 人 2 一 A| <s, 
则 有 (T, 2) = m(T,, 42, 

c) F bDEN A KEC 的 紧 子 集 , 它 与 Spa(Te) 不 相交 ， 则 存在 8>0, 使 
BAEK HRE T — Telje R TELE), # m(T,2) = m(Te,2D. 

d) ETELE), Kj SCT) 一 Spa(T) WETER RATA tE IR. 
1°0 € K; 2°K 在 映射 6 FER K 是 连通 的 ;3" 对 一 切 AEK 有 m(T, 
A) = 1。 在 这 些 条件 下 , PERF T € Z(E), 满足 7* = 7，《〈 在 相反 的 
假定 下 , k L. = K' AST), MWA LESC) — sar) B Lu (—!1) = K. 
证 明 若 ELK, Wr —A € L, 因而 

Ln(—t) = $, 

这 是 矛盾 的 。 注 意 若 EL MIET HRES, LaO, = 1. pEr 
E ETETE, WEE *> 0， 使 得 每 个 满足 IT 一 7jj<s RWAF T E 
LE) 是 可 逆 的 ,然而 不 在 在 算 子 7'€ 8(P)， ERT? = T, CHU D). 

10) i o ECHARATE HEHE o 内 解析 且 满 足 

fh |C +iy)| drdy < + co 

的 函数 组 成 的 Hiber 空间 (9.13 的 问题 ). 设 了 是 这 样 的 算 子 , 它 使 每 个 省 
We H 对 应 于 函数 tE) RESENA 9 与 等 个 使 得 (A) 一 4 的 
m z€ HH， 存在 唯一 的 岁数 1€H， 使 得 《7 一 MD). 一 s; kih AAA 
1s 一 天 <3 包 含 在 0 内 ， 则 jela 由 此 推断 SP《7) 是 0 在 
内 的 闲 包 5, B. 5 包含 在 Sp(T) 一 Spa(T) IÑ. 

从 这 些 结果 推断 , 若 取 o AHER? < |a] <r trh r,>0, MAF TE 
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可 逆 的 并 且 在 L) 中 不 具有 "平方 根 江 参阅 问题 9)。 
11) 设 E 是 可 分 Dilber 空间 , KÆ C NETR, s rjus 是 
Ex E S| Ma(K) 的 一 个 连续 半 双 线性 映射 ;这 里 Mc(K) 是 K 上 的 揽 测度 组 成 


HB BEI) 一 | daal), Fns = tya BIHE = € E NIE mx B 
是 正 的 、 设 了 是 了 上 的 连续 算 子 ,使 对 互 中 的 z, y, 有 

(Ca = | sa 
对 每 个 函数 1 ge(*), DL CT) 记 由 CT) + a1) = S Eime, y € 


E) 所 定义 的 算 于 《15.10 问题 1), 则 OA LCE) 的 揣 射 y—/(T) ERE 
的 ,并 且 满 足 7* 一 C(7)， 其 中 55) 一 56, 但 这 个 映射 一 般 不 是 代数 同 态 . 试 
证 存在 可 分 Hilbert 空间 H GEESKA Hilbert 空间 Ff 的 Hilbert 和 , 且 
存在 qe (K) 到 se(H) 中 的 表示 VG), 使 得 若 P 了 是 吾 在 上 的 正 交 投影 、 
WA CT) = PFCPD1E.《 应 用 15.9 问题 6, 取 7 为 K 内 普遍 可 测 集 的 特征 Es 
数 pa (€ 向 ) 的 有 限 积 组 成 的 集 ,选取 这 些 防 数 使 得 它们 在 每 个 空间 + (K, 
Ma) 内 形成 一 个 全 子 集 ， 其 中 G) 是 内 的 处 处 稠密 序列 , 》(《Haiimapx 
定理 .) 

12) 设 E 是 可 分 Hilbert 空间 。 

设 吾 是 世上 的 自 伴 算 子 ， 满 足 0<Hg1s， 试 证 艳 在 作为 E 与 F 的 
Hilbert 和 的 可 分 Hilbert 空间 6 与 6 上 的 正 交 投影 算 子 乡 , 使 得 若 P 是 G 到 
上 的 正 交 投影 ， 则 有 五 = PoE (HE 中 的 *， y, 定义 mes 为 丽 个 点 的 
集 {0, 1} 所 支撑 的 测度 ,是 使 得 wxof{0 门 一 ((12 一 H) z|y),m H= 
= (H. aiy) HARARE.) 

13) 设 E 是 可 分 Hilben ZR, (H) 是 具有 下 述 性 质 的 自 伴 算 子 序列 ; 
存在 中 的 区 间 [一 M]， 使 得 对 于 每 个 满足 下 述 条 件 的 实 系数 多 项 式 
P(X) = a + aX + 4 aX, 当 —M<5<M 时 有 PE>0, WA alt 
aH, + = + or 有 六 0( 就 中 也 可 推出 ， 对 一 胡 2 有 一 对， SHSM + L) YÑ 
证 存在 作为 E 与 的 Hilbert 和 的 可 分 Hilbert 空间 G 与 6 上 的 自 伴 算 子 
万 ,使 得 着 ?是 6 到 E 上 的 正 交 投影 算 子 ， 则 对 一 切 正 整 数 *,， 有 H= 
fH"|E。 《利用 13.20 问题 5 证 明 , 对 的 每 个 元 侦 (z, >), Æ MM] EFE 
在 实测 度 m 使 对 一 切 x 之 1, 有 

Gn.) = |Z, Gl) = j. ) 
Hi eiee 
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HISH., Hiap S IE, E... 

14)》 设 E 是 可 分 Hilbsre 空间 ,了 是 E 上 满足 rS DERN f UE 
在 作为 E 与 的 Hilbert 和 的 可 分 Hilbert 空间 与 8 上 的 西 算 子 0 使 得 
车? 是 日 在 E 上 的 正 交 投影 , 则 有 7" 一 PU"|E，( 利 用 15.5 间 题 6, 为 此 取 
T = Z, 且 取 对 称 变换 "一 一 * 为 工 上 的 对 合 ， 而 了 到 万 中 的 表示 满足 ， 对 
n20, HUC) = 7*， 往 意 对 yE 5 与 满足 15| <1 的 一 切 复数 5, 都 有 
(*) ACCE + ET)» y|G — ET)» y)>0, 
并 注意 每 个 *EB 可 写 为 《7 一 5T) y, Rhy 是 E 的 -个 元 ， 特 别 对 每 个 

如 


线性 组 合 * = Z xe “也 是 如 此 ,这 里 除 有 限 个 指标 外 zaE 瑟 都 等 于 零 ， 


而 6 = re'*,r>0。 于 是 异 助 (* ) 的 左边 展开 > (t>əlU (n —m)*s|#e) #& 
后 令 + 趋 于 1.) i 

HER $ D or 是 在 1 本 1 Fttshkkasipik, EPC) 
È ar, MAR KOSI GIB AOS 在 [<1 LRA E 


上 TDs1 (相应 地 ,wx(7) + #(T)*=0) (注意 x(7) = Pu(U)|E), 

15) ÆN ETA Hilbert 空间 E CHEME KAF, KECER 
sp(N) RFR WA E ckK) 到 E 中 的 ( 非 忠实 的 ) 塌 示 0N); 测度 mr 
可 以 看 作 K 上 满 是 (15.11.2) 与 (15.11.2.1) 的 测度 。 特别 若是 上 的 
BIMF, I iE) Æ CU) 到 E 中 的 一 个 表示 , 设 《cr)wer 是 E 的 Hilbert 
基 , 它 以 有 理 整 数 集 Z 为 指标 集 , 且 设 是 E 上 的 西 算 子 ,使 对 一 急 *EZ 有 
U + ep = en RME). 试 证 FU) B E ROAR IU) ERR 
s ERRENTE, HEEG p = mass 则 上 是 0 上 的 规范 化 Haar 测度 (参阅 
《7 .4.2)); 机 此 推断 SU) 是 整个 单位 圆周 U; 再 给 出 这 个 事实 的 一 个 直接 
证 明 . 

给 出 E 的 闭 向 量 于 空间 的 例子 ,使 它 关 于 是 稳定 的 ,但 关于 D0* 一 U7 
却 不 是 稳定 的 

16) 设 X 是 局 部 紧 空 间 , PEX 上 的 有 界 正 测度 ,其 总 质量 为 1 ，* 是 xX 
到 自身 的 可 测 映射 ,使 得 上 在 “ 下 不 变 (13.9 问题 24); BUE LX, p) 
上 的 西 算 子 ,使 得 0 F = (ea) 03.11, 10). 

a) 称 “关于 上 为 混合 映射 (相应 地 , 弱 混 合 映 射 ), 如 果 对 的 每 对 上 可 
测 子 集 4, B, 有 


56。 


lin (pA NB) = AE) 
《相应 地 ， ; 
st. S$ Get) na) — pO = 0). 
# St 3233882; SAARHARHOS. 9 问题 1342). 
b) 试 证 ,为 使 * 是 混合 (相应 地 , 羽 混合 ) 的 , 必须 且 只 人 须 对 属于 L (>. 
P) ERRAR, z, 有 
üm or Fo D = GIDD 
CERE, 
imd $ e AD- GIDGIDI = 9. 


一 个 等 价 的 必要 充分 条 件 是 ,对 每 个 使 得 GL) = 0( 即 | jde — 0308 
BIER 内 ,有 
tmur. D = 0 
(相应 地 ， 
m L SIG. pis = 9. 


《用 f +z RE 另 一 方面 ， 利 用 Cauchy-Schwarz RER, 注意 若 序 列 
G) 满足 
limt x Jaj? = o, 


raan G 


Mt r 


I S 
lm 2 lal = 0.) 
Tn ke 

o) 为 使 # 关 于 上 是 遍历 的 ,必须 县 内 须 1 是 的 重 数 为 1 的 特征 值 . 此 
时 避 的 特征 信 的 重 数 都 等 于 L 并 且 形 成 绝对 值 为 ! 的 复数 群 局 的 子 群 ; 对 
口 的 每 个 特征 向 量 了 E LS(X; u), 函数 |/| 几乎 处 处 是 常数 注意 车? 二 
HUE — Ag, WU + (E/N = GIN) 

d) 试 焉 下 列 陈述 是 等 价 的 ; 

zj) “对 于 中 是 弱 混 合 的 。 
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P) xxXx 是 XxX 到 自身 的 关于 测度 O. HAA. 

7) 如 只 有 一 个 特征 什 1， 

《为 证 明 e) H 6), Æ XXX 内 考虑 形 如 MXN BJ, Rh M S N Jë x 
的 上 可 测 于 集 。 为 证 明 8) 2808 r), 注意 若 ?是 十 的 特征 向 量 , 则 (Q E: 
对 应 于 “xx 的 西 算 子 的 特征 向 基 ， 这 个 特征 向 盟 对 应 于 特征 值 AEA 
D 蕴涵， 利用 b 的 最 后 一 个 准则 ; # CHI 一 0， 引进 测度 
《15.11.1)* 并 注意 己 上 的 这 个 测度 是 扩 数 的 《15.11.6)， 于 是 问题 旷 结 为 证 
BB 


= mp, 


im L 2 j. EEY 


=9, 


招 这 个 关系 式 写成 : 
ñm ff í: > t] Ge =, 


HERU XU 的 对 角 线 关于 测度 Q 是 可 忽略 的 .) 

e) 采用 13.9 问题 13c) 的 记号 , 试 证 若 6 REER MU AASR 
= RRRA DORER ER ART U R. 

O BEZH LA, p) 是 空间 C (RRR) SE ZTR (Eea 的 
Biber 和 ;其 中 H, 具有 Hilbert 基 Gaye, BEID nE Z, 有 Uo enj 
ans SARA) MRH ERAN. E C, py p) 是 Bernoulli RE 
ae(4, 3) (13.21 问题 18), 则 * 是 混合 的 .( 若 对 n € Z,h EIT HRR 
数 ,使 得 当 nG) = 0 P AO) — — 1 $ Paa) 一 1 时 , PGD 一 1， 则 有 
BRR /nj …- 加 (其 中 所 有 指标 各 不 相同 的 类 与 1 的 类 形成 LLC, 加 的 
Hilbert 基 .》 同 样 证 明 。 若 X EIRE T, PEx LAIS Haar Wg, A 
MAÇ), aY) = G + y), nG + 2977)， 其 中 a; R—T EAR, H a 
RRAN. 

8) 假定 关于 上 是 道 历 的 , 因而 ( 模 据 <)》 上 的 特征 值 形成 的 一 个 至 
多 可 数 的 子 洋 G， 而 对 应 于 特征 值 a€ G 的 特征 空间 是 LLOC, u) 内 的 一 条 
直线 D(a); 假定 LEC, H) 是 Dla) (基于 a € G) 的 Bilber 和, 试 证 存在 
MRTA f, E DC) 的 一 个 族 , 使 得 在 Y 上 几乎 处 处 有 |j] 一 1, 并 且 对 必 
的 每 对 点 2. 8 - 儿 乎 处 处 有 far = fafa. G k. E D. 满足 : 对 一 切 wE G, JL 
平 处 处 有 A] = 1。 对 6 的 每 对 点 <y 8, 几乎 处 不 可 写 加 s = r(a, Ska, 
uh (a, P) ED 是 一 个 常数 . 记 4 为 0X 的 这 样 的 子 群 , 它 由 名 (其 中 E60) 
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与 X 上 取 值 于 忌 的 常 值 函数 组 成 的 群 ( 它 等 同 于 U) 记 生 成 ， 试 证 存在 同 态 
9:4—U, ER S € U AOGE) 一 5， 为 此 ,把 这 些 排 成 序列 《io) HLA 
纳 法 进行 : 若 昌 已 在 由 己 与 4,G <n) 所 生成 的 于 群 4 上 有 定义 ,接着 考虑 
两 种 情形 ， 对 尾 何 整数 A6 Z, A 都 不 几乎 处 处 等 于 常数 ;或 相反 地 ,存在 一 
个 最 小 正 整 数 ,使 得 58 几乎 处 处 等 于 常数 ， 利用 下 述 事 实 : wide €D 
SEPERR LEE TEUER = b, FER 1。 = 00108. ) 

h) 设 " 是 X 到 自身 的 关于 吴 为 遍历 的 映射 ,了 是 对 应 的 西 算 子 ， 试 证 ， 
Ea 满足 a) 中 的 假定 且 若 鼠 与 了 具有 相同 的 特征 值 ， 则 ” 与 v JE 3k Su 59 
(13.12 问题 11). 

17) 设 三 是 无 穷 继 可 分 Hilbert 空间 ,是 半 上 的 正规 连续 算 于 ,， 

a) 试 证 是 两 个 无 穷 维 子 空间 的 Hilbert $ E, + E,, 这 两 个 子 空间 在 
NS N* 下 都 是 稳定 的 (归结 为 单 正规 算 于 Mal1c) 的 情形 ; 采用 (15,11.9) 
的 记号 ,注意 对 SPCN) 的 闭 于 集 M， 除非 以 是 有 限 集 ， 并 且 它 的 每 一 点 对 于 
4 而 言 都 具有 不 为 0 的 测度 ,否则 EM) 不 可 能 是 有 限 维 的 。 于 是 按照 是 否 
存在 无 穷 多 个 测度 不 为 0 的 点 分 成 两 种 情形 ,对 不 存在 的 情形 利用 13.18 fJ 
Æ 3b), ) 

b) 由 *) 推 断 ,存在 E 作 为 雹 穷 维 子 空间 的 无 穷 序列 (5) 的 Hilbert 和 
的 分 解 ,使 得 每 个 于 空间 在 N 与 N* 下 都 是 稳定 的 . 

18) a) 设 三 是 可 分 Hilbert 空间 , 它 是 无 穷 维 子 空 间 的 无 限 族 (Er) 
的 Bitber 和 , 则 存在 上 的 西 算 子 s, 使 得 对 于 一 切 n€ ZA SE) = Esa. 
RES 8《 梢 应 地 ，2) 是 这 样 的 算 于 ， 它 在 每 个 Ex 上 等 于 sic" 《相应 地 ， 
s), WA P = 9: = 1z, S = PO, 

b) 由 a) SEU 17 维 断 ,在 无 穷 维 可 分 Hilbert BAE E, AERE 
都 是 四 个 对 合 丁 算 子 的 乘积 . 

e) 设 % 是 | 的 一 个 立方 根 , 是 E 上 的 比例 为 的 相似 变换 , 它 是 汪 算 
于 3; 试 证 己 不 可 能 是 三 个 对 合 丁 算 子 的 乘积 .〈 一 般 地 说 ， 如 果 在 一 个 群 内 ， 
元 : 属于 这 个 群 的 中 心 且 存在 三 个 元 z, y, z, 使 得 := ayr, B. 一 > 一 
zt = 1, 则 也 有 := yas, r = syay, P = zzy = r-t, ) 

19) a) i$ E RERET Hilbert 空间 (ez)ex 是 的 Hubert 38, 设 
V RERA P ENH "六 0， HY e e, = e 这 样 的 算 子 称 为 单 侧 盆 开 ; 
它 是 到 正 交 于 “的 超 平 面 上 的 一 个 等 距 , 它 的 谱 是 圆 盘 is 并 且 不 含 
育 特征 值 (11.1 问题 4); 它 的 逼近 点 谱 ( 问 题 9 ARAU: = 1。 伴随 
算 于 V* 的 谱 也 是 贺 盘 181<1, 而 15| <1 中 所 有 点 都 是 这 个 算 于 的 特征 值 . 
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b) 设 三 是 无 穷 维 可 分 Tilbert 空间 ,了 是 下 上 的 连续 算 子 , 并 且 它 是 8 
到 子 空 间 TCEX( 必 是 闭 的 ) 上 的 等 虑 , 试 证 存在 严 作 为 子 空 间 与 至 多 可 数 旗 
《Pi)iet 的 Hiber 和 的 分 解 ， 其 中 工 与 所 有 六 在 7 下 都 是 稳定 的 ， 并 且 使 
得 : PRATI 是 西 的 ; 2° 每 个 F, 是 无 穷 维 的 旦 T|; 对 于 适当 的 Hilbert 
ESME. CZE A TE) 的 正 交 补 的 于 空间 N, UEBB E Æ TO) 
0) 与 工 的 Hilbert 和 ,其 中 上 是 ZTCP)Cs307 的 交 ,) 

c) 由 a) 与 b) 推 断 , 若 是 王 到 互 的 子 空间 上 的 等 虑 , 且 它 不 是 两 算 子 ; 
MCT) E iB |ë| <1, 而 且 对 一 切 两 算 子 U, 有 全 — U| = 2, GE 
E E- u] = ET 一 1slh HEUT 不 是 西 算 子 , 因而 点 5 = 一 1 不 属于 
它 的 谱 .》 

20) a) 设 E 是 可 分 Hilbert 空间 ，7 是 互 上 的 连续 算 子 ，C 是 E 上 的 紧 
RT WE Sp(T + C) 中 不 属于 5PCT) 的 点 是 7+ C 的 特征 值 《归结 为 
$ = 0 是 一 个 这 样 的 点 的 情形 ,注意 到 着 7 了 是 双 射 ， 则 可 写 了 + € = Tet 
TC), Hh Toc 是 紧 的 ;着 一 1€ STC), WJ -1 是 TC 的 特征 慎 .》 

b) 采用 问题 15 的 记号 , 设 c 是 由 C, x = 一 (x|c_,)e。 所 定义 的 秩 为 1 
BAF, 试 证 SpkU + C) ERË || <1, 此 时 sp(U) 是 圆周 [6] = 1 (分 别 
BRU + C 在 由 以 (n>0) 所 生成 的 隆 实 间 上 的 限制 与 在 该 子 空间 的 正 交 补 
空间 上 的 限制 )。 

°) 设 N 是 E 上 的 正规 算 子 , C 是 E 上 的 紧 算 于 , 试 证 着 sp(w) ERIR 
HAI SON + C)*(N + C0)) 也 是 不 可 数 的 (利用 对 与 《15.11.8(i)))， 由 
此 推断 单 侧 公开 (问题 194)) 不 可 能 具有 N + C 的 形式 (注意 VV =le). 

21) 设 王 是 无 穷 维 可 分 Hiber 空间 . 

a) RER Z(E) 的 尾 一 非 零 双 边 理想 S 包含 秩 为 有 限 的 算 子 所 成 的 理 
WS. (ATZI 属于 3， 证 明 任何 秩 为 ! 的 算 子 可 写 为 BT7C 的 形式 ， 其 中 
B, C 是 适当 选择 的 算 子 .) 

b) 试 证 Ranach 代数 (E) 内 异 于 2(E) 与 (0) 的 唯一 闭 双 边 理想 是 
紧 算 子 所 成 的 理想 G. 《首先 注意 多 是 扣 的 闭 包 ; 另 一 方面 ， 注 意 若 一 个 双 
边 理想 含有 非 紧 算 子 , 则 它 也 含有 非 紧 正 Hermite HFH (RH 6); 对 这 样 
的 算 于 ,证 明 存 在 区 间 MM = [<, +o[(e>0)， 使 得 空间 ECMYC(15.11.9) 
的 记号 ) 是 无 穷 维 的 ;最 后 , F V E E S| EM) 上 的 等 距 ， 证 明 V'a, 是 可 邀 
的 .》 

22) 设 F 是 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 , 则 E 上 的 连续 算 子 了 称 为 指标 算 
FR TE) 是 闭 的 且 是 有 限 余 维 的 ;2*2~'(0) 是 有 限 维 的 。 
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a) 试 证 若 了 是 指标 算 子 ， 则 存在 连续 算 子 4， 使 得 le 一 妇 与 lz ~ 
TA 是 秩 为 有 限 的 .《 证 明了 是 六 '(0) 的 正 交 补 空间 到 T(E》 LARE, 
并 取 4 如 下 : EEr LITERRE AR EME 了 的 正 交 补 空间 上 等 于 
9.) 

b) 反之 , 假定 了 是 互 上 的 连续 算 子 ， 并 且 存 在 连续 算 子 4, 使 得 1z 一 
AT 5 ls 一 T4 是 紧 算 子 , 试 证 了 是 洛 标 算 子 . 《利用 C11.3.2), 先 证 明 与 
T* 的 核 是 有 限 维 的 因而 TE) 是 有 限 余 维 的 . 然后 利用 47 在 AT 的 核 的 正 
交 补 空间 上 的 限制 是 下 到 它 的 象 上 的 同 是 这 一 事实 ， 最 后 利用 (12,13.2) 
Gü).) 

23) 设 E 是 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 、 

a) 设 了 是 了 上 的 连续 算 子 , 使 得 7“(0) 是 无 穷 维 的 ， 则 是 无 穷 维 子 
空间 组 成 的 无 穷 序列 《BEw)s 的 Hilbert fi, W E1) 包含 在 T'O) 
内 . 对 #1, DLS. 记 刺 到 环 上 的 等 距 ， 设 4 是 连续 算 子 , 它 在 名 上 等 于 
Sis Æ E,(n21) 上 等 于 barbr 另 一 方面 设 了 是 这 样 的 算 子 : 在 王 上 等 
FOE EEFE, 在 E,(n2:2) LEF babr. DTe ÌB PeT E E E 
的 限制 ,并 设 记 是 这 样 的 连续 算 子 ， £E EST VT, fE E, 上 等 于 TE, 
E EnS) LEF 一 bx-iTesx', WIET = 48 — BA, 

b) a) 推断 ,对 三 上 的 每 个 连续 算 子 7, 存在 四 个 连续 算 于 4,8,C,D， 


使 得 
T = (4AB — BA) + (CD — DC), 


OET 写成 两 个 连续 第 子 的 和 ,这 两 个 第 子 的 核 都 是 无 穷 维 的 .) 

24) 设 E 是 可 分 Hilbert 空间 , 太 是 正 自 样 算 子 , 则 对 任何 4>0, + 1H 
是 可 逆 的 ， 对 xEE 与 4>0, & Fe) = (AC + AH) e ala), WIER A A9 
函数 F, (a) 是 递增 的 ;而 为 使 它 是 有 界 的 ,必须 且 只 须 *& HE) (归结 为 HH 
是 单 算 于 的 情形 (15.11.3))。 

25) WE, 是 实 Hilbert 空间 ,是 把 E, 的 纯 旱 域 六 张 到 C 所 得 的 Hu. 
bent 空间 ,因而 的 筷 个 元 可 肉 一 地 写成 x + 地， 其 中 ,y RF Es 并 且 

人 

试 证 所 上 的 每 个 自 伴 算 子 H 可 以 唯一 地 延 拓 为 上 的 一 个 上 位 咎 于 刀 , 并 
且 具 有 相同 的 谱 . 

26) 采用 13.13 问题 2 的 记号 ,假定 对 的 每 个 紧 子 集 kK， 存在 常数 
Bx 之 0，, 使 村 一 团 函 数 #€ 如 ,有 
(13) [EA A 
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这 个 条 件 葡 洱 13.13 问题 ? 的 条件 《40)* 然 而 并 不 等 价 于 条 件 (47. 
a) 在 6.6 问 题 5b) 中 ,假定 X 是 紧 的 , 7, 是 有 限 实 值 的 且 关 于 Xx 上 的 测 


度 上 是 可 测 的 与 有 界 的 ,并 满足 条 件 Z bj 四 < 十 co 《其 中 yul = sue l 


(ODD. 以 5 记 6.6 问题 sb) 中 所 涉及 的 空间 ， 设 名 是 这 样 的 函数 组 成 的 空 
1, SERRO 等 价 于 属于 的 函数 。 则 怠 = 0/4 BARTER Hilbert 
SR LRE LERH GD. 

b) METRA RXEK DE ELX, e) FERRU E, ER 
一 切 函 数 x 2, H (U'n) = È ides U! 的 类 下 f 的 类 完全 确定 ,并 有 
(ULSAN). FA 13.13 问题 z) 中 所 定义 的 泥 2 也 是 相应 于 h h R. 
有 紧 支 集 的 非 负 冰 数 了 的 U! 弓 成 的 集 在 内 的 闭 包 ， 招 13.13 问题 20) 的 
结果 推广 到 1E 具有 紧 支 集 且 几乎 处 处 非 负 的 情形 ; FREGET KA 
9, 

9) 假定 x 是 紧 的 ,于 是 U! NERI EAO 有 定义 。 并且 N,x 
OLENA) H C + FEUI DZ MG R LRC, p) 上 的 过 续 正 自 伴 算 子 - 
E F FEOL 在 剑 内 的 闲 包 ( 它 是 Ke6) = Ker(G) 的 正 交 补 空间 )。 
则 cw 在 F 上 的 限制 中 Là 的 子 空 间 F 到 Hilbert 20 R ATER 21) 上 
的 等 下; 因而 如 一 GACA). 

4) 假定 x 是 紧 的 ， 并且 “控制 原 塌 ”在 5) HERTAN PEZ Ë 
Ze 5 几乎 处 处 非 负 , 且 荐 +€9 满足 在 使 得 <)>0 的 点 > 所 成 的 集 上 ， 
NFEE VKE MEX EUPA VEE), HEAO, 
+ = GG + AC, 试 证 ;着 416 志平 处 处 非 负 , 且 着 s 是 它 所 属 的 类 
等 于 R ,了 的 配 数 ,几乎 处 处 有 s(x) 之 0，( 注 意 ， 在 使 得 +(*)>0 的 < 也 
成 的 各 上 ;几乎 处 处 有 

AUKJEN) + AUGE), ) 

由 此 扒 断 ,对 每 人 本数 “€ gr。 有 | 中 《如 B Cel E ERCO 
QG + 3G) + A8), Rih s € Zk, WERC US lal, HRE e) 与 问题 
24). 

°) a) 的 结果 准 广 到 x 为 局 部 紧 的 情形 。( 设 (Ks) 是 x 的 转子 集 序 
IGERIAN BAEN a K, WAE Kn 的 内 部 之 中 ， 对 于 每 
+=, 考虑 形 如 以 《这 里 ARF AACH) BERRUETE K, AAIR 
教 组 成 的 集 ) 的 函数 在 K, 上 的 限制 构成 的 空间 和 .并 对 每 个 这 祥 的 空间 应 
mD), ) 


*» 452. 


12. 无 界 正规 算 子 


(15.121) 设 E 是 可 分 Hiber 空间 ,其 上 的 便 等 映射 记 作 1, 在 
用 语 随便 时 , 我 们 把 B 的 一 个 子 空间 dom(T) (BI “T 的 定义 域 ”， 
CR- EERIE HREH 了 ( 它 不 一 定 连续 ) 称 为 上 的 
未 必 有 界 算 子 ， 或 简称 为 卫 上 的 无 界 算 子 ， HR TCT) (1.4) 是 
E x E 的 向 量子 空间 ;了 称 为 闭 算 子 ,如 果 T(T) 在 积 空间 EX E 
内 是 闭 的 。 闭 算 子 工 的 核 Ker(7) 在 E 内 是 闭 的， 因为 它 等 同 于 
E X E Ñ T(T) 55 E x (0) 的 交 。 

以 下 我 们 总 是 认为 , 上 的 两 个 无 界 算 子 之 阅 的 等 式 7 一 7 了 7 

蕴涵 等 式 

dom(T,) 一 dom(T;), 
《15.12.2) 设 T 是 Hilbert 空间 E 上 的 无 界 算 子 , 则 在 下 面 三 个 性 
质 中 ,任意 两 个 都 蕴涵 第 三 个 :(i) dom(T) 在 EE 内 是 闲 的 ; GO T 
是 闭 的 ;(ii) 了 是 连续 的 。 

车 工 是 连续 的 ， 则 TCT) 在 dom(T) x E 内 是 闲 的 ， 因 而 车 
dom《7) 在 E 内 为 闭 , 则 TCT) 在 E x E 内 是 闭 的 。 另 一 方面 , 若 
TE dom(T) 上 连续 ， 则 它 可 连续 延 拓 为 在 dom(T') 一 dom (T) 
上 连续 的 线性 算 子 T' (5.54), HETT) 是 T(7) 在 E x EKE 
BEET EAH, MAA rO) 一 TCT), 因 而 tom(7) 在 E 内 是 
闭 的 ， 最 后 , 若 dom(T) Æ E REAR TT) fE E x E 内 是 闭 
的 , 则 由 闭 图 象 定理 《12.16.117 推出 了 是 连续 的 。 

《15.12.3) 以 下 ， 我 们 将 致力 于 讨论 dom(T) 在 B AMARE R 
ATT. 设 刀 是 使 得 线性 形式 * 一 (T - ely) 在 dom(7) 上 连续 
的 ?E E 所 成 的 集 ; 此 时 ， 这 个 线性 形式 可 连续 延 拓 到 整个 马上 
《5.5.4)》， 因 而 可 以 写成 * 一 《x1T*.y), 这 里 T+ .y 是 唯一 确定 
的 向 量 ,因为 dom (T) 在 五 内 秽 密 《5.3.2)。 由 唯一 性 推出 , T* 是 
到 EE 的 线性 映射 ,因而 是 一 个 无 界 算 子 , 称 为 荆 的 伴随 算 子 ( 当 
dom(T) 一 认为 侨 续 时 ,这 个 定义 显然 与 C11.5) 中 的 定义 一 
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致 )， 于 是 对 任何 x€ dom(T) 5 y€ dom(T*),# 
{15.12.3.1) (T .z|y) — GI|T* . y). 

我 们 注意 到 , 若 T, 是 无 界 算 子 ,使 得 dom(T 2 Ədom(T) B. T, 
是 工 的 延 拓 :, 则 dom(Tr)Cdom(T*), 

以 下 赋予 E x E Hilbert ZARRA H, EE a)l Os 
7)) = (x.|y) + Galy), MT E XE 同 构 于 E 的 两 个 子 空间 
E Xx {0} 5 {0} x E ÉB Hilbert R. U JERE F y) 
(ys—1), 显然 它 是 E x E FASE TRE P — —I, 

(15.124) 设 了 是 号 上 的 无 界 算 子 , dom( T ) # E KRME, N 

O PAAP TEAD FECHAR I(T) EE x E 8 
J(TCT)) 的 正 交 补 子 空间 . 

Gi) 下列 性 质 是 等 价 的 : 

a) 了 可 延 拓 为 一 个 闭 算 子 ， 

b) dom(T*) # E KRE. 

当 这 样 的 条 件 满足 时 ， 任 一 延 拓 了 的 闭 算 子 的 图 象 包含 T** 
的 图 象 ,而 T ** 的 图 象 就 是 T(T ) (Bi 7** 是 延 拓 工 的 最 小 闭 
算 子 ,特别 当 了 为 打算 子 时 ;有 Tt = T); Jp, (T = T*, 

对 于 G), W (y,) 是 dom(T*) 中 的 点 列 ， 它 收敛 于 ?E《 忆 且 
使 得 序列 (T* y MKATE E， 则 连续 线性 形式 x->Cx|T* - ya) 
(z€ E) 所 成 的 序列 收敛 于 连续 线性 形式 x 一 (x1x); 然而 对 
z€ dom(T), A (z|z) = im (T + xlys) = (T :sx|7)， 故 按 定义 
H y € dom(T*) 与 x = T* y, 这 表明 T* 是 闭 的 ， 

男 一 方面 ，(y, 2)€ E x E 正 交 于 所 有 元 (T + xz, —z)(x € 
dom(T)) EIRE (T - rly) 二 《+1z)，、 这 就 是 说 ,x 一 (了. xfy) 
是 连续 的 ,因而 ye dom(T*), z — T* - y, 

对 于 (ü), E x 五 的 闭 向 量子 空间 G 不 是 某 个 闭 算 子 的 图 象 
等 价 于 ,对 某 个 xe pr,(G), 至 少 有 两 个 属于 G 的 不 同 的 点 (ey) 
与 (*, 入 ), 这 等 价 于 (由 于 G 是 向 量子 空间 ) (0,y, 一 y) € G。 然 
而 dom(T*) 在 E 内 不 稠密 斑 涵 在 B 内 存在 * 关 0， 它 正 交 于 
dom(T25(6.3.1), R (z, 0) 正 交 于 TCT*), 邓 (0, 一 z) 属 于 PCT); 
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于 是 (0, 一 2) 不 能 合 于 任 一 延 拓 了 的 闭 算 子 的 图 象 内 , 反之, 敬 
com(T*) EE ARE, M T 有 定义 且 TCT**) 是 JTCT*)) 的 
正 交 补 空间 ， 而 这 个 正 交 补 空间 也 等 于 JUTT — T(T) 
《6.3.1)， 此 时 ,我 们 称 T** 为 工 的 闭 包 ， 
(15.12.5) 给 定 五 上 的 两 个 未 必 有 界 算 子 了 7，y， 对 xe dom(U) 
Ndom(V), IE U - z + V O s ES, 以 UV 记 dom(DD) 
dom(7) 到 三 的 线性 映射 > — U .x + V +: x, 特别 是 , 若 全 处 处 有 
定义 , 则 dom(U + V) = dom(U); FERS rU +v) Ær) 
# E XE 到 自身 的 线性 映射 (+,y) — (ray +V + z) 下 的 象 . 若 
7 是 连续 的 且 忆 是 闭 的 , 则 U + V BERR 
(x,y) >(x,y + V - z) 

与 它 的 道 映射 (*，y) — (z, y — V e z) 都 是 连续 的 ， 
A, MEU. (V - z) 在 使 *e dom(P) 5 V + x € dom(U) 
的 +e 所 成 的 集 上 有 定义 ; 这 个 集 是 一 个 向 量子 空间 , 记 作 
dom (UV); 我 们 以 UT 记 dom (UV) 到 王 的 线性 映射 z — 
U(V.z)。 另 一 方面 ,于 了 是 未 必 有 界 算 子 且 是 dom( 了 ) 到 E 的 单 
射 ， 则 以 TXE T(domCT)) = dom(T"') 到 互 的 逆 映 射 ; 图 象 
TC7 Æ TCT) 在 映射 (x，y) — (y, x) 之 下 的 象 ; 因 而 当 了 为 闭 
( 且 为 单 射 ) 时 ,了 一 是 闭 的 。 
《15.12.6) (Von Neumann) 设 T 是 E 上 的 闭 算 子 ， dom( 了 ) 在 
了 内 稠密 , 则 dom(T*7) EE WAE AT TT 是 闭 的 ,并 且 算 子 
了 十 T*T ( 它 在 dom(T*T) 上 有 定义 ) 是 dom(7*7) BJE ERIR 
射 ， BT B= UTTO 在 巨 上 有 定义 ， 它 是 连续 的 \ 自 全 的 
且 是 单 射 ,并 且 它 的 谱 包 含 在 屁 的 区 间 [0,11 内 ;又 Hermite 形式 
G, y)— (B .z+|y) 是 正 的 且 是非 退化 的 ，C — TB 是 定义 在 E 
上 的 连续 算 子 ,并 且 使 得 CCE)Cdom (T*)， 最 后 还 有 (T*T)* 一 
T*T. 

REZAR (15.124), I(T) 与 KTC(T*)) £ E x E NE 
互 为 正 交 补 的 子 空间 ,因而 对 每 个 *6 E, 存在 唯一 的 ye dom(T) 
与 唯一 的 z€ dom( T*), 使 得 
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(5.261) Cx, 0) = sT + y) + (CT. 2 一 本 . 

$#y= B+ s, z= C: z; 显然 8 与 C 是 定义 在 整个 E 上 的 线性 
算 子 ,并 且 BCE)CdomCT),CCE)Cdom(T*)。 H (15.12.61), 
有 


lel = fyi? + IT - yË + zl; + IT" + zl, 
由 此 18: z| < leis |C zl < lel AMB 5 C 是 连续 的 。 关系 
5 (15.12.6.1) 等 价 于 
x=B.r+T*C.r50=—C'r+TB-x, 
即 C = TB B. T( B( E ))Cdom( T*), 或 
BCE)Cdom(T*T), 
于 是 T*TB 在 整个 互 上 有 定义 且 
I= B+ T*TB = (I+ T*T)B, 
这 表明 B 是 单 射 而 1 十 T*T 是 满 射 。 对 每 个 we dom(T*7)， 因 
为 了 一 T**, 所 以 
(15.12.6.2) (w + T*T -w| w) = |w? + CT*T , wlw) 
= el + |T - wP; 
RURAR w + T*T w= 0 3836 2 = 0, 因而 1 + T*T 是 
dom (T*T) PE LUAH; 又 由 于 TC8) 在 E x E 内 是 闭 的 
(35.12.2), 所 以 FO + T*T) 也 是 闭 的 (15.12.5), 由 此 立即 推出 
(15.12.5) 7*7 是 闭 的 ,现在 注意 ,对 E 中 任何 w,v，, 有 
CB -u|v)=(B>u|B - vt T*TB v) 
=(B-s|B. 5) + (B - | T*TB v) 
=(B.ulB. e) (TB -a|TB : 0) 
=(B-x|B: s> +(T"”TB- s| B o) 
一 《( + T*T)B - u) B- v) = (lB. v), 
而 B 是 自 伴 的 要 者 ,在 (15.12.6.2) 中 用 B .x 代替 w, BER 
— z€ E, HCx] B - x)=|]B + xP + TB > a 22 hF |B-zll 
< lieil HATANRRH H (5.11.7) 推出 , SPCB7 包含 在 [9，1] 内 ; 
进而 关系 式 (z]B8 r) 一 0 蕴涵 B z= 0, Ri = 0, RREH 
Hermite 形式 4x， y) > (B xly)7 是 非 退 化 的 。 
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接着 我 们 证明 dom(T* T) 在 互 内 处 处 稠密 ， 设 开 是 了 在 
dom(T*T) 上 的 限制 ， 由 于 com(T*T) 是 TCT') 的 第 一 射影 而 
dom(T) 在 E 内 稠密 ,所 以 只 须 证 明 TCT') E rO RAE. A 
FERA Hilbert ZW) TCT) TR TCT) 在 TCT) AME, RIE 
明 , 着 ICT》 中 的 向 量 Ca, T: 正 交 于 CY’), WEBAF. (8 
前 者 意 际 着 对 任何 we dom(7*T), 有 

(Cu, T- u)r, T + v)) = 0; 
也 可 写成 (#1z》 +CT: ulT. v)=0, RAX T -v€ dom(T*), 也 
可 写成 (wlv) + (ul T*T + v) = 0; 最 后 可 写成 
Culi + T*T)- e) = 0, 
然而 上 二 T*T 把 dom (T*T) HA E EAN s = 0. 

最 后 ,因为 B 是 自 伴 的 ， 所 以 TCB) 是 KTCB)) 的 正 交 补 空 

MJ. 由 于 TCB) ETU + T*T) ERRER SC, y) (y,x) 下 
ERE JS = —SJ, WTO + TT) È IOU + T*T)) 的 正 交 
补 空间 ， 换 言 之 (15.12.4)。(T + T*T)'— [I+ T*T, 这 等 价 于 
(T*T)*— T*T. 
(15.127) 未 必 有 界 算 子 工 称 为 正规 算 子 ， 如 果 它 是 闭 的 ， 
dom( 了 ) 在 E 内 称 密 ， 并 且 T*T 一 了 T* 《我们 提醒 一 下 ， 按 照 定 
义 * 这 蕴涵 关系 dom(T*T) = dom(TT*))， 工 称 为 自 伴 算 子 ， 如 
R dom(T) 在 互 内 稠密 并 且 T* = 7 了 ( 这 药 活 是 闭 的 (15.12.4)); 
自 伴 算 子 显然 是 正规 的 ， 由 (15.12.6) 推出 , €T 是 任 一 使 得 
dom(7) 在 互 内 稠密 的 闭 算 子 , 则 T*T 与 TT* 都 是 自 伴 的 。 

通过 下 面 的 定理 ， 正 规 算 子 的 结构 可 以 归结 为 连续 正规 算 子 
的 结构 : 

《15.12.8) i EER Hilbert 空间 

D 若 w 是 未 必 有 界 的 正规 算 子 , 则 dom(N) = dom(N*),3Ë 
且 对 一 切 xe domCN), 都 有 上 NY z|| = |]N* > rl; 瑟 是 闭 子 空间 族 
《E。) 的 Hilbert 和 , 其 中 E ,Cdom(N), 并 且 E, 关于 N 与 N* 是 
稳定 的 ,因而 N 在 E, 上 的 限制 N, 是 连续 正规 算 子 . 

Gi) 反之 ,着 (Es) 是 E 的 闭 子 空间 的 一 个 序列 , 使 得 是 这 
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ESE, 的 Hilbert 和 ;对 每 个 >。 设 N, 是 E, 上 的 连续 正规 算 子 , 则 
存在 已 上 的 唯一 正规 算 子 N, 使 得 E Cim), 且 对 一 切 m N, 
是 NN 在 E, 上 的 限制 ; dom(N) 是 使 得 


> IN, - xal? < +00 
GXBE xB) n 都 有 xse E.) BJ z 一 21 x 所 成 的 集 , 且 有 
Nix— 2 N, ts Nt. r= DU NG x,. 


我 们 证 明 (iD 的 第 一 个 论断 。 在 (15.12.6) 的 证 明 中 , 我 们 已 
经 看 到 六 在 dom(N*N) 上 的 限制 的 图 象 在 TCN) 内 是 稠密 的 ， 因 
而 对 每 个 <€ dom(N)， 存 在 dom(N*N) 中 的 点 列 (y。), 使 得 
fm ye = x, im N 加 一 NM zx。 然而 对 一 切 xe dom(N*N)， 因 


为 NN 一 NN BÚ) IN + zl? — CG |N*N + z)=(z|NN* ， z)= 
HN*…z。 把 这 个 结果 应 用 到 x 一 y, 一 知 上 , 邯 见 序列 (No) 
是 Cruchy 序列 ， 因 而 在 E 内 收敛 。 因为 N* 是 闭 的 《15.12.4)， 
所 以 宙 此 推出 ze dom(N*) 与 N* + z = lim N*,yr， 由 此 得 到 


IN zl = IN* xz; 这 样 我 们 证 明了 dom(N)Cdom《N*)。 由 于 
N' — N, 所 以 N* 是 正规 的 并 且 dom(N*)Cdom(CN). 

现在 证 明 (ii). 首 先 证 明 , 郑 N 满 足 Gi) 中 的 条 件 , 则 NN*CE,》 
CEs PLE Hm An, 一切 ys€ EE 与 一 切 xn€ Ems H 
为 NCEm)C Ems A Caml N" yo) 一 (N - tulya) = 0; 因而 
N* > yn 与 指标 m s 的 所 有 Em 正 交 ,从 而 属于 En HARER, 
H x € domCN), W 

PrN © r — NPk, : z — N, ` (Pe, * x)x 
事实 上 ,对 一 切 y。€ En 有 
CPaN - x| ya) = (N - z |Ps, t Ia) m (N + alya) = Cal N* > y.) 
且 由 前 述 , 有 NN* - y, = Pe N* . ys， 所 以 
(Pa,N : elyn) = (Pr, - x |N* + ya) 
= (NP;, ` z|y.) = (N, « (Ps, * zx)|y,); 
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出 于 这 个 式 子 对 一 切 ynt En 成 立 ， 所 以 的 两 个 元 PN .x 与 
N, : (Ps, *) 相等. 

现在 证 明 下 述 引 理 , 它 是 《15.10.8.1) 的 推广 : 
《15.12.8.1) 设 (P,) 是 吾 的 闭 子 空间 序列 ， 使 得 互 是 这 些 E, 的 
Hilbert 和 ;对 每 个 "， 设 Tn 是 E, 上 的 连续 算 子 , 则 在 互 上 存在 唯 
一 的 闭 算 子 了 ,使 对 一 切 n, 有 E,Cdom(T), T| E, = 7,, 且 对 一 
切 xedom(T)， 有 BT x = TP, x。 此外，dom(T) 是 使 得 


DIT. E < +o 〈 这 里 对 一 切 > 有 x€ B,) 的 x 一 >z, 


所 成 的 集 F, 并 且 T .x 一 > Ta- mm。 


因为 > Pen CTP = IT-a + co, 故 由 所 述 条 件 推出 
dom(T)CF, 且 对 一 切 * 一 之 medonC7)， AT = DTe tn. 
出 于 在 互 内 有 不 等 式 | + =P < Klel + II BDLF E E 8 
向 量子 空间 。 对 每 个 * 一 D nef, 4 T -rm > To zo 
我 们 证 明 这 样 就 定义 了 一 个 闭 算 子 TF>E, ERTO) 包 
含有 限 和 > Ceas T, xa), 因此 TCT) ET RAZ LTH 


MOREAK T =T. AAT RREA- AE 3 F 中 的 点 
P) (z,) F z€ E REFIT - z, 388 yE EW Pe, T -xm 一 
TaPen ` xm 一 方面 趋 于 Pa, y， 另 一 方面 ,根据 T, 的 连续 性 , 它 又 
BF TaPr, x; 这 表明 z€ F B. y = T ar, 于 是 引 理 得 证 。 

把 这 一 引 理 应 用 到 (ii) 的 情形 可 证 明 N 的 唯一 性 ， 于 是 它 必 
定 是 《15.12.8:(i)) 中 所 描述 的 闭 算 子 (15.12.7). 剩 下 要 王 明 算 子 
六 是 正规 的 ， 对 一 切 z€ F # INP; ell = IN,P;, - zl， 因 而 
把 引 理 (15.12.8.1) 应 用 到 连续 算 子 族 (N) 上 就 能 证 明 ， 存 在 唯 
一 的 闭 算 子 N', EH n 有 E,Cdom(N'),N'| E, = Nš, B.%$ 
一 著 x€ dom(N' ) A Pr, N’ .x = N'Ps, x; 此 外 还 有 

dom(N') = Jom(N) = F, 
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Ex = ze p. EN xz = DMa 从 这 此 公式 立即 


得 到 ， 对 正中 的 z, y, 8 (N .zly) = GIN y), 即 有 FC 
dom(NYX15.12.3), 并 且 N* 在 F 上 的 限制 是 N” .然而 对 一 切 z 55 
VE F, 也 有 Pr N* > y = N Pan ' y. RRE, E ra E En 有 
Cen |P N" y) = (x,|N* + yX(15.5.4), hF x, € dom(N), N © xa 
= N, - zx € En PADA Canl N” + y)=(N + x,|y)=(N > xolPes*y); 
最 后 我 们 得 到 ,由 于 E,Cdom(N*), 从 而 Cea Pa N* y) = 
《za|N*pPa 7)), 我 们 的 论断 得 证 ， 因 为 N* 是 闭 的 (15.12.4), 根 
据 《15.12.8.1)， 就 有 NM' = N*。 于 是 从 前 述 结果 还 可 推出 ,对 
com (N) 一 dom (N*) = F HHJ x, ys 有 (NxIN + y) 一 
(N*-x|N*. y). APEH z E domCNN*)，, 则 对 一 切 ze don(N),# 
(N : z[N + z) = CN* , z|N* , z) = Cx|NN* - 2), 

由 伴随 算 子 的 定义 (15.12.3) 得 知 N -z€ dom(N*), 并 且 N*N + z 
= NN* - z, 于 是 我 们 证 明了 dom (NN*)Cdom (N*N), 算 子 
NN* 与 N*N 在 dom(NN*) 上 相同 ; 因为 N** =N, HAZEN 
与 N* 则 Gi) RHE. 

现在 来 证 明 G). 考虑 连续 Hermite 8 B = (I + N*N'' 
《t5.12.6), 它 的 谱 包 含 在 工 一 [0, 1] 内， 我们 首先 证 有 明 ， 对 一 切 
函数 1€ RLI), 有 fCB)(dom CN))Cdom (Y2)， 且 对 一 车 z€ 
dom(N), 有 所 BDN .x 一 NKB).x。 先 就 1 一 lc 的 情形 证 明 . 
对 x€ dom(N), 由 于 BCE)Cdom(N)Ç15.12.6), 志 及 NBCE)CC 
dom(N*) 5 N*NB - x = x — B .xt dom(N), 就 可 写 BN .x 二 
BNÇI + N*N)B : z = B(N + N*NN)B . x, 然而 NN* = N*N, 
所 以 
BN » x = B(N +N*NN)B - z= B(I + N*N)NB : x= NB + x; 
换言之 ， 对 一 切 x€ dom(N), 有 BN .x = NB .r*。 通 过 对 = 作 
归纳 法 得 知 ， 对 z€ dom(N) 与 一 切 正 整数 2， 有 B*(dom(N))C 
dom(N) 与 B"N-z 一 NB. x, 于 是 当 了 是 实 系数 多 项 式 时 我 们 的 
断言 得 证 . 又 由 此 推出 ,对 于 实 系数 多 项 式 f 5 x€ don(N), ye 
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dom(N).# 
C15.12.8.2) (KEN |y) = (KB): z|N* + y). 
把 (15.11.2) 应 用 于 8, 就 能 推出 
| Keena. Ca) = | KDa), 


根据 Weierstras 定理 (7.4.1), 实 系数 多 项 式 在 SpBcC[0,1] 上 
的 限制 在 多 RCSpC8)) 内 处 处 稠密 ,所 以 上 述 关系 证 实 了 ms... == 
Ment ((3.15.1)55 (13.2)), 把 (15.11.2) 应 用 于 8B8, 即 见 公 式 
(15.12.8.2) RR f€ UC 成 立 .但 这 个 公式 表明 f( B): z 
€ dom(N**) 一 dom (N) D} E ti EN y € dom(N), 8 (f( B)N: zy 
= (NKB) : xiy); IH TF dom (NJE E 内 秋 密 ,所 以 由 此 推出 ,对 ~ 
EJ z€ dom(N), 有 NKB):x=HBON : x, 
现在 以 为 记 集 (0) 的 特征 函数 ， 以 ha 21) 记 R 的 区 间 
J1/(s+1),1/n] 的 特征 函数 .对 每 个 二 R, WROD 
十 有 (5) 十 … 收 敛 于 区 间 [0, 1] 的 特征 函数 在 习 处 的 值 .对 
每 个 非 负 整数 x, 设 F, 是 五 在 正 交 投影 算 子 fC(8)= Pr(15.10.67 
下 的 象 ;由 前 述 并 根据 (15.11.8,Civ)),E 是 Fan = 0) 的 Hilbert 
和 。 事实 上 我 们 还 有 F, 一 {0}, 因为 F, 是 算 子 B 的 核 (15.11.6)， 
又 根据 《15.12.6)，Hermite 形式 (z, y) — (B - aly) EBEN, 
BIXA (B - rle) = 0 8808 < = 0, 因而 Fom {0}. 
根据 前 面 所 证 , 就 有 Pr,CdomCN))Cdom《N)， 并 且 对 一 切 
z€ dom(N), 有 PrsN .x 一 NP:, r. 另 一 方面 ,由 当 n 守 1 时 
js 的 定义 得 知 ,gnC$) = CLICKEAR E ge(0) 一 0) E R LAA 
界 简单 函数 ,因而 普遍 可 测 〈《7.6.1)， 于 是 可 写 Pr, = Bgs(8)， H 
此 得 到 NPr 一 NBz,C B); 但 我 们 已 经 看 到 (15.12.6) ,NB 是 定义 
在 E 上 的 连续 算 子 ,因而 N 在 F, (Y dom( N) 上 的 限制 Ne 是 子 空间 
Fu 站 dom(N) 到 R。 的 连续 映射 ;因为 Ps Cdon CN) YE F, (1dom(N), 
所 以 F, Y dom(N) Æ F, WHE; 显 见 N, E: F。 上 的 闭 算 子 ， 
故 得 到 F,Cdom(N)(15.12.2). 又 因为 N*N 一 NN*， 从 而 可 交 
换 N 与 N*, 这 并 不 改变 B; 于 是 N* 在 F, 上 的 限制 Ns 也 是 这 个 
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子 空间 上 的 连续 算 子 ， 它 显然 等 于 伴随 算 子 N 从 而 N, 是 正规 
的 ,这 就 完成 了 (15.12.8) 的 证 明 . 

(15.12.9》 设 了 是 E 上 的 (未 必 有 界 ) 四 算 子 。 此 时 (推广 (11.1)) 
EC 称 为 了 的 正则 值 ， 如 果 算 子 了 一 懂 是 dom(T) 到 EE 上 的 双 
射线 性 映射 ,并 且 逆 线性 映射 Rg): E — dom( T ) 连续 . 
(15.12.10) 为 使 YE CC 是 闭 算 子 T 的 正则 值 , 只 须 T — ZI Ek 
dom(T) 到 的 一 个 稠密 子 空间 工 上 的 单 射线 性 映射 ,并 且 北 映射 
(TEIL — E ER. 

事实 上 , 显然 了 一 1 的 图 象 是 闭 的 ， 而 且 《7 一 iD 的 图 
象 也 是 闭 的 (15.12.5); 因 而 由 (15.12.2) h LE EREA, 从 
而 等 于 E, 

工 的 正则 值 集 在 C 内 的 余 集 仍 称 为 了 的 谱 , 记 作 SpCT); # 
t€ SpCT), 则 由 (15.12.10) 得 知 ,可 能 有 三 种 情形 : 

1° 5 是 了 的 特征 值 (这 些 值 的 集 仍 称 为 了 的 点 谱 ); 

2° “不 是 了 的 特征 值 〈 这 草 涵 了 一 红 是 don( T) 到 E 的 一 
个 子 空间 忆 上 的 双 射 ), 子 空间 工 在 五 内 稠密 ,但 《7 一 51)7' 在 工 
上 不 连续 (这 些 值 的 集 称 为 工 的 连续 谱 ); 

3° “不 是 了 的 特征 值 ， 但 子 空间 工 在 互 内 不 稠密 《这 些 值 的 
集 称 为 了 的 剩余 谱 ). 

例如 ,对 (11.1.1) 中 所 定义 的 算 子 ,点 谱 是 空 集 ， 连 续 谱 是 单 
Ar U: ių 1 天 剩余 谱 是 圆 盘 |;]| < 1011 问题 4). 
(15.12.11) E LOERT TOHE C 内 是 闭 的 ,而 且 C 一 SPC7) 
到 ACE) RA £ — Rr(5) 是 解析 的 . 

PLEH uE C- SKT WALS a= |R FEE 
BRAT VE) = (I — (E — EDRED RCE) H (i—i < t/a 
有 定义 且 在 这 个 略 盘 内 解析 (8.3.2.1). 对 每 个 z€ dom(T), 有 

RIENT — ID + æ = z+ (bb — BIRK G) z, 
因而 VCGXT 一 iD- z 一 *。 另 一 方面 ,对 每 个 正 整数 >, 令 
V,G) = RE) + (Ç — Eo)THE) + -7 + (Ç — EoD" REC E) 
于 是 VG) 是 LE) PFR G 的 极限 。 由 定义 , 对 一 切 
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y€ F BERR nH CZ) :7yEdom(T)， 并 且 


CT — EDW KE) y= G = EWE) e y + (T — CANAE) e y 
=y G RKG) y 

Hf 24 nT 十 oo 时 ;(7 — EVO y BF y; BARRET 
是 闭 的 ,所 以 推出 VCE) y Edona T) 5 (7 — ZIWE): y = y, 
这 表明 T — 1 E dom(T) H E LERAREN R E CRR H 
Æ VE AM ¿ € Sp( T) E VCE) 一 RCE), 从 而 完成 了 所 述 命题 
的 证 明 . 

(15.12.12) 设 N 是 E 上 的 未 必 有 界 正规 算 子 ， 采 用 (15.12.8) 的 


记号 ,有 Sp《N) = (USAN); N 的 点 谱 是 所 有 N。 的 点 谱 的 并 ， 


而 N 的 剩余 谱 是 空 案 。 为 使 是 自 伴 的 ， 必 须 且 只 须 它 的 谱 是 实 
的 。 

对 一 切 # 有 SpCN。)CSpCN)， 因为 如 果 NN 一 581 是 dom(N》 
到 五 上 的 双 射 , 则 每 个 算 子 N。 — blen 是 E, HAS EERI O 
而 根据 闭 图 象 定理 , 它 是 双方 连续 的 )， 由 此 出 发 ， 考 起 到 SpCN) 
是 闭 的 《15.12.11》， 且 若 cg SPCV。)， 则 CN, 一 ale, ) FE E, F 
的 连续 正规 算 子 ,以 及 《15.12.10), 第 一 个 论断 的 证 明 可 通过 重复 
(15.11.5) 的 证 明 得 到 。 关 于 点 谱 的 论断 是 直接 的 , 而 且 兴 的 特征 
子 空间 如 同 《15.11.6) 那样 来 确定 。 间 样 ,为 证 明 六 的 剩余 谱 是 空 
集 , 只 须 证 明 每 个 w。 的 剩余 谱 是 空 集 ,因而 就 归结 到 X 为 连续 的 
情形 。 然 后 ， 利 用 《15.11.37 中 的 分 解 ， 可 以 假定 算 子 N E RA 
Le(K, a) 中 函数 tc 类 的 乘法 ,其 中 六 在 CARROT e EK k 
的 一 个 正 测度 ， 于 是 问题 归结 为 证 明 , 若 K{0)) = 0, M4 ei 
E LECK DB, ER t — eC 所 成 的 集 在 LEK, DAME. 
根据 (6.3.1), 只 须 证 明 , 车 郧 数 46 LECK, pz) 满足 : 对 一 切 函数 


z€ LECK, 由。 有 | ECDMEOak(E) 一 0, 则 和 是 此 可 忽略 的 ; 而 


根据 关于 的 假定 , MgC) 一 54C5), 则 上 面 这 一 点 就 是 显 见 的 . 
最 后 ,着 NN 是 自 伴 的 , 则 显然 Y。 也 是 自 伴 的 ,因而 对 一 切 ” 有 
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Sp(N,)CR, 因而 SpCN)CR. K, 着 SpCN)CR， 则 对 一 钱 # 
有 SKN,)CR, 故 根据 《15.11.7)，N。 是 自 伴 的 , 再 由 (15.12.8)， 
N 也 是 自 伴 的。 

(15.12.13) 命题 (15.12.8) 与 (15.12.12) 本 质 上 是 把关 于 未 必 
有 界 正规 算 子 的 问题 归结 为 关于 连续 正规 算 子 的 类 似 问 题 .特别 ， 
设 了 是 C 到 自身 的 普遍 可 测 映 壬 , 我 们 证 明 对 每 个 (未 必 有 界 的 》 
正规 算 子 NN, 可 以 定义 具有 类 似 于 (15.11.1) 中 所 述 性 质 的 《未 必 
有 界 ) 正 规 算 子 KN)。 事实 上 ， 先 假定 函数 在 C 上 有 界 ; 采用 
《15.12.8) 的 记号 ,此 时 KN,) 是 E, 上 的 连续 正规 算 子 (15.11.1)， 
ER —H n, BA ON < suplfCE)| 《15.11.8)。 因 而 也 上 的 在 
每 个 E, 上 的 限制 是 KN,) 的 正规 算 子 连续 《15.10.8.1) ,我 们 把 这 
AATE). 显然 ， 若 8 是 另 一 属于 YO WER, N 
根据 511.11), # G+ gXN) = KN) + SCN)，(CfEICND 一 
KNDKCN)D, KN) = ND". 现在 设 了 是 定义 在 和 上 的 任 一 复 
值 普 遍 可 测 函数 ;对 n> 0, 设 A, 是 CAHE AS <a 
1 的 组 成 的 普遍 可 测 子 集 , 从 而 C4;) 是 C 的 一 个 划分 ， 基 于 刚 
才 证 明 的 事实 ，P, 一 p. (N) 是 上 的 正 交 投影 算 子 (15.5.3,1)， 
BERATAN H, 一 PAEXn 22 0) 的 Hilbert 和 ; FE EF 
f. = ipa 则 九 是 普遍 可 测 与 有 界 的 ， 因 而 ON) 是 E 上 的 连续 
ERRAT, CEG H, 是 稳定 的 , 并 且 在 鼠 。 的 正 交 补 空间 上 为 零 ， 
于 是 由 (15.12.8), 存在 唯一 的 正规 算 子 (未 必 有 界 》, 它 在 每 个 R, 
上 的 限制 是 N) 这 就 是 我 们 记 作 KN) 的 算 子 . 显然 KN) 一 
(ICN) 六 此 外 , 若 g E C 到 自身 的 另 一 普遍 可 测 映 射 , 则 仍 有 

Cf + gN) = KN) + gN), CgXN) = HNCN), 

这 里 等 式 具 有 《15.12.1) 与 《15.12.5) 中 所 指出 的 意义 。 事实 上 ， 
此 处 只 须 考 虑 集 Amla > bn 2 0), CERES m < O< 
m+! 5 nL <n+ 1 的 ¿€ C 所 组 成 的 ， 令 Pm 一 
gz (N), Hmo = P,,.CE), Fe = 02. gaa = 804, SH E RE 
这 些 H,,, 的 Hilbert 和 , H,,, 关于 jos(CN) 与 ga (N) 是 稳定 的 ,并 
B KN2 《相应 地 ,gCN)) 是 使 得 它 在 每 个 Hus 上 的 限制 为 fm) 
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(相应 地 , gm《N)) 的 唯一 正视 算 子 ， 由 关于 每 对 Quas gas) 的 类 
似 性 质 , 我 们 的 论断 得 证 . 


fa) = 


1) IE, FERA Hilbert 空间 ,定义 所 到 和 的 未 必 有 界 算 子 (或 简称 为 
万 到 了 的 无 界 算 池 ) 为 的 向 量子 空间 dom(7) 到 的 线性 映射 了 .如 果 了 的 
BR rC) 在 Ex F ARAR, WRAT T EHW +. 

a) 试 证 , 若 了 是 闭 的 , 则 Eer(T) 在 内 是 闭 的 ,并 把 《15.12.2) 推广 到 
已 到 的 无 界 算 子 上 . 

b) 若 dom(T) 在 E WEE Wan (15.12.3) 那样 定义 了 的 伴随 算 子 TY 
它 是 F 到 E 的 无 界 算 了 于， 把 (15.12.4) E EEA FERATE. 

°) 以 下 假定 了 是 E 到 5 的 闭 算 子 ,其 定义 域 dom(7) 在 E 内 移 密 ， 试 证 
Im(7*) 在 E 内 的 闭 包 是 Ker(7) 的 正 交 补 空间 .。 

4) RÆ Ker(T) = {0}, 也 即 假定 了 是 单 射 , 则 为 使 Im(7) = G 在 F 内 
是 闭 的 ,必须 且 只 须 G 到 FE 的 逆 觅 射 T 是 连续 的 (利用 2)》. 

s) 关于 Ker(7) 不 作 任何 很 定 , 试 证 下 列 陈述 是 等 价 的 : 1° mCT)#E F 
内 是 闭 的 ; 2"Im(T*) 在 E REA. GG mC”) 在 E 内 的 闭 包 ; 为 证 
BH4 8808 2°, 3618 7 EG ndom(7) EÉ9BR8]7,, WER n(T,) 一 Im(7) 并 
AJF d) 推断 T; ER ERARA >r s x|>) 是 Hilbert 空间 mT) 
上 的 连续 组 性 形式 以 推断 任何 》e 6 都 具有 7T*。* 的 形式 .) 

0 令 


YC) — iof 
这 里 下 确 界 是 使 x BOB Ker(77 在 dom(7) 内 的 余 集 而 求 的 《2 表示 上 的 距 
离 ). 试 证 , 为 使 In(7) 在 内 是 闭 的 ， 必 须 且 只 须 7(T)>0。 CB T> 3 
RRC), RR T, 是 *) 中 所 考虑 的 算 子 ,) 试 证 YC7T*》 = T), 

e) 假定 im《7) 在 F 内 是 闭 的 , 试 证 着 六 Kerx(7) 是 的 闭 子 空间 ， 则 
TCMN dom(T)) 在 F 内 是 闭 的 《把 了 在 MY dom( T) 上 的 限制 者 作 凡 到 的 
无 界 算 子 并 各 用》. 

h) 设 N 是 下 的 闭 于 空间 ,使 得 NNIm(T) = {0}, REFN 十 Im(T) 在 
FARAR, W nT) FADENA. CHEE x NE FRF T, CE 
dom(r) x N EFBT,(z,y) = T. x + y E, PER Y(T)>vC(r,).) 特别 ， 
Ë a(l) E FARAT RRR, R aC) 在 三 内 是 闭 的 . 
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2) 设 E, F, HEZA Hiber $f, TE EB) FREIA T, URE 
互 的 无 界 算 子 。 很 定 了 是 闭 的 ，dem(T) # E RERCR, Ker(7) TARE 
B), JE B. Im( T) 在 下 内 是 闭 的 . 

a) IEH V ERN M TU (定义 在 dom(U) n U '(dom(Y)) F.) BEA 
K. (BE EHS TU. a RF yer, HARR rCT)>o GIA 1) 
证 明 ， 在 Ker(7) HAEA (za), EIU < z, + z 在 5 内 具有 极限 *。 利 
用 Ker(T) 为 局 部 紧 这 一 事实 , 先 证 明 序列 (xx) 必定 各界 (用 反 证 法 )。 然 后 
从 Cz ) 中 选 出 收敛 子 序列 .》 

b) WUER v EHHA mU) 在 5 内 是 闭 的 ， 则 Im(TU) 在 下 内 是 于 
的 (利用 问题 18) 以 及 (5.9.2))。 

c) 假定 Ker(Z) 是 有 限 维 的 试 证 Ker( TU) 是 有 限 维 的 且 dim(Ker( TU )) 

一 dim(Ker(U )) + dim(Im(U) N Ker(T)), 

d) 假定 口 是 闭 的 ， demkZ) AH AAEH aU) 在 内 是 有 限 余 维 的 
《由 问题 Th), RAM IU) 在 下 内 是 闭 的 ) 证 明 此 时 dom TU) E H EA 
BR (25818 Ke: (U) 在 五 内 的 正 交 补 空间 H, 5; U # tom(ZDnP《 它 在 六 
KAGER U ER UT 在 (U, =U) EER H donr) Nimu) 
在 Im(2) KAR.) 

e) 假定 Im(7) 与 TD) 分 别 在 F 与 8 内 是 有 限 余 维 的 ;又 设 > 是 tm(D) 
n Ker(T) 在 Ker(T) 内 的 余 维 数 , 试 证 Im(TU) Æ F 内 是 有 限 余 维 的 且 

codim(Im(TU)) = codim(Im(T)) + codim(Im(U)) — r, 
《注意 三 是 下 列子 空间 的 直 和 : mU); mU) N Ker(T) 在 Ker(7) 内 的 一 个 
补 空间 N.; 以 及 包含 在 dem(7) 内 的 一 个 有 限 维 子 空间 Y:。 注 意 了 在 如 上 
的 限制 是 单 射 . 》 

3) iR E, FERA Hilbert 空间 ， 我 们 仍 把 E 到 的 无 界 算 于 了 称 为 措 
标 算 子 (15.11 问题 22)， 如 果 了 是 闭 的 , don( T) AE, Kex(7) 为 有 限 维 且 
im(T) 为 有 限 余 维 (此 时 由 问题 1h), T(E) = Im(T) 在 内 是 闭 的 ); 数 

iÇT) = dim(Ke((T)) — codim(Im(7)) 
称 为 了 的 指标 . 

a) 试 证 ， 若 了 是 E 到 的 指标 算 子 ， 则 7* 是 F 到 下 的 指标 算 子 县 有 
让 7*) = iT) 《利用 问题 1:))。 

b) 由 问题 2 维 断 , 若 UHE 5 TEE 是 指标 算 子 , 则 TD:E-F 也 是 
WIRATI) = ir) + (0), 

c) 8 7, EES FOER T, CE THER HEG doar) = dom(T) 
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甲 W， 其 中 妈 是 下 的 有 限 维 子 空间 。 WEE TEDI, WT 也 是 闭 的 ; F 
1m(T) 在 下 内 是 闭 的 , 则 CT) 在 了 内 也 是 闭 的 ; 若 了 是 指标 算 子 ， RT, 也 
ERATE IC) = CT) + dimCM) (就 dim(M) 运 月 归纳 推理 ). 

4) 没 E, 是 两 个 Hilbert 空间 ,了 是 5 到 下 的 无 界 算 子 ,并 假定 7 是 闭 
的 ,dem(T) Æ E Ñ REAL, W p E E 到 的 连续 算 千 。 

sa)》 试 证 对 每 个 ze Ker(T + BE), 有 

a KTS EL pe, 
由 此 推断 , 若 Ker(T) 为 有 限 维 , ?C7)>0 B.|lB|| <r(7),R] dim(Ke(T +5))< 
dim(Ker(T)) (利用 6.3 问题 9)， 又 Im(T + B) fE FARERI (2618 T + B 
在 Ker(7) + Ke(T + B) 在 巨 内 的 正 交 补 空间 上 的 限制 ). 

b) 禾 定 了 是 指标 算 子 且 [||< 交 7); WER A cedim(1mC(T + 8J) 
coqim(Im(7))。 且 元 T + B) 一 必 7), 《为 证 明 第 一 个 不 等 式 ,考虑 (T+B)*; 
为 证 明 关于 指标 的 等 式 ,考虑 Ker(T) 的 正 交 衬 空间 并 利用 问题 3c}， 归结 为 
了 是 单 射 的 情形 ,并 注意 此 时 对 0<4 志 1,7CT + AE) 是 4 的 连续 函数 . ) 

5) 一 般 的 假定 与 问题 4 相同 ,并 假定 是 E 到 的 紧 算 千 . 

a) 试 证 若 Ke(T) 是 有 限 维 的 且 mT) 是 闭 的 ， 则 Ker(T + B) 是 有 限 
维 的 且 ImCT + B) 是 闭 的 ， (考虑 Ker(7》 的 正 交 补 空间 M, 先 证 明 
M (IKer(T + B)CM n dom(T) 是 有 限 维 的 ， 为 此 注意 存在 几 >0， 使 对 = € 
要 nom(T)， 有 2 有 we, 并 利用 (5.9.4)， 然 后 取 MN Ke(T + B) 
在 M 内 的 正 交 补 空间 N, 证 明 在 NNdorm(Y) 中 不 存在 序列 (*。)， 使 得 
lenll = 1 B T(z,) + Ben) ATF O) 

b) 由 a) 推断 , 若 了 是 指标 算 了 于 ， 则 7 十 B 也 是 椎 标 算 子 且 AY + B)= 
I(T), 《为 证 明 Im(T + B) PARRER ABT Bt 然后 根据 问题 4) 
WE A(T 4 AB) # [0, 1 于是 1 的 连续 有 限 函 数 . ) 

°) 假定 5 二 且 存 在 关于 了 的 正则 信 5。, 使 得 (T 一 ¿y ERRET. 
试 证 此 时 对 每 个 seC，7 -- tf 是 指标 为 0 的 算 于 ; TORE C 内 是 离散 可 
数 集 , 它 的 所 有 点 是 工 的 特征 值 , 并 且 对 的 每 个 正则 信 $, (1—6) 是 紧 
HT. QE 

EI — T = (E + CE — 6 — TYNE — T) 
并 利用 Riesz 定理 (11.4.1). 由 此 导出 指标 为 0 MEA ZRET RAF 
(HA 11.6 问题 9)。 
6) 采用 (15.12.8) 证 明 中 的 记号 ， 试 证 算 子 Ne 的 谱 包 含 在 同 环 Sa; 
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VETISISI < VPA. WF, HERA ay‰， 存 在 支 集 包含 在 s, 内 的 测 
度 men 与 Ms 对 应 . 荐 := 215, y= Dn EEAS, Bh ne 


Fns Yn € Fns DIR mao = D 5, E C 上 的 有 界 揽 测度 ， 其 范 数 < |z] ° 
I|; ms 是 C 上 的 质量 为 《<|*) 的 有 办 测度 ; 子 空间 domCN) BEREM 
$161: 关于 ms 为 可 积 的 * eB 的 集 . 对 dom(N) 的 每 对 点 = 9 有 mw 一 
mar (E19) = | drng B. N + «ly) = [ GO88,,,G. 

7) 采用 (15.12.13) 与 问题 6 的 记号 试 证 dom(KW)) P (ë B R N: 
ESIKO PATRE mas DEIR £ E 的 集 ， 且 对 dom(KN)) PI z, >, 
G€) + z|>) = 7K5)ames(e)。 又 证 明 SOOD 包含 在 KspCN)》 的 闭 
G. # eE C 到 自身 的 另 一 普遍 可 测 映 射 ， 试 证 GAN) = K0) 
(参阅 13.9 问题 1)， 若 N= Mle) BREREWAF (15.1.3), M 
dom(K(N)) 是 使 得 如 属于 EC) KIRB v € VECH) MRD E IO) 
ERA f 的 类 的 乘法 . 

8) 设 w 是 正规 算 子 ，x 是 domCN) (BN, el = 1, + a= (N: ala), 
A = I+ =l, WEN s>, a, 为 心 \ 以 (8 一 1ax| t+。 为 半径 的 
FAA a, S Sp(N) 相交 (Kpuron-Wolnstein 定理 X《 在 问题 6 的 记号 下 ,证 
明 

Bi — Ja] = | |6 — lemmeé), 


于 是 导出 人 :关于 m, 是 零 测度 的 ,这 与 假定 相 矛 惠 . ) 

9) 设 召 是 已 上 的 (有 界 或 无 界 ) 自 位 算 子 。 对 每 个 (有 界 或 无 办 ) 开 区 间 
JER, 设 六 是正 交 投 影 算 子 9J(H)。 试 证 对 每 个 *EE， 有 《Titehmarsh- 
Kodaira 公式 ) 

2miPr-s = lim Iñ (Cu i — HY e z—(( + ivj) Jdu, 


e>. 


(对 每 个 满足 由 || 和 1 的 ye E, 证 明 y 5 2mP,., 减 去 上 式 右边 的 积分 的 差 的 
纯 量 积 对 jb 上 | 和 1 一 致 趋 于 0: 为 此 利用 这 个 差异 助 测度 =... (问题 6) 的 表达 
式 ，Lebesgne-Fubini 定理 与 控制 收 敏 定理 . ) 

10) 试 证 ， 对 每 个 使 得 dom(7) 在 下 内 为 稠密 的 了 上 的 闭 算 子 了 7， 存 在 
ERRAT R, 使 得 dom(R) = dom(7)。 六 在 在 Rdom(R)) 2 T(dom (T) 
上 的 等 距 v, {ERT 二 VR，( 如 (15,12.8) 的 证 明 那 样 进 行 ， 定义 Frc dom 
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(74T)Cdom(7), 使 得 7* 了 在 F, 上 的 限制 是 连续 正 自 伴 算 于 矿 ;, 对 于 可 我 
们 可 以 取 平 方 根 Fa; 对 =, € F,, 有 [IE + s| = [Ra = zs |, 因而 存在 Rs) 到 
TCE) 上 的 等 虑 Vn 使 得 了 | = Vaa W R REESE T, 它 在 每 个 Pn 上 
的 限制 是 区; WER V, E: Rdom(R)) 到 TCdom(7)) 上 的 等 号 上 的 限制 ， 为 
此 考虑 的 有 限 和 并 利用 为 闭 与 domCR) 在 dom(T) 内 为 稠密 这 个 事实 ; 
RRENO 是 闲 算 子 。 它 在 每 个 马上 与 玉 相 同 ， 并 由 此 推断 dom( R)= 
dom(T) $ VT = R.) 

11) 设 了 是 下 上 的 闭 算 子 ， 使 得 dom(T)4 EAREH TCdom(7))c 
dem(T*)， 试 证 dom(T) = E, 并 且 TEER. GFE = G +T B 
对 每 个 ye E， 有 == Bey, WA z € dom(?*) 可 证 明 所 作假 定 将 酒 Ye 
dom(T*),) 

12) 设 N 是 E 上 的 正规 算 子 , 试 证 , 阁 dom(N2) = dom(N), NN EES 
的 .注意 在 相反 情形 下 , 将 存在 的 闭 于 空间 ,使 得 F 是 非 零 子 空间 的 无 
FEA CF) 的 Hilbert 和 , 且 这 些 F, 在 N 与 N* 下 都 是 稳定 的 。 MEENE 
上 的 限制 N, 是 连续 算 于 , 且 对 z. e F. alll e s<. sl, 3: 
中 序列 (as) 递增 且 赵 于 +o.) 


1. Hermite 算 子 的 延 拓 


(45.13.1) 设 E 是 可 分 Hilbert 空间 。 E LORVARETHIR 
为 Hermite 算 子 ， 如果 1°dom (H) Æ EARE: 2°dom (H)C 
dom(H*), B. H* 在 dom《H) LIREI ST H; 换言之 ,对 dom( fD 
中 任何 x,y， 有 I 
《15.13.1.17 (H. zly) = GIH- y). 

特别 ,对 一 切 #E dom(F), (H > zle) ERY. 

注意 H* 一 般 不 是 Hermite 算 子 。 当 互 为 连续 时 ， 这 个 定义 
与 《11.5) 中 的 定义 一 致 , 并且 连续 Hermite 算 子 就 是 连续 自 伴 算 
+. 未 必 有 界 自 伴 算 子 是 Hermite 算 子 ,但 下 面 即将 看 到 ,存在 非 
自 伴 的 闭 Hermie AF. 
(15.13.2) 例 。， 设 多 是 在 尺 内 任意 次 可 导 且 具有 紧 支 集 的 复 值 了 
数组 成 的 向 量 空间 ; PÆ R LY Lebesgue WE, NAEH F 
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LARA) 的 一 个 子 空间 (13.19), 这 个 子 空间 在 有 R,8) 内 处 处 
稠密 《17.1.2)， 由 分 部 积分 公式 (8.7.5) 与 属于 杀 的 函数 在 某 个 
区 间 之 外 为 零 这 -~ -事实 立 即 推出 ,对 绥 中 的 z, y 有 


(Daly) = [DOT a = — | DG = (aD) 


这 也 能 表述 为 :D = H jË Hermite 算 子 。 当 用 LEG, 0) Gh r 
是 民 内 的 一 个 (有 界 或 无 界 ) 开 区 间 ) 代 替 LR, p), 并 用 在 内 
任意 次 可 导 且 具有 紧 支 集 的 复 值 函数 所 成 的 子 空间 DURE 
细 时 ， 结 论 完全 相同 。 显 然 刀 的 图 象 不 是 闭 的 ， 负 为 它 的 闭 包含 
有 ,例如 ， 这 样 的 二 元 组 (z, Dr), 其 中 x 是 C' 类 但 不 是 C 类 的 
函数 , 且 Suppl) ÆRE (17.1.2). 
(15.13.3) HÆ Hermite 算 子 ;因为 dom(H*) 在 互 内 稠密 ， 所 
以 马 的 闭 包 H** FE, LATA WE R E H HARDA 
《15.12.4), 故 通过 连续 福 由 (15.13.1.1) 推出 H** 也 是 Hermite 算 
+f. 于 是 我 们 就 可 以 限于 研究 闭 Hermite 算 子 。 
(15.134) O) RHE EEDA Hermite 算 子 , 则 对 每 个 实数 a% 
0, WAF H + ailix—>H > x + aix 是 dom(H) BJE WAN, 它 
的 象 F. EE BJP F 28, BIR (H + ail) (15.12.5) 在 F. E 
连续 . 

Gi) F, 到 的 线性 映 庙 
(15.13.4.1) Vix>(H— XH + iyt z 
E: F, 到 闭 子 空间 VCF) 一 F 上 的 等 距 ; 映射 /一 上: F, — 
dom(V) 一 已 是 dom (V) 到 dom (H) 上 的 双 射 ， 且 对 一 切 yé 
dom(H), # 
(153342) H. y= (I+ VXI—V)1: y, 

Gi) 反之 ， 设 F 是 E 的 闭 子 空间 , 如 是 下 到 五 的 一 个 子 空间 
上 的 等 距 , 使 得 F = dom(U) 在 TU 下 的 象 6 在 E 内 笠 密 , 则 算 
子 I 一 U 是 F 到 G 上 的 双 射 , 且 若 对 每 个 ye G, 令 
(15.13.4.3) H: y=(1+UXI— Uy, 
MUH EH] Hermite 算 子 ,dom(H) = 6; 而 且 由 (15.13.4.1) 所 定义 
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1x 


Waw V S U. 


根据 (15.13.1.1), 对 一 切 y € dom(H), 有 
(15.13.4.4) 


|H -y + aiy? = CH - y|H - y) + ai(y}H + y) 
— aiH > y|y) + yly) = A -yh + ally 
> allyl, 


RR H + ail ERNE F。 到 dom(H) 上 的 逆 映 射 连续 (5.5.1)。 
此 外 ,由 于 算 子 (H + ail) 连续 且 它 的 图 象 是 闭 的 《15.12.5), 所 
以 Fs 是 E 的 团子 空间 (15.12.2). 若 在 《15.13.4.4) tara = —1, 
y= (H + ily’ - x, RH rE F,, BIG ICH — iI) o yi — KHH 
iI) yj， 即 对 一 切 z€ R 有 V x 一 dell 由 于 子 空间 VC) 
与 囊 等 距 , 故 它 是 完备 的 ,因而 是 对 的 《3.14.4)。 另 一 方面 , 对 于 
一 切 x€ F, HAH. y+ iy= z 3 H. y — y= TV: r 推出 


= TG V: D, 局 :一 二 (十 了 


这 表明 对 x€ Pi， 车 * 一 了 ,xz 一 0, 则 必 有 xz 十 了 .zx 一 0, 于 是 
x 一 0, 从 而 G) 5 Gi) 的 证 明 得 以 完成 


MERKEA Gi). RUA FERREE H HF 中 的 x, y, 


(15.13.4.5) (z|y—U.y)+ (z— U. alU. y) = 0. 
Ki #x—U -r= 0, 则 * 正 交 于 G。 又 因为 G 在 E 内 稠密 ， 
所 以 x+ = 90。 其 次 , 证 明 由 《15.13.4.3) 所 定义 的 及 是 Hermite 算 
+. 事实 上 ,对 G 中 的 x,y, YB r= xu — U:u,y= v —U:uv, 
Hh u, o 都 属于 F. 因为 (U .wlU .v) 一 (wlv), 由 此 得 到 


(H -x|y) = (iy Uw rm U v) 


一 并 (Za 人 一 (| + 63) 
=G — U: ulio +U. 6)) = GH. y), 


这 就 证 明了 刚才 的 论断 。 FERHEARD H (‰) 是 6 中 的 
AIL CAT EREA y, HEIFI (H - y) 收敛 于 点 re E WS 


£, = H - y, + iy, = 2:(1 — U)”: : y, 


属于 下 , 且 点 列 (z) KAF z = z + iy € F; 由 于 U 在 F 上 连续 ， 
从 而 (Q — U) > x, = 2;y, 所 成 的 序列 收 伊 于 6G 的 一 个 点 , 这 表明 
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yEG, E (I —U)-z=2iy. 男 一 方面 ,基于 同样 的 理由 ， 点 
(I+U)- x, = 2H - y, 所 成 的 序列 收 人 敏 于 (1 十 U) > z 一 2x* 因 此 
H - y = z, 这 表明 万 是 闭 的 . 最后， 若 z a 一口. u, Ap a € 
F, MJH + x = i(u 十 上 U4)， 而 验证 关系 式 了 .uw 一 U.w 是 简 
单 的 . 

《15.13.4.1) 中 定义 的 等 距 线 性 映射 7 称 为 万 的 Cayley 变 
起, 而 命题 (15.13.4) 使 得 对 于 Hermite 算 子 的 研究 归结 为 对 于 它 
的 Cayley 变 式 的 研究 ， 
《15.13.5) 保持 (15.13.4) 的 记号 ， 设 5 于 是 闭 子 空间 Fi 一 dom 
(V) 的 正 交 补 空间 (dom《V))+，EF 是 闭 子 空间 VC(FD) = -的 
正 交 补 空间 (7(dom(Y)7)+. 
《15.13.6) G) 子 空间 E GAMH, ER 是 使 得 H* r= ie QB 
应 地 , H* .x = —iz) BJ x € dom(H*) 所 成 的 集 ,而 domCH*) 是 
dom(H), Eš 与 Es EM. 

Gi) ë G* (相应 地 ,G7) ETEY 的 子 空间 , 使 得 它 在 E 上 
的 第 一 个 投影 是 EC 相应 地 , Em» 则 Gt 5 G- # EX EREA 
的 ,并且 T(H*) Æ T(H),G* 与 G7 的 Hilbert 和 。 

z€ Ek HHRH —H y€ dom(H), 都 有 

H- y + iyl) = 2U — VT y|z) = 0, 

BD (H : yla) = Cy (ix); 由 定义 (15.12.3), 这 意味 着 z € dom(H*) 
B H* -x= iz. W z€ Er, 推理 相同 ,只 须 注意 了 (FI) 是 当 ? 取 
jj dom (H) B H + y — iy RUR. 

设 * E dom(H*) 的 任 一 点 ,把 HH* - x + 这 分 解 为 它 在 正 交 
补 空间 dom(V) 与 E} LORK, RAH H*-rtir=H.y+ 
iy + z, 其 中 ye dom(H), z€ Ek; AF H'y =H" yA H". z 
= iz, {k z = H* z + izp HR z, = z/2i， 我 们 可 以 写 H* .x 
+ixz=H*.y+iy+H*.z +i $ m= x—y— A 
A H* - z, = 一 iz2, 因 而 z; t E85, 这 表明 domCH*) 是 dom(H), E} 
与 三 的 和 .由 此 推出 TCR) 是 TCH), G+ 与 G 的 和 。 

Gt ARH, C) 为 闭 的 事实 由 这 个 子 空间 是 EX E BU H) + 
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空间 T(H*) 与 使 得 y = ix (相应 地 ，y 一 一 这 ) 的 《x, y) 所 成 的 
子 空间 ( 它 显然 是 闭 的 ) 的 交 得 到 ,于 是 只 须 证 明 , G+ 与 G7 正 交 
F rH), B G+, G7 互相 正 交 .后 者 是 显 见 的 ,因为 按照 定义 ,有 
Cx ix) | Cers —ix)) = Cala) + Gz,| — iz) = 0, 
另 一 方面 , 若 xe dom(H), y€ Ez, 则 有 
(G, H -x)| G, —iy)) = Cely) + H + ly) 
= G|) + ;iG|R* - y), 

按照 定义 有 所 *' y 一 —iy, 所 以 我 们 又 得 到 上 式 等 于 0、 同 
理 可 证 G+ 与 T(H) 正 交 。 证 毕 ， 

《15.13.7) HI Hermite 算 子 媚 的 号 量 定义 为 数 俑 (m ny, JEE m, 
分 别 等 于 Ek, Es 的 维 数 ， 如 果 此 维 数 为 有 限 ， 否 则 令 它 等 于 
十 %。m 与 4 分 别称 为 开 的 正 亏 量 与 负 亏 量 . 

《15.13.8》 为 使 闭 Hermite 算 子 妃 是 自 伴 的 ， 必 须 是 只 须 它 的 亏 
E (0, 0), 换言之 ,必须 且 只 须 瓦 的 Cayley 变 式 是 西 变换 、 为 
使 五 能 延 拓 为 一 个 自 伴 算 子 ,必须 且 只 须 它 的 亏 量具 有 (mm) 的 
形式 。 

第 一 个 论断 由 《15.13.6) 立即 得 到 ， 另 一 方面 , 若 妃 是 自 伴 算 
子 4 的 限制 , 则 责 的 Cayley 变 式 了 是 4 的 Cayley FRU HRA, 
MURRE; TERENA Ez 一 U(E}, 因为 U 是 Hilbert 空 
Í] E J Bi IJ INI H SS EER Cn m) 的 形式 . 反之, 如 
果 歼 的 亏 量具 有 这 样 的 形式 , 则 存在 Hilbert 空间 E 的 自 间 构 U, 
使 得 在 dom(V) 上 ,UU 与 相同, 并且 UEH 一 E#( 因 为 两 个 维 
数 相等 的 有 限 维 Hilbert 空间 或 两 个 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 是 
闻 物 的 《6.6.2))， 由 于 过 是 马上 的 西 算 子 , E EEI- UTUS 
《 它 包含 don(H)) 在 内 称 密 ， 所 以 如 是 延 拓 互 的 一 个 自 伴 算 子 
的 Cayley ER, 

如 果 Hermie 算 子玉 的 闭 包 H** 是 自 伴 算 了 于 , 则 称 五 是 本 质 
自 伴 的 . 

《15.13.9) 例 ， 设 《e,) so 是 无 穷 约 可 分 Hilbert 空间 E 的 一 个 Hil- 
bert 基 , F 是 互 的 由 指标 ” 之 1 的 ,所 生成 的 闭 超 平面 ， 它 是 直 
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线 Ce 的 正 交 补 空间 记 U XF RE CSE, 满足 : 对 21, 
H U' -co 一 co- 我 们 证 明 1 — U' 的 象 C #£ EMS, 事实 


上 ,G' 含有 向 量 一 enn > 0), HË EDRR z 一 Dres 


所 有 向 量 en — enm > 0) 正 交 , 则 必 有 5m 一 Ea > > 0), A 
而 所 有 EG > 0) 都 相等 、 而 这 与 下 述 事 实 矛 盾 ， 若 对 一 牙 * 有 


名 一 0 D | 所 收效， 由 此 得 到 是 亏 量 为 (1,0) 的 一 个 


闭 Hormite 算 子 的 Cayley ZR AN H” = 一 H' 是 亏 量 为 (0,1》 
的 闭 Hermite 算 子 (15.13.6)。 可 以 证 明 , 存 在 亏 量 为 《(m, n) 的 闭 
Hermite 算 子 , 其 中 四 与 ?是 集 WU{Teej 中 任意 的 元 (问题 7). 

在 第 二 十 三 章 中 ， 我 们 将 借助 广义 函数 理论 来 研究 如 何 描述 
《15.13.2) 中 定义 的 Hermite WF H = iD 的 闭 包 . 在 那里 将 证 明 ， 
若 区 间 工 有 界 , 则 H** 的 亏 量 为 (1, 1); 若 了 上 有 界 而 下 无 界 , WJ 
为 (1, 0); 若 工 下 有 界 而 上 无 界 , 则 为 《0, 1); 最 后 ,着 1 = RW 
25 (0,0). 

定理 (15.13.6) 可 推广 如 下 : 

(15.13.10) 对 每 个 满足 .82 > 0 的 复数 1,dom(H*) IS H* ` x 
一 ix 《相应 地 ，H* -r 一 一 2x) 的 解 组 成 的 子 空间 EOAR 
W, E-A) 同 构 于 (相应 地 , ER). 

由 于 TCH*) 的 子 空间 G7 十 T(H) EEX EWE HR 
(15.13.6)， 所 以 H* 在 dom(H,) 一 Eg 十 dom(H) 上 的 限制 H, 是 
HRT. Q à= pt ir JER p, v HRR v> 0, 并 对 zx 一) 十 
z € dom(H,) (EI y € dom(H), z€ ER) 计算 |Œ — 21) : x， 
为 此 注意 ， 

CHi > xlr) = (H. y — iz|y + z) = (H y|y) 

+H. yla) 一式 zl — iel, 
HHT R* -z= —iz, ie (H yle) = (y|R* 2) = ila), i 
据 前 面 的 计算 与 ” > 0 的 假定 ,有 
(15.13.10.1》 I(H,— 44): al? — CH, — ul) + x + Plae 


* 74. 


+ iÇ ° £|) — GIB, ° z)) 

= ||; — al) + al? + |z] + ole 2 =l, 
ËQ F = Im(H, — 21), W H, — 21 BË dom(HO) 到 F 上 的 双 射 且 
EET (H -aD BE WL 2s [B] F 3| E KERRIER; 出 于 H 
是 闭 算 子 ,所 以 H, 一 11 也 是 闭 算 子 , 因而 得 知 (15.12.2) ERT 
空间 F 在 EE 内 是 闭 的 。 现在 证 明 ， 实 际 上 还 有 F 一 E. 注意 当 
4 一 时 此 论 央 为 真 。 为 此 只 须 证 明 ， 若 对 一 切 *e dom(H) 有 
《CH 一 iD) x12) 二 0, 则 必 有 二 0, 而 由 伴随 算 子 的 定义 (15.12.3)， 
首先 有 >xe dom(FY) ,又 对 一 切 *e dom(H) # (s| H} - z + iz)= 
0。 由 于 dom(H.) Æ E RRR ii HE - z + 加 一 0。 因 为 dom(P) 


Cdon (HRA 
dom{H¥) Cdom(H*), 


H Hf J H* 的 限制 , 因而 H* z+ iz = 0, WEZ, z€ Es. 然 
而 按照 定义 有 Escdom(F,), 所 以 
O = (a| CHY + iI) + z) = ((H, — i1) + zje) 
= ((H* — iD + afa) = —2ill=lË; 

直 此 最 后 得 和 到 z = 0. 

为 证 明 .Z 3 > 0 时 也 有 F = ,注意 到 如 果 这 个 关系 对 1 一 
如 为 真 ; 则 根据 (15.13.10.1)， 算 子 (H, 一 4,1)7! 处 处 有 定义 并 连 
续 , 且 有 


IH- a Ahl, 
i (15.12.11) 得 到 ， 对 |a — ul < lula Ch — aD 处 处 有 
定义 并 连续 ， 册 归纳 法 可 知 , 对 |: 一 (二 : | < (2Y - 
aD 处 处 有 定义 并 连续 ,而 因为 整数 “是 任意 的 ， 所 以 对 半 平 面 
4 之 0 内 的 一 切 4, 《Hi 一 11)-! REEN, 

这 样 , 我 们 就 对 满足 74 > 0 的 一 切 2 定义 也 上 的 连续 算 
+ AG) = (H, aD, 它 的 象 等 于 dom(Hi) Cdom(H*)， 直 于 
Gn 一 MDG) 一 六 所 以 对 满足 .Ze > 1,378 > 0 的 两 个 复数 
a, 8, 算 子 Kos 8) = GE, — al) A(8) = 1 + (8 一 的 4(8) 处 处 
有 定义 且 连 续 ; 又 算 子 4CP)CH 一 PD 在 domh) 上 是 恒 等 算 
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子 ,因而 有 
(15.13.10.2) KC(e, 8)K(0, y) = K(a, y), K(a,a) = l, 
故 算 子 KCa, 8) 是 可 逆 的 与 双方 连续 的 ， 

这 样 ,对 一 切 xe dom(H*), # KG, 2) ` z€ dom(H*),(H"— 
11) : (KG, 4) © E =(H* — DD * z + Q — D(H*—1DAQOD: a 
= (H*— il) x， 同样 地 有 (H*— D : (KG, i): z) = 
(H* — 11) xz。 这 表明 KG, 1) 是 Ek A E* Q) 上 的 双方 连续 双 
射 。 对 Ea) 可 作 同 样 的 推理 。 


fal 题 


1) 可 分 Hilbert 空间 E 上 的 无 界 自 伴 算 子 五 称 为 单 的 ， 如 果 存 在 ze 
dom(HH)， 使 得 向 量 F” + x(n2.1) 属于 dom(H) HE dom(H) 内 形成 一 个 全 
+. 

a) REAK khu, MEER HAREM r tLe) 到 三 上 的 同 
构 了 ,使 得 = TM,T, Rh M, ER LEC) 中 的 函数 a5 的 类 的 
乘法 ,因而 子 空间 dom(M,) 由 使 得 EE) 为 平方 上 可 积 的 函数 je Lee) 
的 类 所 构成 .( 利 用 15.12 问题 ,考虑 有 界 算 子 91,CH), Rp heleni], 
n€ Z.) 

b) PER ERAR E IE RERS Eep) 的 类 下 使 得 š == 
MJ + E(n2e0) 属于 dom(M,) RE 1¿(n) 内 形成 一 个 全 子 集 ，( 设 1€ Ce) 
是 使 得 


f Aeey deC) = 0 

对 一 切 非 负 整 数 * 都 成 立 的 函数 ， 则 作为 测度 f - 的 正则 化 的 任 一 连续 范 
数 C14.110)P — oG + H) KFR LR Lebesgue 测度 正 交 于 所 有 函数 E> 
Ea- BREESE MERN 1， p = 0, 于 是 1 关于 上 等 价 
Fo. 

D 如 果 反正 交规 范 化 过 程 (6.6) 应 用 于 向 量 和 (>0)， 就 得 到 TH) 
的 一 个 Hilbert 基 (ov。 其 中 是 形 如 PS)exp( 一 入) 的 硝 数 的 类 , Pa BE: 
完全 确定 的 次 实 系数 多 项 式 , 且 其 次 项 系数 大 于 0. 由 此 推断 , 若 令 or 一 
Olp oo)， 则 当 |m 一 9|>1 时 有 aos = 0, B usntt>0， 为 简单 起 见 ， 令 
s= ao bh = ost = ars PREM T M, 关于 Hilbert gh (2) RESER 
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是 Jacobi BRE 


a b 0 0 

Ba 0 
G) 1=]|o bhon 5, 

9 0 5 m e 


d) 设 v 是 关于 上 以 apr) 为 密度 的 测度 ,对 s>, + 
a= feao 


O 967, B 13.20 问题 3) 对" RATER ARE o= 1， 如 果 
fE Gram 行列 式 (6.6 [AIE 3) 


“ 


(2) p=| % cad (n>0) 


* cp 


G Ge Crm 
《这 些 行列 式 全 部 大 于 0), 则 有 PE) = 1, HH n> 1 4 
Ca G — Ca 


€ G * Caps 


G) P.E) 一 H 
1 £ == 9 

此 外 还 有 

G b= 


°) 反之 ， 对 尽 上 的 每 个 (有 界 或 无 界 ) 正 测度 1, 试 证 算 于 M,《 它 一 般 
是 无 界 的 ) 是 自 伴 的 并 且 是 单 的 ， 

2) 肥 之 ,给 定 Jacobi 矩阵 J (ME 1 中 的 公式 (1)), 其 中 “是 实数 ， 加 
是 正 实数 ,此 外 不 加 任何 别 的 条 件 ， 设 (eso 是 Hilbert 空间 于 (5.5) 的 典 
则 Hilbert 基 ， 我 们 如 下 地 定义 Hermire WPH: 它 的 定义 域 等 于 Le 的 由 
区 (有 限 ) 线 性 组 合 所 生成 的 子 空间 5, 且 令 

H + e, = Boca + a, + Daen), 

约定 *- = 0, b, = 0, EERME KRME RIEA H u Hernie 算 
+ nb. 

a) 设 5 EARR = 21 y, 是 He 的 对 应 于 特征 值 8 的 特征 向 量 ， 
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试 证 必 有 = Ps) 其 中 P。 是 4 次 多 项 式 , 它 由 下 面 的 北 推 公式 确定 : 
P(E) = 1, 
a) bP E) = (E — HPE) 一 bebealb), nL, 


由 此 推 时 ,如 果 对 某 个 满足 45x0 的 Eee 有 D PEL, Ml 


互 的 亏 量 等 于 (1,1); 在 这 种 情形 下 ,关系 式 > IGO <+ 对 于 满足 
IEA 的 一 切 & 成 立 .在 相反 的 情形 下 ,的 亏 量 等 于 (00)， WAZ HË 
自 位 的 《采用 上 面 所 作 的 比较 随便 的 语言 ) 在 这 两 种 情形 下 ,都 存在 互 的 自 
PEHE. 

b) 设 F 是 多 KR) 的 由 复 系数 多 项 式 组 成 的 子 空 间 试 证 在 F 上 存在 唯 
一 的 线性 形式 ar, 使 得 

yÇ PaPa) = Em 
G,, 是 Kronecker R). (注意 若 一 个 多 项 式 可 写成 RS 的 形式 , Eh R = 
D op S= 已 opPp 则 应 有 cr(RS) 一 D) nop 这 就 证 明了 ap 的 唯一 
7 n 7 

性 。 为 证 明 存在 性 ,只 须 证 明 ， 和 如 果 把 乘积 V) = (z 一 ROSC) 写成 
(Kz — RESES ROEN CE 一 CAEROG E 是 任 一 复数 )， 
则 从 这 两 个 秉 积 出 发 计算 <r(2) 必 给 出 相同 的 值 ;为 此 归结 为 R 与 5 都 等 于 
某 个 巴 的 情形 并 利用 关系 式 (1). 》 

°) 由 中 推断 , 在 及 上 至少 存在 一 个 有 界 正 测度 v, ERR CO0) X 
于 ”是 可 积 的 且 可 延 拓 为 线性 形式 ar， 使 得 Ca) 成 为 Lr) 中 的 一 个 (不 
一 定 是 全 的 ) 正 规 正 交 系 《利用 13.20 问题 5)， 所 有 这 样 的 测度 都 具有 同样 
的 cj 

a= fewo (>0); 

ENa a 5 b (o<i<s 一 D ERREARI HELE) 作为 “的 函 
数 由 问题 ! 中 的 公式 (3) AH. 

d) Ho 中 定义 的 每 个 测度 v, E SoA, 可 以 写 


二 PODAC) = OE) + 66808), 


其 中 
(2) o6) = |a), 
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是 次 数 不 大 于 ”~ 1 的 多 项 式 ,而 


(3) me | EO, 


BERR REA, 有 


D E OKE) A we <| EG e EET, 


为 使 (4) 中 等 号 对 于 满足 .95 关 0 的 某 个 & 成立 ( 此 时 等 号 对 所 有 这 样 的 
吉成 立 )， 必 须 目 只 须 多 项 式 在 LO) 内 形成 一 个 疝 密 集 . 《为 证 明 所 述 条 
外 是 充分 的 , 试 证 由 此 可 以 推出 , 若 函 数 z € Sk (v) 与 所 有 多 项 式 正 交 ， 则 对 


seot [ERLO 一 0, 并 且 利 用 14.11 问题 16.) 


3) a) 假定 与 记号 同 何 题 2, 考虑 两 个 复数 序列 Cy。)}, (zn), TIRER 
EXA 


a) Ayn = bayar + aya 二 和 yoi 
2) Bla = b, Za, + asa 十 Drsnts 
(4, 上 是 任意 复数 ), 试 证 


G) G — A) 5i yaza 一 b, ((ys :za 一 Yatai) — b, Om :me — Vama) 


b) DENAR 
(O) By (AOLA) — PAJO, aCA) = z1 


(证 明 9:2) RE (123; 
(5) G —2) š PAYPA) = Ba (P, .GDP,(n) — P/(A)P,. (u) 
(Christoffol-Darbouz 公式 ); 
(Q) > COG = ba Pa- ANEKA) — PADEL QD). 
c) 对 于 满足 44>0 的 复数 4, UK GQ) 为 使 得 
号 ep + OW): <= 


的 复数 ww 所 成 的 集 , 试 证 Kx(2) 是 包含 在 半 平 面 ve>0 内 的 闭 融 意 ,其 圆心 
为 


,179， 


Qe A) zo: — QP, A) 
PGP, (5 一 Pe 


u 1 


A 
PLON 


Fon 


半径 为 


3 


KAA 的 边界 是 当 RAR A 


w, 2 2A) 0 1) 
aD e RS 


BOR89 8889104, 我 们 有 KM)C Ke(4)， 且 这 两 个 贺 盘 的 边界 有 公共 点 - 
如 果 
z IPKA)|? = 十 coy 


出 这 些 贺 盘 的 交 KD ERAR ;而 在 相反 的 情形 下 ,这 个 交 是 以 
1 1 


Te 
PZO 


ws 


为 半径 的 回 盘 . 

d) 试 证 下 而 三 个 性 质 是 等 价 的 : 

a) 由 Jacobi EBE 了 导出 的 算 子 二 是 自 位 的 。 

8) 存在 延 拓 线性 形式 ar 的 唯一 的 正 讽 度 "《 换 言 之 , 时 于 序列 (cr) 的 
“年 同 题 "存在 唯一 解 ). 

Y) WE #4>0 的 某 个 4 集 KA) 是 单 点 集 ( 因 而 对 满足 44>0 的 
一 切 %, K,(A) 都 是 单 点 集 )- 

(为 证 明 8) 与 7) 等 价 ， 考 虑 从 了 中 去 掉 指 标 大 于 ”的 行 与 列 后 所 得 到 
的 # 阶 矩阵 Ja, 并 在 空间 C" 中 考虑 相应 的 问题 ,然后 取 极 限 .》 

<) 若 d) 中 所 述 条 件 满足 , 则 所 有 P, 在 +G) 内 形成 一 个 全 子 集 . 

4) 保持 问题 2 与 3 中 的 记号 , 试 证 ， 若 对 于 序列 《cy) 的 矩 问题 有 两 个 


不 同 的 解 ， 则 对 siso, B 2 PI 与 2) 1214》: 收效 (利用 问题 


2 的 公式 (4))。 
由 此 推断 ,在 下 述 每 种 情 卢 下 , 矩 问题 只 有 唯 … 解 : 
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> > 去 ~ + oo 《利用 问题 3 中 的 关系 式 (人 ). 


b) £ gel = +o (利用 关系 式 


PAOLA) — P, GD0.(2) = Lg). 


babasi 
°) 存在 有 限 数 +, 使 对 一 切 *， 有 
Bt Bt, 
《注意 当 和 4 二 + 时 , 何 题 3 中 的 方程 (1) 可 写 为 
ph — Ya) — Enn — yaa) = G — bx, — da — Daas 

由 此 推断 序列 《8Xr)) 是 正 数 的 递增 序列 .) 

5) a) F (mm) 是 正 数 的 收效 序列 试 证 Carieman RER 
为 此 写 utse, = (mauusav ntn) + YY, 其中 as; ao 待定 ,并 
利用 几何 平均 不 等 式 (13.8 问题 14)。 

b) 记号 与 问题 2 相同 , 试 证 若 


Da" e oo, 


= 


MH SVÉ98F1E Ron. (Carieman 准则 )。( 注 意 
abab | EDJ = | PRCO), 


由 此 推出 65 eebe SV an RARA a). 

6) RHEAERAERTE 1), WE don(H) AENEA FARE 
的 闭 子 空间 具有 dom( ANECA) 的 形式 ,其 中 4 是 的 普遍 可 测 于 集 ,E( 4) 
是 E 的 闭 于 空间 , 它 是 B 在 正 交 投影 算 子 paH) FOR. (AAEE 34) 与 
30), ERIRE RA M, 的 形式 ,其 中 v 是 及 上 的 有 界 测 度 ， 它 使 得 多 
顶 式 所 成 的 集 在 ECv) AME.) 

7) 利用 亏 量 为 (1, 0) 或 《0, 17 的 闭 Hermite 算 子 的 存在 性 (15.13.9)， 
给 出 亏 量 为 任意 (m, n) (m, n 为 非 负 整数 或 + 吕 ) 的 闭 Hermie WF f Pi 
+. 

8) A Hilbert 空间 E 上 的 共 思 定义 为 E 到 自身 的 一 个 半 线 性 双 射 CC 因 
而 Cr (az + By) = aC + z + ÂC < y), WWE CC + |C - y) = G|) Sç: = 
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€. Wib # E 上 的 闭 算 子 与 可 交换 (这 就 蕴涵 C(dom(T))Cdom(72), 
B.# dom(r) 在 E 内 称 密 , 则 Cc 与 7* 也 可 交换 。 由 此 推断 ,着 Hermite 算 子 
与 6 可 交换 , 则 CCR) = Ea, 因 市 日 的 亏 量 相等 .特别 应 用 于 下 述 情形 ; 
EREE Hilbcrt 空间 E 出 发 通过 纯 昌 扩张 得 到 的 。 刀 是 定义 在 Be 的 一 个 
处 处 稠密 子 空间 dem(R。) 上 的 无 界 算 子 H EE 上 的 延 拓 ,市 H 满足 对 
dom(Ho) 中 任何 z, y, A (Ho + z|y) = (a| Ho + y), 

9) WIERA Hermite SUT H AE BCEE EA y € don( 8), fE 
在 ze dom(H), $18 H* «y = H + z, HERBA z = s), 

10) 设 E 是 万 穷 维 可 分 Hilbert 空间 . 

a) H E HEERES] (a), 由 所 有 < 生 减 的 向 量子 空间 ( 即 这 些 =, 
的 (有 限 ) 线 性 组 合 所 成 的 集 ) 不 等 于 E (参阅 (12.16.1))、 

by 试 证 在 E 内 存在 两 个 Hilbert A (as), (5b)、 使 得 由 这 些 m 与 名 分 
别 生成 的 向 量子 空间 了 与 6 满足 FnG = (0), (从 任 一 Hilbert 基 (as) 出 
发 , 先 利 用 a) 归纳 地 构造 一 个 全 序列 《co)。 Va uq Sasa 司 
6 满足 FNG = {0}。 然 后 对 C) 进行 正 交 规范 化 . 》 

<) 设 Hilbert 3& (aQ) $5 Cha) RA b) AINERE Er LABR T 
紧 自 伴 算 子 4, B， 它 们 分 别 下 24: = Xres 5 B. by 一 和 各 所 定义 ， 其 中 
《jw) 是 趋 于 0 的 正 数列 。 试 证 能 够 迅 出 序列 (4,), 使 得 4CE)N BE) = (0). 


《通过 眼 纳 枝 先行 : 设 s. E F En D sum (其 中 D lad = D 的 点 
台 名 


所 成 的 集 ,>0 是 S, BIE Bas b, +t 和 所 生成 的 子 空间 G, OIER JAR 
指标 大 于 "的 je, 使 得 Juci d WEEER O 为 心 ,以 1 AH 
RRR AUNE) = {0}.》 

4) AF4, 3 是 单身 ;因而 4-+, 3- 是 两 个 自 伴 闭 算 子 (问题 8)， 满 尼 
dom( A I Ndom(B™) = 40}, 

e) 由 由 给 出 E 上 的 自 伴 算 于 太 与 西 第 子 林 的 例子 ,使 得 0? = 1e, doni 
(H) Ndom(U HU) = (0. (E = F@s,U + (s, y) = (>, *), 有 在 5 的 一 
个 因子 空间 上 等 于 4- 而 在 另 一 个 上 等 于 8，, 其 中 4,B 的 定义 如 上 .》 由 
此 导出 亲 算 子 的 例子 ,使 得 dom(z) 处 未 向 密 ,但 dos( T) = 0, 

11) 设 了 是 可 分 Hilbert 空间 E 上 的 闭 算 子 ; 使 得 Im(7 — E 非 闭 的 
ë e C 所 成 的 集 称 为 了 的 本 质谱 ,这 是 了 的 谱 的 一 个 子 集 . 

*) 试 证 着 N 是 王 上 的 无 界 正规 算 于 ， 则 SPCN) 的 任何 孤立 点 者 不 属于 
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人 的 本 质谱 (车 1 是 S(R) 的 孤立 点 旦 M 是 {4} 在 SPCN) 内 的 余 集 , 试 证 
ImN 一 如 ) 是 E 在 投影 算 子 * 一 p (N) (15.12 疝 题 7) 下 的 象 ， 为 此 注意 
存在 在 C 内 连续 且 有 界 的 函数 妃 使 对 一 切 ?E P(E), AIN). y € dom(N) 
与 人 一 30D e CN) y) = y.) 

b) 及 之 ， 试 证 对 上 的 任 一 无 界 自 伴 算 于 4, 不 属于 4 的 本 质谱 的 点 
2 € SPA) 在 SpC4) 内 是 孤立 的 且 是 4 的 特征 信 ; 因 而 4 的 本 质谱 是 sp(4) 的 
ENTAR, (归结 为 4 一 0 的 情形 , 并 利用 15.12 问题 1 归结 为 Ker(4)= 
{0} 的 情形 ,证 明 此 时 0 是 关于 4 的 正则 值 ;然后 利用 (15.12.11).》 

°) 对 于 亏 量 为 (m, n) 的 闭 Hermite FH, m> 0( 相 应 地 ,a>0)， 
则 SKH) 包含 半 平 面 .gz 关 0( 相 应 地 ，.zx<0); 而 上 的 本 质谱 包含 在 尽 内 . 
# m 5 n 353818 EE H, ESRESIH BSI Hermite WF, RHI ,的 本 质谱 
相同 C15.12 INE 1). 

12) 设 如 是 可 分 Hilbert BEJE EDER Hermite 算 子 . 

3) iË H, hk H* 在 于 空间 dom(H,) = dom(H) + KexH*) 上 的 限制 , 试 
证 H, 是 Hermite F, 

b) 试 证 着 Im(#) 在 E 内 是 闭 的 ; 则 H, 是 自 伴 的 .〈 若 x= € dom( zt), UE 
明 Ht + z ERUF Ker(H*), A BY + z € Im(H) (5.12 问题 lc)) 由 此 推断 
* € don(R,), E HRADE FERR TH HENRO 9k ENGE 
相等 . 

c) 试 证 ES, GARI, Ea, )CC15.13.6) 中 的 记号 ) 是 Ef CHOE, Ep5 
Ker(H*) 的 正 交 补 空间 的 交 .由 此 推断 ,如 果 存 在 不 属于 万 的 本 质谱 的 Xe R, 
且 如 果 五 的 亏 量 (必定 相等 )》 具有 一 个 有 限 值 =, 则 KerCH* — U) 具有 不 小 
于 的 维 数 . 

d) 假定 右 是 闭 的 ,x 是 8* 对 应 于 实 特 征 值 +4 的 特征 向 重 , 令 x = =+ 
y ++ => Fr wo € domCH), y € Ef, = € Eg, WWE fri = fel CEA a= 0 的 
情形 ). 

O) BEHEAN A 是 及 中 不 属于 为 的 本 质谱 的 点 ,又 假定 叉 的 亏 量 等 
于 一 个 有 限 数 m, 并 且 dim(Ker(8 一 7)) 为 有 限 且 等 于 于 , 则 dim(Ker( He* 一 
ADD 等 于 m + k, 《可 以 限于 和 = 0 的 情形 。 36JR B Ker(H) 的 正 交 补 空 
和 阅 上 的 跟 制 从 而 归结 为 《 = 0 的 情形 。 于 是 利用 假定 Ker(H*) N dom(8) = 
{0}, 由 d) 推出 KerCH*) 的 维 数 不 可 能 大 于 m; ip Bj c) 作出 结论 ,) 

13) WRH EM Hermie 算 于 ;其 乞 量 等 于 同一 个 有 限 数 m. 

D 设 ? 如 (15.13.4) 那 样 定义 , 唱 五 的 自 伴 延 折 4 具有 4 = (+ D) 
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O-U)" 的 形式 ， 其 中 心 是 延 拓 了 的 一 个 下 算 子 且 使 得 U(Eb) = Es; 因 
而 dom(4) Æ dom(H) 与 子 空间 G 一 VER) 的 直 和 ， 后 者 包含 在 dom(H*) 
内 且 具 有 维 数 m. 

b) 为 使 实数 和 是 五 的 自 俘 延 拓 4 的 特征 值 ,必须 目 只 须 1 是 H* 的 特 证 
依 ( 利 用 问题 124))。 试 证 , 82 € R RER DREH WAHE H A HHEH 
4, 使 得 和 不 是 4 的 特征 值 .〔 利 用 问题 1247 55 e), 并 适当 选择 a) 中 的 西 算 
Tu.) 

c) 假定 汪 > 0? 试 证 对 每 个 4< R, 存在 # 的 自 伴 延 拓 4， 使 得 和 4 属于 4 
的 谱 , 《注意 ， 若 对 于 瑟 的 自 伴 延 拓 4 有 4 Sp(44)， 划 由 问题 12e) 与 问题 
11c) 得 知 4 是 8* 的 特征 信 . 

q) ÜA, 4, 是 五 的 两 个 自 伴 延 拓 。 若 P ORR, P) 是 i GAMS, 
ER) 上 的 正 交 投 影 算 子 ; 试 证 连续 算 子 了 一 《4 + iy: — (4, + i)” 满足 
D = P D = DP+, 因而 它 的 秩 等 于 ” GOR E B x. = (A. + l) ' s y, 
W| x, € dom( 8") B. y = (B* + il) + x), 

14) E 上 的 无 界 闭 Hermite 算 子 号 称 为 上 (相应 地 , 下) 高 界 的 , 如 果 存 
在 实数 c, 使 对 一 切 x e dom(H),# (H - x|x)< eCa] x) (相应 地 号 ,=|z) 关 
sjs))。 忆 称 为 正 Hermite 算 子 ,如 果 对 一 切 *e dom(H), 有 (CH + z |a) 
0。 五 为 上 (相应 地 ， 下 ) 有 界 等 价 于 存在 cE RR， 使 得 of 一 H GHE, H 一 
d) 是 正 的 。 

a) BER Æ E EREM Hermite WF ,dom(H) 上 的 Hermite 形式 Kx) 
=G +H. a)y) 使 这 个 空间 成 为 准 Hilbert ÆW, BEURE Hilber 空 
Jal G 的 处 处 稠密 子 空间 . 试 证 dom(H) 到 五 的 典 刚 单 射 ; 可 以 连续 延 拓 为 @ 
BERAR MAN G ESAT EHATE RIE G EAR 
记 作 Kz, y). REFE ERGEG AE Hilbert 空间 ) 的 连续 线性 映射 By 
使 对 任何 *E E, y € G, 有 (rly) = ICB + x,y); E B BYE E SJ E WSH, 它 是 
正 连 续 自 伴 算 于 ,其 范 数 不 大 于 HWE (B. z|z)> B+ =P, H y e 
dom(H) 有 BE + H)+- y = y. MIHE 4 = B 一 了 是 大 于 或 等 于 0 的 无 
界 自 伴 算 子 使 得 dom(4) = BE), HAHH. H JS IRS. 

b) 假定 所 的 亏 量 等 于 同一 有 限 数 m, 试 证 对 于 互 的 任 一 自 伴 廷 拓 4,, 
SKA) 与 ] 一 oo3:0[ 的 交 由 4, 的 特征 信和 组 成 ， 这 些 特 征 值 的 总 数 ( 接 照 它们 
的 重 数 计数 ) 不 超过 w。( 对 于 包含 在 ] 一 cp;0[ 内 的 每 个 紧 区 闻 了 证 时 了 在 
BERF o4) 03.12 问题 7) 让 的 象 包含 在 doum( 4.) 内 且 不 可 能 有 大 于 
式 的 维 数 ,否则 它 含有 属于 dou(H) 的 一 个 向 昌 z = 以 问题 13a)》， 证 明 这 
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个 结论 与 妖 的 正 性 相 有 矛盾. 

15) 设 #H 是 E 上 的 闲 Hermite AJ SEA (z, a), AN-N 
28 (a,r), REH Æ Hiber 和 E 四 BE 上 的 无 界 自 伴 咎 也 4 在 三 上 的 限制 . 

16) a) kG RERA 8: || <1 内 解析 的 函数 是 在 该 圆 意 内 有 2G(z)> 
0, 试 证 在 B x B 内 ,函数 

Ku, e) = (CCU) + C/C — P) 
是 正 型 的 (6.3 问题 4). 《利用 14.11 问题 18.) 

b) 设 F 是 在 半 平面 Di;vs> 0 内 解析 的 函数 , 且 在 呈 内 有 ZF(=)>0, Á 
ERR KC, z) = (EC) — FJ) Cu 一 5) 在 D x DD 内 是 正 型 的 (把 D 保 角 
KREMA E HRI a) 

c) 设 5 是 半 平 而 4s>0 的 一 个 无 穷 可 数 子 集 , 对 0<p< zj2, 以 CCP) 
记 这 个 半 平 面 内 由 2| 所 (94*) cos p 所 定义 的 角 出 形 。 假定 存在 5 中 的 点 
列 (0,)， 这 些 点 均 含 于 某 个 集 CCgo) Ps B (0,) 趋 于 0。， 设 f 是 s 到 半 平 面 
I> 的 一 个 映射 。 为 使 存在 定义 于 半 平 面 Fx>0 内 的 解析 函数 F, 使 得 
REF f, 在 该 平面 内 #5(z)>0 且 |F(z)/=| 在 每 个 集 CC(2) 内 有 界 , 必 须 且 只 
须 f 满足 下 面 两 个 条 件 : EA OON) AR AR 


K EO 


ES x §S 上 是 正 型 的 (为 证 明 这 些 条 件 的 充分 狂 , 注 意 存在 可 分 Hilbert 空间 
E s B] B RRA e—u,, WAC) = (w, |w)(6.3 问题 8e)), 我 们 还 能 假 
定 这 些 w 所 成 的 集 是 E 内 的 金 于 集 。 证 明 此 时 序列 (s..) EE ARB SS 
收 但 于 点 (利用 (12.15.7.1) 与 (7.5.5)); 对 一 切 s€ S, H Ceru) = 
Ks. REEE 上 的 无 界 Hermite WF B, 使 对 一 切 €5, 有 

Ho u, = (u, — w)/z; 
利用 癌 题 15， 证 明 存 在 包含 E 的 Hilbert 空间 如 与 扩 上 的 无 界 自 伴 算 子 4, 
使 对 wz > 0， 函数 

FCE) = CE — zÁ) e s|) 

满足 问题 中 所 担 的 条 件 ; 对 此 ， E r= G — =a) t + ma 证 明 wF(s) = 
Gl), EX ECA losllsin ps les).) 
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R 引 


本 索引 按 首 宁 画 数 排列 。 首 字画 数 相同 的 , 按 起 笔 笔 形 一 | J > 7R 
序 排列 ,同一 单字 起 首 的 术语 按 字数 顺序 排列 ;字数 相同 的 ， 按 第 二 字 的 六 
数 排列 。 外 文字 母 起 首 的 术语 排 在 最 后 - 


一 般 点 《point générique): 12.3, 问题 5 
一 维 环 面 《tore à une dimension): 14.2 


二 E 
几乎 处 处 《presque partout):13.6 
几乎 处 处 有 定义 [函数 ) (définie presque partout(fonction)): 13.6 


几乎 处 处 连续 的 (函数 ) Continue presque partout (fonction)): 13.9, 问 题 6 
几何 平均 不 等 式 Cinégalité de la moyenne géomérique): 13.8, 税 题 14 


= E 

号 量 ( 无 界 Hermite WFH) (défaut (d'un opérateur hermitien non borné)): 15. 
13 

下 包 络 ( 实 值 函 数 族 的 ) (enveioppe inférieure (d'une famille de fonctions numéri- 
que): 12.7 

下 积分 Gntégrale inférieure): 13.5 

下 半 连 续 (函数 ) Csemi-continue inftricurement (fonction)): 12.7 

下 有 界 的 ( 实 秆 函数 ]《minorteKfonction numërique)): 12.7 

FARN (Hermite WF) (minort (optrateur hermitien)): 13.13， 问 题 14. 

FERENCRE) (rtgulariste semi-continue inférieurement (d'une fonc- 
dion)): 12.7, 问题 8 

下 Minkowski 面积 (aire minkowskienne inférieur): 14.3， 问 题 10 

上 包 络 ( 实 值 函数 族 的 》 (cnveloppe supéricure(d'une famille de fonctions numéri- 
qu.s)): 12.7 

上 积分 (intégrale supérieure): 13.5 

上 半 连 续 ( 范 数 ) (semi-continue supérieurement (fonction)): 12.7 

上 有 堆 的 ( 实 俏 函 数 ) (majorte(fonetion numérique)) 12.7 

LERH (Hermite WF) Cmajoré Copérateur hermitiea)): 15-13, 问题 14 

上 Minkowski HR (aire minkowskienne supérieure): 14.3, 问题 10 

广义 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée): 13.11 

于 空间 (sous-espace): 12.2 
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么 分 支 (拓扑 群 的 》 (composante neutre (d'un groupe topologigue)): 12.8 
ANGE) (unimodulaire (groupe)): 14.3 


四 = 


支 党 (函数 的 )] (support (d'une fonction)): 12.6 

EREK) (support (d'une mesure)): 13.19 

TANEH (natrice infinie): 15.4 

ERAF 《opérateur non borné}: 15.12 

ERRA 《algebre sans radical): 15.2， 问 题 7 

FÆ (ensemble ouvert}: 12.1 

RTAC) (irréductible Gdempotert)): 15.8 

RTH (ensemble irréducible): 12.3, 问题 5 

不 可 分 解 的 (连通 紧 空 间 》(indécomposable (espace compact connexe)): 12.9, fa) 
ams 

REER) (incompressible applicatian3: 13.9, 问题 11 

不 可 约 空间 《cspace irrtducubte): [2.3， 问 题 5 

不 变 测度 (在 群 作用 下 ) mesure invariante (par l'opération d'un groupe): 14.3,f8] 
m2 

EGRE) Cetrangères Cinesures)): 13.18 

OE -T-GB8809-F-38803) Ccentralisateur(d'une partie d'uo groupe)): 12.8 

内 点 《point intérieur}: 12.2 

内 测度 ( 集 的 ) Cmesure intérieure (d’un cnsemble)): 13.5 

内 自 疝 构 ( 拓 扑 群 的 ) (automorphisme intérisur (d'un groupe topol>gique)): 12.8 

内 部 函数 《toncuen intéricure): 15.3, 向 题 12 

从 属于 (一 个 枫 盖 的 单位 连续 分 解 XCpartition de Lunité)subordonate (a un recouv- 
rement));: 12.6 

分 部 积分 《inttgration par parties}: 13.21, 问题 6 

分 离 拓 扑 (tepologie séparée): 12,3 

分 离 空 间 (espace séparé): 12.3 

反 群 (opposé (groupe)): 12.8 

BE (bitraceY: 15.7 

ARE (décalage bilatéral): 15.11, 问题 15 

以 上 为 基 的 测度 Cmesure de base p): 13.13 


五 = 


平移 Gransiation): 12.8 

平移 (函数 的 测度 的 ) Cranslatée (d'une fonction, d'une mesure)): 14.1 

平凡 作用 Copération triviale): 12.10 

HIKS Cconvergence en moyenne): 13.11 

PRHE (topologie chaotique): 12.1 

平移 不 变 的 (函数 ) Cinvara:e par trans lation ((onction)): 12.9 

MHARA (fonctioh de carré intégrable}: 13.11 

半 均 值 不 等 式 Cinégalité de la moyenne): 13. 12 

EFEMER Hermite MFH) (déiaut positif (d'un opérateur hermitien non bo- 
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1né)): 15.13 

正则 化 (测度 的 》Ttgulariske (d'une mesure): 14.11 

正则 点 (关于 一 个 保 测度 变换 的 ) Cpoint régulier (relativement a une transformation 
conservant une mesure)): 13.11， 问 题 11 

正则 值 (无 界 算 子 的 ) (valeur régulière (d'un opérateur non boroé)): 15.12 

正则 估 ( 赋 范 代数 的 元 的 )(valeur régulière (d'un élément d'une algèbre normée)): 
15.2 

正 闪 元 (对 合 代数 的 ) Clément normal (d'une algèbre involutive)): 15.4 

IEAB (mesure positive): 13.3 

正常 的 ( 闭 B 38) (propre (sous-B-module fermé)): 15.3, 问题 15 

正则 表示 (représentation régulière): 15.8 

正 闪 化 子 ( 子 集 的 》 (normalisateur (d'une partie)): 12.8 

正规 算 子 (无 界 的 (opérateur normal (non borné)): 15.12 

正常 作用 《optre proprement): 12. 10， 问 题 1 

ERRH (application propre): 12.7, 问题 2 

正 自 伴 算 子 (opérateur autoadjoint positif): 15.11 

正规 正 交 的 (函数 序列 ) (orthonornmle (suite de fonctions)):13.11, 问题 7 

正 线性 形式 〈 对 合 代 数 上 的 ) (forme linéaire positive sur une algèbre involutive): 
15.6 

正 交 投影 算 子 《proiecteur orthogonal): 15.5 

JE Hermite JR Copérateur hermitien positif): 15.13, 问题 14 

E Hilbert 形式 (forme hilbertienne positive): 15.6 

325 PUWCT- (opérateur non nécessairement borné): 15.12 

本 质谱 Gpectre essentiel): 15.13, 问题 11 

FHA RRR) (essentiellement bornte (fonction)): 13.12 

本 竹子 空间 (sous-espace essentel): 15.5 

本 质 自 伴 的 ( 死 界 算 于 ] Cessenticliement auto-adjoint (opérateur non borné)):15.13 

右 作用 ( 群 在 案 上 的 )》 (action à droite (d'un groupe dans un ensemb]e)): 12. 10 

有 不 变 的 ( 极 数 )》 (inyariante à droite (fonction)): 12.9 

EREEREER) (mesure invaviante À droite (sur un groupe)): 14.1 

ARRIEN (distance invariante à droite): 12.9 

APJA (convolabie à droite): 14.5 

Æ Cauchy 序列 (可 度量 化 拓扑 群 中 的 ) (suite de Cauchy à drorte (dans un grou- 
pe topologique métrisable)):12.9 

右 Haar 测度 (memre de Haar à droite}: 14. 1 

左 作用 ( 群 在 集 上 的 ) (action à gauche (d'un groupe dans un ensemble)): 12.10 

左 不 变 的 (函数 ) Cinvariante À gauche (fonction)): 12.9 

左 不 变 测 度 ( 群 上 的 ) (mesure invariante à gauche (sur un groupe)): 14.1 

左 不 变 距离 (distance inyariante à gauche): 12.9 

ETJ] (convolable à ganche): 14.5 

在 氢 不 变调 度 mesure quasi-invariante a gauche): 14.3， 问 题 4 

Æ Cauchy 序列 (可 度量 你 拓扑 群 中 的 )(suite de Cauchy à gauche (dans un grou- 
pe topologique métrisable)): 12.9 

Æ Haar RE (mesure de Haar à gauche): 14.1 
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可 比 的 ( 拓 扯 ) Ccomparables(topologies)): 12.1 

训导 约 (关于 单 参数 子 群 Xdkrivable(pour un sousgroupe à un paramètre)): 14. 11, 
问题 12 

可 约 的 ( 竺 等 元 ) rtductible (idempotent): 15.8 

SJEFER (opère transitivement); 12.10 

ATERI) (compressible Capplication)): 13.9, 问题 11 

可 逆向 量 《veceteur récurrent): 12.15, 问题 11 

可 卷 积 的 (测度 )》 (convolables (mesures): 14.5 

可 卷 积 的 (测度 与 副 数 》(convoabfes (mesure et fonction)): 14.8 

TAARAH) Cconvelabies 《fonctions)): 14.10 

MFR, PATR (partie mesurable, partie u-mesurable): 13.9 

TJR At H 可 测 映 射 《app lication mesurable, application p-mesurable): 13.9 

可 积 子 集 (panie intégrable): 13.7 

TRER, PARER (fonction intégrable, fonction jp-inttgrable): 13,7 与 13.10 

可 忽略 子 集 ,上 可 忽略 子 集 Cpartie négligeable partie p-négligeable): 13.6 $5 13,16 

TARR AAN (fonction négligeable, fonction py-négligeable): 13.6 与 
13.16 

FRERE (algèbre normable): 15.1 

可 度量 化 群 (groupe métrisable): 12.9 

可 度量 化 的 (拓扑 或 拓 丰 空间 ) 《metrisable Gtopologie ou espace topologique)): 12.1 

可 一 致 化 拓扑 《ropeiogie unifomisable): 12.4 

可 一 致 化 空间 (espace uniformisable): 12,4 

由 一 个 集 所 支撑 (的 注 度 ) (porte par un. enaemble (mesure)); 13,18 

册 距 离 所 定义 的 拓扑 《topologie definie par une distance): 12.1 

由 半 范 数 族 所 定义 的 拓扑 《topologie définie par une famille de semi-aormes): 
12.14 

由 位 虐 离 族 所 定义 的 拓 拉 《tepelogic définie par une famille d'écart}: 12.4 

由 一 些 点 质量 所 定义 的 调度 mesure définie par des masses poncmelles}: 13.1 

由 一 个 点 处 的 单位 质量 所 定义 的 渊 宪 “Comesure définie par la mase unité à un po- 
im): 13.1 

EECRH) (enveloppe convexe (d'un ensemble)): 12.14， 问 题 13 

Erik Ccóne convexe): 13.3, 问题 I 

MFA (partie convexe): 12.14, 问题 11 

外 测 魔 (mesure exterieure (d'un ensemble)): 13.5 

外 部 函数 (fonetion extérieure): 15.3, 问题 12 

半空 间 (demiespace): 12.14， 问 题 11 

LWR (semiraorme); 12.14 

PRESE (isomëtrie semi-lindaire): 12.15 

对 合 (代数 上 的 》 (involution (dans une algébre)): 15.4 

对 合 代数 (algtbre involutive); 15.4 

对 称 邻 域 《voisinage symétrique): 12.8 

对 侦 空 阳 ( 局 部 凸 空间 的 ) Cdual (dun espace localement convexe)): 12, 15 

对 角 线 方法 (procédé diagonal): 12.5 

HEERE 《algebre normée involutive): 15.$ 
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边界 IR (ensemble quan able): 13.9, 问题 7 
WA (point tronliére): 12.2 


六 画 

协调 (拓扑 与 向 量 空间 结构 的 》(compatibles (lopologie et structure d'espace vecto- 
rie1)): 12:13 

协调 (拓扑 与 群 结构 的 》(compatibles (topologie et structure de groupe)): 12.8 

RICE Hitbert SER) (conjugaison (dans un espace hilbertien)): 15.13, f] 
题 8 

PECA RI — ARRE) C conjuguées (applications) (conservant une mesu- 
re)): 13.12, 问题 11 

JS0SBIBE (SRE 9) (conjuguée (d'une mesure complexe): 13.2 

有 界 的 ( 实 信函 数 ) (bornée (fonction numérique)): 12.7 

有 界 集 (拓扑 向 量 空间 内 角 ) Censemble borné (dans un esbace vectoriel topologi" 
que)): 12.14， 问 题 6 

有 界 ( 复 ? 测 度 (mesure (complexe) bornée): 13.20 

有 界 正 测度 《mesure positive bornée): 13.9 

AMRAAM (fonction réelle ou fonction numérique finie): 12.7 

有 界 子 集 基 本 系 (拓扑 向 量 空间 中 的 (systeme fondamental de partieo bornées (da- 
ns un espace vectoriel topologique)): 12.14， 问 题 9 

在 无 穷 远 处 趋 于 0 的 连续 函数 〈tonction continue tendant vers O a Pinfini): 13.20 

扩散 测度 《measure diffuse): 13.18 

执 道 (点 关于 一 个 群 作用 的 ) (orbite (dun point pour Lopération d'un groupe): 
12.10 

轨道 (点 关于 属于 一 个 广 属 的 作用 的 ) (orbite (d'un point pour Popération d'un 
rnonoide));，12. 15， 问 题 11 

轨道 空间 (espace des orbites): 12.10 

吸收 ( 基 个 子 集 ) (absorbe (une partie)): 12.14, 问题 6 

KR 《eusenible absorbant): 12.13 

WE (heméomorphism): 12.2 

同 构 (拓扑 属 的 (isomarphisime (de groupes topo!'ogiques)): 12.8 

同 构 (拓扑 向 量 空 启 的》(isomorphisme (dtspaces vectoriels topologiques)): 12.13 

优势 原理 (principe de domination): 13.13, {#8 2 

任意 次 可 并 的 (关于 简单 收效 托 护 》(Cindéfiniment diffárentiable (pour la topologie 
de da convergence simple)): 12.15 

PHRES (écart): 12.4 

自 同 构 (拓扑 群 的 》(sutomorphisme (d'un groupe topologique)): 12. 8 

自 伴 元 (对 合 代数 的 元 的 ) (étément autosdjoint (d'une algèbre involutive)): 15.4 

自由 作用 (opëre librement): 12.10 

自 伴 子 集 (对 合 代数 的 》partie autoadjointe (d'une algèbre involulive)): 15.4 

自 伴 算 子 (无 界 的 ) (optrateur autoadjoint (non borné)): 15.12 

全 子 集 (拓扑 向 量 空间 的 》 (partie totale (de un espace vectoriel topologique)): 
12.13 

全 化 《全 化 向 原 )》(toralisateurCvecteur totalisateur)): 15,5 
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ASACER Hermite 算 子 的 ) (défaut négatif (d'ua opérateur hermitien non 
borzé)y: 15.13 

齐 性 空间 (espace homogène): 12.11 

闭 包 (无 界 算 子 的 ) (fermeture (dun opérateur non borné)): 15.12 

BR (ensemble fermë): 12.2 

闭 凸 包 ( 集 的 enveloppe convexe fermée (d'un ensemble): 12.14, 间 题 13 

闭 轨道 (点 关于 广 群 的 ) (erbite fermée (d'un paint pour an menoide)); 12.10, 间 
L 

闭 算 子 (无 界 的 ) (optrateur fermé (non borné)): 15.12 

MEREM (théorème du graphe fermé): 12.16 

ATHA g 为 密度 的 测度 (mesure de densité gpar rapport à p): 13.13 

导出 (可 积 子 集 偶 的 (dtrive (un couple de pariies intégrables)): 14. 1 问题 4 

导数 (一 个 觅 射 关于 简单 收 伍 拓扑 的 ) (dérivée (dune application pour la topologie 
de la convergence simple)): 12.16 

阶梯 函数 (onction etagéey: 13.9 

收 全 级 数 (拓扑 向 最 空间 中 的 ) (série convergente (dans un espace vectoriel topo- 
logique)): 12.14 

ARR (Dirichlet 级 数 的 ) (abscisse de convergence 《de la série de Dirich” 
ieo): 12.7， 问 题 9 

BAGAHE SITHA) (série (dans un espace vecioriel topologique)): 12.14 


t = 


运算 (opération): 12.10 

BIR 《enscrnbie eqvilibré): 12, 13 

HH (convergence en moyenne quadratique): 13.11 

极限 《limite): 12,3 

被 分 解 ( 算 于 的 》(dtcomposition polaire (d'un opérateur)) 15.11, 问题 6 

极 大 理想 (idtal maximal): 15.3 

极 小 左 理想 (idéal à gauche minimal): 15.8 

极 大 遍历 定理 《thtortme crgodique maximal): 13.9， 问 题 12 

严格 态 射 《morphisme strict): 12.12 

严格 隔离 (由 一 超 平面 严格 隔离 两 个 集 )(stparation stricte (de deux ensembles par 
un hyperplan)): 12.15， 问 题 4 

Wi (tlément unitaire); 15.4 

ER (groupe unitaire): 12.15， 问 题 8 

本 表示 (对 合 代数 的 ) Creprésentation unitaire (d'une algèbre involutive): 15.5 

报 正 蓝 点 《关于 一 个 保 测度 变换 的 ) (point quasirégulier (relativement à une tran- 
siormation conservaot une mesure)): 13.11， 问 题 11 

报 紧 空 间 Cespace quasicompact): 12,3, 问题 6 

执 追 志 集 (关于 一 个 遍历 测度 的 (ensemble quasiergodique (pour une mesure ergo- 
dique)): 13.11, 问题 11 

METE (élément quasi-nilpotent): 15.2， 问 题 5 

MARME (mesure quasi-représentative): 15.3,1FJ8 9 

HHE (connexion): 12.2 
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连续 谱 (spectre continue): 15.12 

连续 作用 (opare continument): 12.10 

连续 函数 〈fonction continue): 12.2 

连 分 数 展开 (développement en fraction continuée): 13.14, 问题 4 

位 势 《potenticD): 13.13, 问题 2 

样 随 元 《对 合 代数 的 元 的 》(adjoint (d'un élément d'une algèbre involutive)): 
15.4 

伴随 算 子 (无 界 算 子 的 ) (adjoint (d'un opérateur non borné)): 15.12 

邻 壤 ( 点 或 集 的 ) vosinage (d'un point ou d'un ensemble): 12,2 

角 谷 更 夫 摩天 楼 grate-ciel de Kakutani): 13.9, 同 题 14。 

没有 任意 小 子 群 的 解 Caronpe náyant pas de sousgroupes arbitrairement petit): 
12.9, 问题 6 

完全 最 大 值 原理 〔principe complet du maximum): 13,13, 问题 2 

完备 可 度量 化 群 (groupe métrisable complet): 12.9 

局 部 凸 的 《拓扑 向 量 空间 ) (localement convexe (espace vectoriel topologique)): 
12.14 

局 部 紧 约 (可 度量 化 空间 ) Gocalement compact (espace métrisable)): 12.2 

RWAF (partie localement fermé): 12.2 

局 部 有 限 的 (于 集 族 》(localement finie (famille de parties): 12,6 

局 部 可 积 画 数 ， 局 部 上 可 积 函 数 (fonction localement intégrable, fonction focale- 
ment p-intégrable): 13,13 与 13.16 

纯 位 势 (potential pur): 13.13, 同 题 2 

HETARA) (scaiairement intégrable (fonction》): 13.10 

钝 量 可 微 (函数 ) Ccalairement difttrentiable (fonction 

纯 量 连续 (函数 )》(scalairement continue (fonction)): 12. 

纯 量 解析 (函数 ) Cscalairement analytique (fonction)): 12.15 


A = 

规范 化 Haar 测度 (mesure de Haar normalisée): 14.3 

表示 (对 合 代数 的 》(représentation (d'une algèbre involutive)): 15.5 

表示 ( 声 予 一 个 结合 合成 律 的 梨 的 Créprésentation (d'un ensemble muni de loi de 
composition associative)): 15.9， 问 题 6 

表示 测度 (mesure représentative): 15.3， 问 题 9 

范 数 拓扑 (topologie normée): 12.15, 问题 7 

ARRAES (principe de condensation des singularitts): 12.16， 问 题 14 

拓扑 Ctopologie》: 12.1 

拓扑 群 (groupe topologique): 12.8 

拓扑 同 构 ( 赋 范 代数 的 》 Cisomorphisme topologique (d'algëbres normées)): 15.1 

拓 提 空间 Cespace topologique): 12.1 

拓 闪 单 的 (完备 Hilbert 代数 ) (topologiquement simple (algèbre hilbertienne co- 
mplëte): 15.8 

Tahir te (HERK) (opologiguement équivalentes (famillzs d'écarts)): 12.4 

HIERE C&liément topologiquement nilpotent): 15.2, 同 题 5 

拓扑 零 因子 (diviseur de zéro topologique): 15.2, 问 题 3 
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拓扑 向 星空 间 (espace vectorie? topolagique): :2.13 

拓扑 不 可 约 表示 (representation topologiquement irréductible): 15.5 

拓扑 空间 的 粘 合 《recollement d'espaces topologiques): 12.2 

转 置 (连续 线性 映射 的 》(Ctransposée (dune application lintaire comtinue)): 12.15 

JAMLAR (représentation non dégénérée): 15.5 

忠实 作用 (opére fidélement): 12.10 

忠实 表示 Creprésentation fidéle): 15,5 

和 典 则 对 称 ( 积 空间 上 的 》(symétrie canonique (dansun produit}): 12.5 

典 则 延 拓 (测度 的 ) Cezeension canonique (d'une mesure)): 13.1 

奥 则 括 扑 (有 限 维 向 量 空 间 上 的 3(topologie canonique (sor un espace vectericl de 
dimension tinje)): 12.13 

和 ( 正 项 级 数 的 ) (somme (dune série à termes pasitifs)): 13.5 

RARA AAN) (bornée en mesure (fonction)): 13.12 

依 测 度 收 铸 (convergence ra mesure): 13.12, (AZ 

OREK (maximum en mesure): 13.12 

AMERA (minimum en mesure): 13,12 

饱和 和 集 ( 集 关于 一 个 群 作用 的 )Csaturt (d'un ensemble pour Popération d'un grou- 
pe)): 12.10 

JÉ Csimplexe): 14.3 

单 的 《无 界 自 伴 算 于 ) (simple Copérateur autoadjoiot non borné)): 15,13, 
问题 1 

AMEP (décalage unilatéral): 15. 11， 问 题 19 

ARAT Crepréscatation imonogëne): 15.5 

单 正规 算 子 (opératenr normal simple): 15.11 

SENTE (sous-groupe à un paramètre): 14.11, 同 题 12 

单位 连续 分 解 《partition continue de l'unité): 12.6 

定义 域 (无 界 挤 于 的 》 (domaine (d'un opérateur non bornë)): 15.12 

定向 集 ( 半 范 数 族 的 ) Censemble filtrant (de semi-normes)): 12, 14 

实 部 ( 测 底 的 》 (partie réelle (d'une mesure)): 13.2 

实测 诬 《mesure réelle): 13.2 

KAAK (fonction nuniériqu 2.7 

实数 模 1 的 加 法 群 (groupe additif des nombres réels modulol): 14.2 

闭 民 (两 个 测度 的 ?测度 有 限 序列 的 ) (cenvolte (de deux mesures, d'une svite finie 
de mesures): 14.5 

38BYCHLFBR8K89) (convofte (de deux fonetions)): 14.10 

3BIRCR|NE ts iR3X09) Cconvolée (dune mesure et d'une fonction): 14,8 

限制 (测度 的 ) Crenriction (d'une mesuare2): 13.1 

BRERA LR Cintëgrale d'une fonction dans Pensemble A): 13.9 


x mi 
相对 极 小 值 (函数 的 》Ciminimum relatif (d'ane fonction)): 12.7 
HAREM (mesure relalivement invariante}: 14.4, 问 题 1 与 2 
面包 病变 换 《transformation du boulanger): 13.21, 问题 18 
指标 (指标 算 于 的 ) (indice (dua opérateur à indice): 15.12, 问题 4 
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ERAF Conérareur à indice): 15,11, 问题 22 与 15.12* 问 题 3 
RİH (spectre ponctuel): 15.12 
是 代数 (algèbre stellaire); 15.4 
HEMEN moments (dune mesurc)): 15.13, 1 
EHAR) Cadiqrate 《fonction)): 14.11， 问 题 12 
重心 〔baryceatre): 13.10， 问 题 2 
年 数 ( 表 攻 的 ) Cmulúplicitá (d'une représentation)): 15.10 
EACF EAM) (multiplicité (d'une vateur propre))y: 15.11 
ES R 3ECERP36f3) (double clase (dans un groupe)): 12.10 
信息 Cisformation): 13.9, 问题 27 
WER) (trace Cforme)): 15.7 
WEFR) Grace (dun optrareur)》: 15.11, MA7 
MECR) (mesure (d'an ensemble): 13.7 
测度 ( 复 测度 ) Cnemre (mesure complexe)); 13.1 
测度 的 绝对 值 (valeur absolue d'une mesure): 13.3 
测度 的 完全 可 加 星 (addiivitk complète d'une mesure): 13.8 
总 质量 (有 界 测度 的 )(masse totale (d'une mesure bornée)): 13.9 
诱导 拓扑 (tepologis indoite): 12.2 
诱导 测度 Cmesure induite): 13.1 与 13.9 
编 对 连续 姓 (continuité absolue): 13.15 
+ 画 
EAA 《idtal premier): 12.3, 问题 4 
核 (函数 ) Caoyau(foncuon2): 15.4, (E 14 
FAT (opérateur nucléaire}: 15.11, PIE Y 
HARM) (radical (d'une algtbre)): 15.2, 向 题 ? 
原子 测度 Cmesure atomique): 13.18 
紧 的 (可 度量 化 空间 ) (compact (espace métrisable)}: 12.2 
紧 空间 (espace compact): 12.3, 向 题 6 
特征 标 (代数 的 ) (caractare (d'une algèbre)): 15.3 
特征 函数 ( 集 的 ) (tonction caractéristique (d'un ensemble)): 12.7 
积分 (可 积 函 数 的 ) (inttgraie (d'une fonction intégrable)): 13.1 2513.7 
积分 (关于 一 个 复 测 度 的 ) Gntégrale (par rapport à une memre complexe)): 13. 
16 
积分 《函数 关于 一 个 测度 的 ) (inttgrale (dune fonction par rapport à une mesu- 
re): 13.7 
积 拓扑 《topologie produit): 12.5 和 12.5， 问 题 3 
积 空间 (espace produit): 12.5 


PRHE (groupe topologique produit): 12.8 Ward 


Iu ARFA 


积 拓扑 向 量 空间 (espace vectoriel topologique praduit):12.13 ) BRA 
乘积 测度 《mesure produt): 13.21 与 13.21， 问 题 9 A 
离散 拓扑 (topologie discrète): 12. 1 ES 
消失 向 量 (vecteur fuyant): 12,15, Æ 11 ` 


ECRM) Glargeuc(d'un ensemble)): 14.3, 问题 9 
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WMR (faiblement fermé): 12.15 

Bika Cfaiblemem convergente): 12.15 

WER (dérivée faible): 12.16 

SSJE3Ë (topologie faible): 12.15 

WARIATI) Ctopologie faible (des opérateursg)): 12.15, 问题 9 

WRH (faiblement compact): 12.15 

BRs (intégrale faible): 13.10 

蓝 可 微 的 《faiblement différenuiable): 12.15 

WARN (faiblement borné): 12.15 

WER (faiblement continue): 12.15 

WAHT (faiblement analytique): 12.15 

TAAR (application faiblement mélangeuse): 15.11, IS] 15 

Æ (p,p) 型 (利于 的 》(bpe faibie(p,p) (opérateur de)): 13.21, fA 21 

+ 一 m 

基 ( 开 集 的 或 拓 入 的》CbaseCpour les ensembler ouverts ou pour la topologiz)): 
12.2 

EER (ensemble élémentaire): 12.5 

ŽE (martingale élémentaire): 13.9， 问 题 25 

基本 序列 (划分 的 ) (suite fondamentale (de partitions)): 13.9, 问题 7 

控制 收效 定理 《thkoreme de convergence dominee): 13.8 

DBOMH) (partie imaginaire (d'une mesure)): 13.2 

象 (测度 的 ) (image (d'une mesure)): 13.1; 13.4, 问题 8 

旋转 平均 《moyenne rotative): 14.3， 问 题 9 

商 群 (拓扑 群 的 ) (groupe quotient (d'un groupe tapologique)): 12.12 

商 拓扑 《topeiogie quotient): 12.11 

浙 近 分 数 [ 连 分 数 的 ) (reduites (dune fractos eontinuéc)): 13.14， 问 题 4 

RARA (application mélangeuse): 15.11, 问题 15 

粘 合 条 件 Condition de recollement); 12.2 

粗 于 ( 另 一 划分 》{moins fine (qu'une autre partitiun)): 13.9, (RAT 

粗 于 ( 另 一 拓扑 的 拓扑 )《(ropiogic》 moins fine (qu'une autre); 12.1 

HAEA (vaguement bornée): 13,4 

HK (vaguement convergente): 13.4 

失态 拓扑 《topologie vague): 13.4 

密度 (关于 一 个 测度 的 Y (densité (par rapport à une mesure)): 13.1 和 13.13 


+ = m 
通 近 点 谱 (spectre ponctucl approximatif): 15.11, [IR 9 
超 平行 体 《paratldlotope): 14.3 
EMME (mesure hyperextrémale): 15.3. IJ 11 
WCS 3Erh 3) (calotte (dans un ensemble convexe)); 12.15, 问题 5 
WTE Calgëbre normée): 15.i 
SSH (specire résiduel): 15.12 
等 价 的 (表示 ) Cequivaleates (représentations): 15.5 
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SAIME) Cequivalentes (mesures)}: 13.15 

等 份 的 ( 半 范 数 族 》 ( 凤 uivalenteg (semi-normes)): 12.14 

SENE) isométrique (mesures): 13.12, 问题 8 

竹中 同 构 ( 卫 范 代数 的 》 (isonrorphisme isomérique (d'nlgébres normées)): 15.1 

等 度 分 配 的 (序列 (equirtpartie Csujte)): 13.4, 问题 7 

等 周 不 等 式 《intgalité isopérimétrique}: 14.13， 问 题 10 

EETRI (ensemble equiintégrable): 13.12, 间 题 4 

Stri, H FACER) Céquivalentes, p-équivalentes (fonctions)): 13.6 

集中 于 一 个 集 上 《的 测度 》 (concentré sur un ensemble (mesurc)): 13.18 

滑动 驼峰 靶 《mkthode de la bosse glissante): 13.14, 48 1 

游荡 集 (关于 映射 的 ) (ensemble errant (pour une application): 13.9, 问题 11 

KATNR (ensemble universcliement mesurable): 13.9 

RTW (application universellement memurable): 13,9 

遍历 点 (关于 一 个 保 测度 变换 的 )(point ergodique (relativement à une transforma: 
tion conservant une mesure)): 13.11) 问 题 11 

遍历 入 (关于 一 个 遍历 测度 的 (enaemble ergodique (pour une mesure ergadique)} 
13.11， 间 题 1 

遍历 映射 (关于 一 个 测度 的 ) (application ergodiquc (pour une mesure)): 13.9, jE 
题 13 

AAE AFAR) (menre crgodique(pour une apptication)): 13,9, f 
题 13 


强 拓扑 CGtopologie forre): 12.15 
强 拓扑 人 算 子 集 的 ) (topoiogie forus(des opérateurs)): 12.15, 问题 8 
BER Censemble rare): 12,16 


+ E E 
填补 (G-) (remplissage (a-)):14.1, 间 题 6 
MW (dense): 12.2 
秽 密 点 (关于 一 个 保 测度 变换 的 ) (point dense (relativement à une transformation 
conservant une mesurc)): 13.11, 问题 11 
简单 收敛 ( 苞 数 序列 的 》(converge simplement (d'une suite de fonetions)): 12.5 
简单 极限 (函数 序列 的 ) (fimite simple (dune suite de fonctions)): 12.5 
PARERA (topologie de la convergence simple): 12.15 
WA (point adhérent):12.2 
解析 的 《关于 简单 收效 拓 扩 CanalytiqueCpour la topologie de ja convergence simp- 
4): 12.15 
RRE base de filtre): 12.3, Di 
BE (aigabre d'un groupe): 


+m kr 
模 ( 自 同 构 的 》 (module (d'un automorphisme)): 14.3 
模范 数 Cfonction module}: 14.3 


稳定 的 ( 子 空间 XX 关 示 一 个 表示 Jmable 《sous-espace) (pour une représentanon 7 
15.5 
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稳定 化 子 (点 的 ) (stabilisateurCd'nan point): 12.10 

端点 《peint extrémal): 12.15, 问题 5 

WE Censemble maigre): 12.16 

精 于 ( 男 一 划分 》Cplus fine (qu’une autre partition7): 13.9, 向 题 7 

精 于 C 另 一 拓扑 的 拓扑 》((topologie》plos fine(qu'une autre)): 12.1 

HTO —MRNEE) (Crecouvrement) plus fin(qu'un autre)): 12.6 

谱 ( 集 的 ) (spectre (de un ensemble)): 12.3, A 4 

谱 ( 无 界 算 于 的 ) (spectre (d'un opérateur non Fornë)): 15,12 

WORMEN) (pectre (d'un élément d'une algèbre normée)): 15.2 

谱 (Banach 代数 的 ) (spectre (d'une algèbre de Banach)): 15.3 

WACORERRRLRKH) (vafeur spectrale (d'un élément d'une algèbre normé- 
e: 15.2 

谱 半 径 (rayon spectral): 15.2 

WMH Copologie spectrale): 12.3， 问 题 4 

e CG-) (pavage (G-)): 14.1, 阿 题 6 

JÉ (enrropie): 13.9， 问 题 27 和 28 

WE (G-) 《recouyrement (G-)): 14.1, HA 6 


Abel 部 分 和 (sommation partielle d'Abel): 13.21， 问 题 6 

Baire 定理 (théorème de Baire): 12.16 

Banach 代数 (Aigèbre de Banach): 15.1 

Banach 原理 《principe de Banach): 13.12, 向 题 12 

Banach 定理 (théorème de Banach): 12,16 

Banach-Steinhaus 定理 Cthéorème de Banach-Steinhaus): 12. 16 

Bernoulli WEZ! (schéma de Bernoulli): 13.21， 问 题 18 

Reurling 代数 Calgëbre de Beurling 5.1, AM4 

Bevrling 定理 (théorème de Beurling): 15.11, 句 题 3 

Bicberbach 不 等 式 Cinégatité de Bicberbach): 14.3, FIE 9 

Birkhoff 遍历 定理 (tbéoréme ergodique de Birkhoff): 13.9， 问 题 12 

Bochner-Gadement 定理 (théorème de Bochner-Godement): 15.9 

Rohl 定理 (théorème de HohD: 13,4, 问题 7 

Borcl-Cantelli 定理 (théorème de Borrl-Cantelli): 13.21， 问 题 10 

Brunn-Minkowsk: KRŞ (inégalité de Brunn-Minkowski): 14,2, 问题 3 

Carelman 不 等 式 (inégalité de Caretman J: 15.13, 问题 5 

Carelman 准则 Ceritère de Carleman): 15.13， 问 题 $ 

Cauchy 行列 式 (determinant de Cauchy): 13.11, 问题 6 

Cayley 变 式 (Hermite 算 子 的 )(transform&e caylenne(d'un opérateur hermitien))r 
15.13 

Chacón-Ornstein 定理 (théorème de chac6n-Drnstcin): 13.17， 问 题 了 

Choquet 定理 (théorème de Choquet): 13.10， 问 题 8 

Christoffel-Darboux 公式 《formule de Christoffel-Darboux): 15.13， 问 题 3 

Cotiar 引 理 〈lemme de Cotlar): 15.4， 问 题 16 

Dirac 测度 (memre de Dirac); 13.1 
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Dirichlet 代数 (algébre de Dirichlet): 15.3， 问 题 9 

Dirichlet 级 数 (série de Dirichlet): 12.7, 问题 9 

Dunford-Schwartz BAER (théorème ergodiquc de Dunford-Schwartz): 13.21, 
m 20 

Farey 序列 (suite de Farey): 13.14, 问题 3 

Fatou 引 理 (lemme de Fatou): 13,5 

Fischer-Riesz 定理 (théorème de Fischer-Riesz): 13.11 

Fréchet 空间 (espace de Fréchet); 12.14 

Fuglede 定理 (théorème Fuglede}: 15.11, 向 题 2 

Gauss-KyzbMHE 公式 (formule de Gauss-Kuzmin): 13.14, 问题 

Gleason 于 集 (partie de Gleason): 15.3, 问题 18 

Haar 测度 Cinesure de Haar): 14.1 5 14.3 

Haha-Banach 定理 (théorème de Haha-Banach): 12.5, 问 题 3 与 4 

Hamburger 矩 问题 《probléme des momento de Hamburger) 13.20, 问题 5 

Hardy 不 等 式 Cnégalité de Hardy): 13.11, [IJ 13 

Hardy 空间 (espaceo de Hardy): 15.3， 问 题 15 与 16 

Hardy-Litlewood RARR (fonction maximale de Hardy-Littiewood): 14.10, 问 
题 5 

Hausdorff 空间 (espace de Hausdorff): 12,3 

Hausdorff $E (problème des momeate de Hausdorff): 13.4, 问题 11 

Hermite 元 (对 合 代数 的 ) (Elément hermitien) (d'une algthre involutive): 15.4 

Hermite 对 合 (involution hermitienue): 15.4, 问题 18 

Hermite 代数 (algèbre hermitienne); 15.4, [8 18 

Hermite 特征 标 《caract&re hermitien): 15.4, [E35 15.9 

Hermite MFPCERKI) (opérateur hermitiea (non bornë)): 15.13 

Hilbert 代数 (Algèbre hilbertienne): 15.7 

Hilbert 和 (表示 的 ) Gomme hilbertienne (de reprérentations)): 15.5 

Hilbert-Schmidt F Copératenr de Hibert-Schmidt): 15.4 

Haldcr F Gnégalité de Halder): 13.11, [FIR 12 

Hopf, E. 家 大 遍历 定理 (thtoréme ergodique maximal de Hopf, E.): 13.1), 问题 
16 

Jacobi %8 (matrice de Jacobi): 15.13, 问题 1 

Jacobs 定理 (théorème de Jacobs):12.15, BBW 11 

Jensen WE (memre de Jensen): 15.3, 问题 9 

Kac 定理 (théorème de Kac): 13.9， 问 题 14 

Krein-Milman 定理 《thtortme de Krein-Milman): 12.15, 问题 5 

Lagrange 定理 (关于 平方 和 的 ) Gbéorëme de Lagrange) (sur les sommes de ca- 
rrés): 14.2, 问题 2 

Lagrange MASIA (polyaðme d'interpolation de Lagrange): 12.16, FJA 15 

Lebesque 分 解 定 届 《thtorame de décomposition de Lebesgue): 13.18 

Lebesgue 函数 (fonction de Lebesgue): 13.17, 间 题 2 

Lebesgue 测度 Çmesure de Lebesgue): 13.1 与 13,21 

Lebesgue-Fubini 定理 (théortme de Lebesgue-Fubini); 13.21 

Lebesgue-Nikodym 定理 (théorème de Lebesgue-Nikodym): 13.15 
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Mahler 准则 (critëre de Mahler): 14.4, 问题 9 

Marcinkiewicz 插值 定理 《thkorerue d'interpolation de Marcinkiewiez): 13.21, 间 
题 21 

Mertens-Alexjewicz E Ghéoréme de Mertens-Alexiewicz): 12.16, 问题 12 

Minkowski 不 等 式 (inégalité de Minkowski): 13.11, 问题 12 

Minkowski Æ (théorème de Minkowski): 14.2, 问题 2 

Miakowski 面积 (aire minkowskienne): 14.3, 问题 10 

Mabius 带 (bande Möbius); 12.10， 问 题 3 

Müntz ZM (théorème de Müntz): 13.11, 问题 6 

p-adic 数 域 《corps des nombres, p-adiques): 14.3, 问题 6 

p-adic $k (entiers p-adiques): 12.9, 问题 4 

p-adic WR (solénoide p-adique): 12.9, 向 是 4 

《p,q)》 型 ( 算 子 的 》(type (pa) (opérateur de)): 13.17, 7 

P 次 可 微 的 (关于 简单 收敛 拓扑 Xp fois differentiable (pour latopologie de lawnve= 
rgence simple)): 12.15 

PlancheTelj-Godement 定理 (théorème de Plancherel-Godement): 15. 19 

Poincaré PEHEE (théorème de récarrence de Poincaré): 13.9, 间 题 11 

Rademacher 函数 (fonctions de Rademacher): 13.21, 问题 10 

Rademacber-Konmoropon 定理 (théorème de Rademacher-Kolmogoroff): 13.21, 
向 题 12 

Bademacher-Menbniob 定理 (théorème de Rademacber-Menchoff) 13.11, 问 题 8 

Riemann 和 (Sommes de Riemann): 13.9, 问题 7 

Riesz, F. 与 Ricsz, M. 定理 (théorème de F, et M. Riesz): 15.3, (问题 14 

Riesz-Thorin 播 信 定 理 (thtoréme d'interpolatinn de Riesz-Thorin): 13.17; | 
题 7 

Steiner 对 称 化 《symétrisé de Steiner): 14.3, 问题 8 

Stein EM (théorème de Stein, E.): 14.10, 问题 4 

Sticltjes 变换 《transformation de Stieltjes): 14.11, 向 题 16 

Stieltjes WEE 《merure de Stieltjes): 13.18, 问题 6 

Stieltjes 3MM (probléme des moments de Stieltjes): 13.20, fji 5 

Szeg8-KonMoropoB-Krein 定理 (théorème de Szegð-Kolmogoroff-Krein): 15. 3,8} 
mi 

Taylor 公式 (关于 轩 解 折 函 数 的 ) (formule de Taylor (pour une fonction faiblem- 
ent analytique)): 12.16. 

Thuc 定理 (théorème de Thue): 14.2, [I 2 

Titchmarsh-Kodaira 公式 (formule de Titchmarsh-Kodaira): 15.12, 问题 9 

Von Neumann 定理 《关于 无 办 正规 算 子 的) (théorème de Von Neumann (ur les 
opérateurs normaux non bornés)): 15.12 

Von Neumann 遍历 定理 (thtor&me ergodique de Von Neumann): 12.15, 问题 12 

Wiener 不 等 起 《insgalité de Wiener): 13,21, 间 题 19 

Ybung 不 等 式 (inégalité de Youag, W.): 14.10, 问题 1 

上 # 不 变 的 ( 卫 数 X 关 于 一 个 映射 Cu-invariante (fonction) (par use application)): 
13.9, 问题 13 

Bepaurean 多 项 式 (polynðmcs de Berastein): 13,4, 问题 9 
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Tesb 中 ahx 变 订 《transformation de Gelfand): 15.3 

Te 中 an 变 式 (tranformée de Gelfand): 15.3 

Texdp 中 anm-Mazur 定理 (théorème de Gelfand-Mazar): 15 

T'easbanm-KañMapk. 定理 《thkorame de Gelfaud-Neumark): 15. 4 

FropoB 定理 《hkoryme d'Egorofi): 13.9 

Konmoropon-Sinai 定 天 (thtoréme de Kolmogoroff-Sınai): 13.12， 问 题 10 

Kphinog-Weinstein 定理 (théorème de Krylov-Weinstein): 15.12， 问 题 8 

Mapgos- 角 谷 竹 夫 定理 (thtoréme de Markoft-Kakutani): 13.4, 问题 8 

Hagutapx ER (théorème de Neumarx):15,11, 问题 11 

Xunn 不 等 式 Goégalitë de Khintchine): 13.21， 问 题 10 

Xaqw 统计 常 返 广 定 理 Cthéor&me de récurreace Statistique de Khinthine); 
13.11, 问题 10 


